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Zrédto: Evgeny Tkachenko, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Poniewaz matematyka jest nauka Scistg, dlatego uznawanie faktow dotyczgcych badanych
przez nig obiektow nastepuje wytacznie na podstawie dowodow. Dowdd to Sciste,
przebiegajace zgodnie z ustalonymi regutami uzasadnienie danego stwierdzenia.

W materiale omowimy rozne dowody geometryczne, ktore dotycza pol wielokatow. Bazujac
na czesci teoretycznej oraz omowionych przykladach, rozwiazemy ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz zalozenie oraz teze dowodu geometrycznego.
e Przeprowadzisz dowody geometryczne z wykorzystaniem pol wielokgtow.
o Wyznaczysz rozne wzory na pola wielokatow.

» Zastosujesz zdobyta wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy, jak zbudowane jest twierdzenie matematyczne.
Twierdzenie najczeSciej ma postac zdania:

“Jezeli p, to q"; pierwsza cze$¢ (p) takiego zdania to zatozenie, ktore opisuje warunki, przy
ktorych spelnione jest twierdzenie; druga cze$c¢ (q) to teza zawierajgca whasnoéc, ktora
zachodzi, gdy spetnione sg warunki opisane w zatozeniu.

W materiale omowimy przyktady dowodow geometrycznych, w ktorych wystepuja pola
wielokatow. Czasami w dowodach bedziemy uzywa¢ wzoru na pole kota.

Przyktad 1

Dany jest trojkat prostokatny. Wykazemy, ze suma pol trojkatow réwnobocznych o bokach
bedacych przyprostokatnymi tréjkata jest rowna polu trojkata rownobocznego o boku
rownym przeciwprostokatnej tego trojkata.

Rozwigzanie:
Dowaod

Narysujmy rysunek pomocniczy do zadania i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym
rysunku.
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Mamy pokaza¢, ze P + P = P
Zatem:

a a?+b2)/3
P+ Py = ZZ/g+bZZ/§: : +4)\/_

Poniewaz trojkat jest prostokatny zatem a? + b* = 2.

@)VE

Wobec tego P+ Py = 7 = czf = Ppr.

Przyktad 2

Wykazemy, ze jesli boki tréjkata majg dtugosci a, b, ¢, a katy odpowiednio «, 3, 7, to pole

trojkata mozemy obliczy¢ za pomocg wzoru P = %2 . SSIII:IE’;T}}B dlaa # B #90°.

Rozwigzanie:
Dowadd

Narysujmy dowolny trojkat i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku:

Do rozwigzania zadania wykorzystamy wzor na pole trojkata postaci:
1 .
P=35-a-c-sinf

Z twierdzenia sinuséw wiadomo, ze

a __ _c
sinoe — sinvy

__ csina
Wobec tegoa = 575

Zatem:



1 sin a-sin
P=+%.¢c-c- sin
sin «y

2
Zauwazmy, ze siny = sin(180° — (a + 8)) = sin(a + 3).
Zatem wzOr na pole trojkata zapisujemy w postaci:

P— ¢ _ sina-sing

2 sin(a+0)

Przyktad 3

Wykazemy, ze jesli R jest promieniem okregu opisanego, a r promieniem okregu
wpisanego w tréjkat rownoboczny o boku R, to pole tego trojkata opisuje sie wzorem
P=38R b p= 23,2

Rozwigzanie:
Dowod

Narysujmy trojkgt rownoboczny oraz okragg w niego wpisany i okrag na nim opisany oraz
wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku.

Niech a bedzie dltugoscig boku trojkata réwnobocznego.

Dlugos$¢ R promienia okregu opisanego w zaleznosci od wysokosci trojkata
rownobocznego wyraza si¢ wzorem:

R = %horazh: ‘“2/5

_ 2 av3 _ aV3
ZatemR—g- = T3



Wobec tego a = i’/—% = v/3R.

Dtugos¢ r promienia okregu wpisanego w zaleznoSci od wysokosci trojkata
rownobocznego wyraza si¢ wzorem:

r= %h oraz h = aT\/§

_l-ag_a\/g
Zatemr—3 5 6 -

Wobec tego a = % = 2/3r.

T , L , . a?V/3
Jezeli wykorzystamy wzor na pole trojkgta rownobocznego o boku a postaci P = ==,
to:

~ (‘/53)2'\/5 3v3 p2
e dlaa = v/3Rmamy P = 7] = =R
2v3r) /3

e dlaa = 2V3r mamy P = ( 4) = 122/5 r? = 3v/3r2.

Przyktad 4

Wykazemy, ze przekatne w dowolnym réwnolegloboku dzielg go na cztery trojkaty
o rownych polach.

Rozwigzanie:
Dowod
Zatozmy, ze przekatne réownolegtoboku o dtugosciach pi g przecinajg sie¢ pod katem a.

Narysujmy dowolny réwnolegtobok i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.
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Korzystajgc z przyjetych oznaczen mamy:

Pprapo = % “ P %q-sina = %pqsina

Prcopo = 55D %q-sina = %pqsina

Praop =% 2p-3q-sin(180° — a) = %pqsina

Prpco = % c 5P %q-sin(lSOc’ —a) = %pqsina

Zatem trojkaty powstale z przeciecia rownolegloboku jego przekatnymi majg rowne pola.

Przyktad 5

Dany jest trapez ABC'D, w ktorym AB || C'D oraz podstawy maja dtugosci a i b,
a wysoko$¢ ma dlugos$¢ h. Wykazemy, ze jesli O jest punktem przecigcia przekatnych
tego trapezu, to trojkaty AOD i BOC maja rowne pola powierzchni.

Rozwiazanie:

Narysujmy trapez i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.

Zauwazmy, ze
PraBp = Prsaop + ParaBo
PraBc = PaBoc + PaaBo

Trojkaty ABD i ABC maja rowne pola powierzchni, poniewaz majg wspo6lna podstawe a
i wysoko$c¢ h.

Wobec tego:

Praop + PraBo = PaBoc + PaaBo



| Cayli Pasop = Pagoc:

Stownik
wielokat

czeS¢ plaszczyzny ograniczona tamang zwyczajng zamknieta, wraz z tg tamana

twierdzenie

zdanie, ktore opisuje fakt, zaleznos¢ lub réwnos¢, ktére mozemy udowodnic

dowdd twierdzenia

rozumowanie, majgce na celu uzasadni¢ prawdziwos¢ twierdzenia, prowadzace od

zalozen do tezy, wykorzystujac przy tym inne fakty



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg dowoddédw geometrycznych zwigzanych z polami

wielokatdéw, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwStRxRmd

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego dowodow geometrycznych.

Polecenie 2

Wykaz, ze jesli boki deltoidu majg dtugosci a i b, a katy miedzy bokami o tej samej dtugosci

2 . 2 .
wynosza odpowiednio i 3, to pole tego deltoidu wynosi %ﬂjsmﬁ lub ab sin(aTjLﬂ).



https://zpe.gov.pl/a/DwStRxRmd

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jezeli przekatne prostokata maja dtugosci p i g, a miara kata
miedzy tymi przekatnymi wynosi «, to pole tego prostokata jest rowne:

O P= gpgsina.
O P=1ipgsina

() P =2pgsina.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono osmiokat foremny o boku dtugosci a i kacie wewnetrznym a.

RN
S

Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

() Jezeli P jest polem powierzchni oémiokata, to a = \/P- (\/5 — 1).

(] Pole powierzchni tego o$miokata jest réwne 2 - (1 + \/5) a’.
(] Miara kata wewnetrznego w o$miokacie jest réowna 135°.

[ ] Pole powierzchni tego o$miokata jest rowne (1 + \/5) a’.



Cwiczenie 3

Dany jest tréjkat rownoramienny o podstawie dtugosci a, ramieniu b i kacie miedzy ramionami
Q.
Wstaw w tekst odpowiednie wyrazenia. Przeciggnij i upus¢.

b? 2a%—b? b2-sin o absin(180° —a) 22— a2 absin(90°—%)
2a-sin o 2a? a 2 2b2 2
Cwiczenie 4

W trapezie ABCD przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie O, takim ze
|AO| : |OC| = 4 : 1. Pole trojkata AOD jest rowne 16. Wykaz, ze pole trapezu jest réwne
100.

Cwiczenie 5

Wykaz, ze jesli p jest najdtuzsza przekatna szesciokata foremnego, to pole tego szesciokata

) =
jest réwne 32 8\/3.

Cwiczenie 6

AC| = 2v/2 — /6 oraz suma miar katéw
92
T

Dany jest tréjkat ABC, w ktorym |AB| = 24/3,
lezacych przy boku BC wynosi 75°. Wykaz, ze pole tego tréjkata jest rowne v/3 —

Cwiczenie 7 @
Wykaz, ze pole osmiokata foremnego o obwodzie rownym L wyraza sie wzorem:

<1+\/5) 12
=



Cwiczenie 8 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jezeli bok tréjkata rownobocznego ma dtugosc a, a L jest
dtugoscia jego obwodu, to pole tego trojkata wyraza sie wzorem:

O P=3%3
_ L3
O P = 36



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowody geometryczne - pola wielokatow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach ptaskich
oraz obliczania pdl figur;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla zalozenie oraz teze¢ w dowodzie geometrycznym;

o przeprowadza dowody geometryczne z wykorzystaniem pol wielokatow;
e wyznacza rozne wzory na pola wielokgatow;

 stosuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja;
» metoda kota i myszy;
e praca z ekspertem;



liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Dowody geometryczne - pola
wielokgtow”.

Prowadzgcy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1.

Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja sie

z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponuja grupom rozwigzywanie zadan z sekcji
»Przeczytaj”. W razie problemow - stuza pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

. Uczniowie w tych samych grupach zapoznajg si¢ z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisuja

ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

. Uczniowie w kolejnym kroku rozwiazuja ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy

z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne
informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 6, 71 8 w sekcji ,Sprawdz si¢” metoda kot i mysz. Mysz

stara si¢ jak najlepiej rozwiaza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos$¢. Po dwoch



nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla sie dalej -
role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.
Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Dowody geometryczne - pola wielokatow”).

Materialy pomocnicze:

e Pole wielokata
» Wielokaty i ich wlasnosci

Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekcji ,Animacja” do realizacji tematu , Pole
rownolegtoboku” lub do pracy przed lekcja. Uczniowie przygotowuja si¢ do pracy na
zajeciach tak, aby samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczgce przeprowadzania
dowodow geometrycznych.


https://epodreczniki.pl/a/pole-wielokata/D3rUikMMH
https://epodreczniki.pl/a/wielokaty-i-ich-wlasnosci/DwAxJ7x7M

