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O bardzo prostym wzorze na pole bardzo szczegdlnego
czworokata

Pole prostokata o bokach dtugosci a i b wyraza si¢ elementarnym wzorem P = a - b, ktory
to wzor w praktyce szkolnej przyjmuje si¢ bez dowodu i ktory stanowi podstawe
wyprowadzania wzorow na pola innych figur, np. trojkgta. Wzoér ten wyraza pole, jako
funkcje dtugosci bokow czworokata. Juz w przypadku trapezu wyrazenie pola poprzez
dtugosci bokow jest zmudne - latwiej zrobi¢ to w przypadku trapezu rownoramiennego,
gdzie twierdzenie Pitagorasa pozwala tatwo zastgpi¢ dtugos¢ wysokosci poprzez funkcje
dlugosci podstaw a i bi dlugo$¢ ramienia c, ale otrzymany wzor do elementarnych nie
nalezy:

P o yfer - ()’

Ale istnieje klasa czworokatow o bokach dtugosci a, b, ¢, d, ktérych pole wyraza sie prostym
wzorem

P — v/abed

s3 to miedzy innymi czworokaty cykliczne, w ktore da si¢ wpisa¢ okrag.
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Twoje cele

o Udowodnisz twierdzenie wyznaczajace kolejne kryterium, by czworokat dato sie
opisac¢ na okregu.

« Udowodnisz, ze wzor P = v/abed jest prawdziwy dla trapezow rownoramiennych
opisanych na okregu.

» Zastosujesz poznane zalezno$ci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

O innych okregach wpisanych w czworokat

Rozwazmy czworokat wypukty ABCD i poprowadzmy jego przekatng BD. Rozwazmy
okregi wpisane odpowiednio w trojkat ABD i w trojkat BC' D, jak na rysunku.
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Czworokat i okregi wpisane w tréjkaty

Okregi te sa styczne do przekatnej BD odpowiednio w punktach Pi Q.
Prawdziwe jest wowczas nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: O okregach wpisanych w czworokat

Rozwazmy czworokat wypukty ABCD. Niech P bedzie punktem, w ktérym okrag
wpisany w tréojkat ABD jest styczny do przekatnej BD. Niech @Q bedzie punktem,

w ktorym okrag wpisany w trojkat BC'D jest styczny do przekatnej BD. Jesli punkty P i
Q sie pokrywaja, to w czworokat ABC D mozna wpisa¢ okrag.

Dowadd

Niech punkty E, F', G, H beda punktami, w ktérych odpowiednie okregi s3 styczne do
bokoéw czworokata, jak na rysunku.
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Twierdzenie o okregach wpisanych w czworokat

Zauwazmy, ze korzystajac z zasadniczego twierdzenia planimetrii mamy, ze
|AB| + |CD| = |AE| + |EB| + |CG| + |GD| =

= |AH| + |BP| + |CF| + |DQ| =

= |AH| + |BF| + |CF| + |DH| = |AD| + |BC|

Na mocy warunku koniecznego i wystarczajacego na to, by w czworokat dato si¢ wpisac
okrag, otrzymujemy, ze w czworokat ABC'D mozna wpisa¢ okrag. Co konczy dowod.

Warto nadmienic¢, ze prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne, co oznacza, ze
otrzymaliSmy kolejne kryterium pozwalajace rozstrzygnac, czy w dany czworokat mozna
wpisac okrag.

O polu trapezu rownoramiennego, w ktéry mozna wpisac
okrag

Wrécimy teraz do przywolanego na wstepie twierdzenia, ktore wyraza pole czworokata
poprzez pierwiastek kwadratowy z iloczynu jego bokow. Pominiemy w tym miejscu dowod
w przypadku ogélnym, ale pokazemy w latwy sposob, ze wzor ten jest prawdziwy dla
trapezow rownoramiennych opisanych na okregu.

Rozwazmy zatem trapez rownoramienny ABC D, w ktory mozna wpisa¢ okrag i przyjmijmy
oznaczenia, jak na rysunku.
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Pole jako iloczyn bokéw

Pole tego trapezu jest rowne P = 2t . |CF|. Poniewaz dlugoé¢ odcinka FB,
wyznaczonego przez spodek wysokosci poprowadzonejz wierzchotka C, mozna opisa¢ jako

: p\ 2 : : .
ot wiec h = |CF| = 1/c? — (%;2)". Z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu
wynika, ze 2c = a + b, czyli ¢ = ‘IT“’ Zatem wysoko$¢ mozemy wyrazic, jako:

h _ \/( a;b )2 o (QTJ))Q _ \/ a2+2ab+b2_4(a2_2ab+b2) — \/ 2&1)12&1) — \/%

Wtedy pole trapezu jest rowne P = “TH’ h =2 .vab = cvab = Vc2ab, czyli jest rowne
pierwiastkowi kwadratowemu z iloczynu dlugosci wszystkich bokow (z ktorych dwa majg
te sama dltugos$¢ rowng c).

Przyktad 1

Rozwazmy trapez rOwnoramienny opisany na okregu, w ktorym roznica dlugosci
podstaw jest rowna 10, a ramiona maja dlugos¢ 13. Wyznaczymy dtugosci podstaw
trapezu oraz promien okregu wpisanego w ten trapez.

Rozwigzanie:
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Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku. Wtedy a — b = 10 oraz “;b = 5.

Ale z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu wynika, ze a + b = 2 - 13 = 26.

a—b=10

Moz i isa¢ uktad ré ' :
0ozemy wiecC ZapisacC ukiad rownan {CI, + b — 9

Korzystajac z metody przeciwnych wspotczynnikow, mamy, ze 2a = 36, czyli a = 18.
Stad b = 8.

Oczywiscie wysoko$¢ trapezu, a w konsekwencji promien okregu wpisanego, jako
potowe tej wysokosci, mozna obliczy¢ korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa. My jednak
skorzystamy z twierdzenia, ktore udowodniliSmy powyzej oraz z wlasnosci, na mocy
ktorej pole kazdego wielokata opisanego na okregu jest rowne iloczynowi potowy
obwodu przez promien okregu wpisanego w ten wielokat.

Poniewaz Papcp = V13- 13- 18 - 8 = 156 oraz Papcp = 2HEHE L — 96 . 1 wiec

_ 156 __
r= S = 6.

Stownik
trapez

czworokat, ktory ma co najmniejjedng pare bokow réwnolegltych nazywamy trapezem



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Ustal potozenie wierzchotkéw A i C' w taki sposob, aby
punkty P, Q stycznosci odpowiednich okregdéw wpisanych w tréjkaty ABD i BC D oraz
przekatnej BD pokrywaty sie i by czworokat ABC' D byt czworokatem wypuktym. Odczytaj
wowczas dtugosci odcinkow AB, BC, CD, AD. Sprawdz, czy spetnione sa warunki
twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1Fqlszs4
Polecenie 2

Ustal potozenie wierzchotka A w taki sposéb, aby trojkat ABD byt rGwnoramienny.
Uzasadnij, ze aby punkty P, Q) byty rowne (pokryty sie) tréjkat BC'D takze musi by¢
rownoramienny.



https://zpe.gov.pl/a/D1Fq1szs4

Polecenie 3

Przeanalizuj potozenie wierzchotkow A i C' w taki sposéb, aby punkty P, () stycznosci
odpowiednich okregéw wpisanych w tréjkaty ABD i BC' D oraz prostej BD pokrywaty sie.
Rozstrzygnij, czy ta rownos¢ punktéw P, (Q zawsze bedzie prowadzita do istnienia okregu

wpisanego w czworokat ABCD.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W trapezie rownoramiennym opisanym na okregu ramie jest o 3 dtuzsze od krétszej podstawy.
Pole tego trapezu jest réowne 20. Wyznacz obwdd trapezu.

Cwiczenie 2 @)

Okrag o promieniu 2, wpisany w trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej dtugosci 10,
jest styczny do dtuzszej przyprostokatnej A B tego tréjkata w punkcie P. Okrag o promieniu 1
lezy po drugiej stronie prostej AB i jest styczny do niej w punkcie P. Na tym okregu opisano
trojkat ABD, jak na rysunku.

oP

A

Oblicz promien okregu wpisanego w czworokat ACBD.



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Na okregu opisano trapez rownoramienny o podstawach
dtugoséci |[AB| = /5 +2,|CD| = v/5 — 2. Pole tego trapezu jest réwne:

O 5
O 1
O 5

O 2v5

Cwiczenie 4

W romb o dtuzszej przekatnej réownej 10 wpisano okrag o promieniu \/3 Oblicz pole tego
rombu.

Cwiczenie 5
Cwiczenie 6

Dane sa czworokaty, ktorych dtugosci kolejnych bokéw s podane. Wskaz ten, w ktéry nie da
sie wpisac okregu.

3 2 4 -8
O sty (5)' 5, ()
O 12,13, 9, 8
O V6+2v5, 3 25,1

O V19-8v3,6,5++3, 3



Cwiczenie 7 @

Przeprowadz konstrukcje rombu o boku zadanej dtugosci a opisanego na okregu o danym
promieniu r. Na koniec podaj warunek wykonalnosci konstrukciji.

Utdéz w kolejnosci etapy konstrukgji.

Na prostych AO i BO odktadamy odcinki réwne odpowiednio |AO| i | BO| tak, aby

otrzymac obraz wierzchotkéw A, B w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu O - s
otrzymujemy wierzchotki C, D rombu.

Na prostej k odktadamy odcinek a - otrzymujemy wierzchotki A, B rombu. =
Z dowolnego punktu prowadzimy prosta [ przechodzaca przez punkt Ai prostopadta
do prostej k. v
Kreslimy okrag o $rednicy AB i jeden z punktéw wspdlnych tego okregu i prostej m
oznaczamy jako O - otrzymalismy punkt przeciecia sie przekatnych rombu (Srodek =
okregu wpisanego w ten romb).

Kresdlimy proste AO i BO. =
Warunkiem, by dato sie romb skonstruowac jest: r < \A_QBW’ przy czym réwnos$¢ obu
odcinkéw prowadzi do konstrukcji kwadratu.

Przez punkt P kreslimy prosta m rownolegta do prostej k. =
Zauwazmy, ze zaznaczenie drugiego z punktow wspdlnych doprowadzitoby do
konstrukcji rombu przystajgcego. Obie figury sg symetryczne wzgledem symetralnej %
odcinka AB.

Na prostej [ odktadamy odcinek o dtugosci r, ktérego jeden z koncéw lezy na prostej

k - drugi koniec odcinka oznaczamy jako P.



Cwiczenie 8
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

Prawda

W kazdy czworokat
o bokach dtugosci
a, b, ¢, d, ktérego pole P
mozna wyrazi¢ wzorem
P = v/ abced da sie wpisac
okrag.

W kazdy romb da sie O
wpisac¢ okrag.

W kazdy trapez
rownoramienny da sie O
wpisac okrag.

W kazdy czworokat, ktéry
ma doktadnie dwa katy
proste i sa to katy O
przeciwlegte, da sie wpisac
okrag.

Istnieje trapez prostokatny,
w ktoéry da sie wpisaé O
okrag.

Fatsz



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci czworokata opisanego na okregu

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa I lub II, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, sSrodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich witasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wiasnosci czworokatow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e znai stosuje pojecie wielokgta opisanego na okregu

e znai stosuje pojecie wielokgta wpisanego w okrag

e znai stosuje twierdzenie o czworokgcie wpisanym w okrag
» znai stosuje twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu
o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, Zzeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o podanie przyktadow wielokatow, ktorych pole da si¢ wyrazic¢
Latwo” poprzez dtugosci bokow. Moze poprosi¢ o obliczenie pola trapezu
rownoramiennego o danych bokach. Moze takze przywota¢ wielokaty cykliczne i wzor
Brahmagupty. Nastepnie informuje (przypomina), ze istnieje taka grupa czworokatow,
ktorych pole wyraza wzor P = v abcd.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia, ktore ustala warunek konieczny
i wystarczajgcy, by w czworokat dato sie wpisa¢ okrag oraz o przypomnienie
zasadniczego twierdzenia planimetrii.

2. Nastepnie prezentuje przygotowany wcezesniej rysunek czworokata podzielonego na
dwa trojkaty, w ktore odpowiednio wpisano trojkaty styczne do przekatnejtego
czworokata. Moze w tym miejscu poprosi¢ o uruchomienie symulacji interaktywnej
i wykonanie zawartych tam polecen. Nauczyciel formutuje twierdzenie o zaleznosci
miedzy wzajemnym potozeniem odpowiednich punktow stycznosci okregow
wpisanych w trojkaty, a istnieniem okregu wpisanego w czworokat. Pod kierunkiem
nauczyciela jeden z uczniow przeprowadza dowod na tablicy. Nauczyciel zaznacza, ze
prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne, co oznacza, ze jest to kolejne kryterium
ustalajgce istnienie okregu wpisanego w dany czworokat.



3. Nastepnie nauczyciel przypomina problem, o ktorym byta mowa na wstepie, tzn.
mozliwos¢ obliczenia pola czworokata ze wzoru P = v/ abed. Prosi uczniéw

o wykazanie prawdziwosci tego wzoru dla trapezow réwnoramiennych, w ktére mozna

wpisa¢ okrag. Uczniowie pracujg w parach. Nastepnie prosi wybranego ucznia
o zapisanie dowodu na tablicy.

4. Nauczyciel prezentuje problem opisany w Przykladzie, ktory pokazuje zastosowanie
poznanych wilasnos$ci. Uczniowie rozwigzujg problem w parach i wybrani uczniowie
przedstawiaja na forum klasy efekty pracy.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:

e Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do przeprowadzenia dowodu
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o okregach wpisanych w czworokat.

Materialy pomocnicze:
Okrag wpisany w wielokat
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
Mozna jg wykorzysta¢ przy realizacji tematu o czworokgacie opisanym na okregu.
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