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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Zagadnienia dotyczace walca wpisanego w stozek stanowig spore wyzwanie dla naszej
wyobrazni przestrzennej. Wykreslenie rysunku, ktory pomogtby w zaplanowaniu strategii
rozwigzania takiego zadania, jest kluczem do sukcesu. Poznasz metode, ktora pozwoli
sprowadzi¢ problem walca wpisanego w stozek do prostego zadania z geometrii ptaskie;.

Zagadnienia dotyczgce walca wpisanego w stozek wykraczaja poza podstawe programowg,
ale wykorzystuja tresci w niej zawarte.

Twoje cele

» Podasz definicj¢ walca wpisanego w stozek.
o Wykreslisz przekroj osiowy przedstawiajacy walec wpisany w stozek.
» Wykorzystasz zwigzki miarowe geometrii ptaskieji trygonometrii do rozwigzywania

zagadnien zwigzanych z geometrig przestrzenna.



Przeczytaj

Wyobrazmy sobie walec wpisany w stozek. Zastanowmy sie: jakie warunki musza by¢
spelnione, aby walec wpisa¢ w stozek? W jaki sposob wykresli¢ walec wpisany w stozek na
kartce papieru? W odpowiedzi na te pytania pomoze nam aplet Geogebry.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DKUBSAZSR

Wazne!

Walec jest wpisany w stozek wtedy i tylko wtedy, gdy jedna z podstaw walca jest zawarta
w podstawie stozka a brzeg drugiej podstawy walca zawiera si¢ w powierzchni boczne;j
stozka.

Zadania dotyczace walca wpisanego w stozek mozna sprowadzi¢ do prostych zadan
geometrii plaskie;j.

Na rysunku ponizej przedstawiono przekroj osiowy walca wpisanego w stozek. Przekrgj
osiowy tych bryt jest prostokatem wpisanym w trojkgt rOwnoramienny. Spostrzezenie to
pomoze nam w uproszczeniu planowania strategii rozwigzania wielu zadan geometrii
przestrzenne;j.


https://zpe.gov.pl/a/DKUB8AZSR

Poprowadzmy wysoko$¢ stozka SO.

Zauwazmy, ze trojkaty AOS, AKN, NC'S sa trojkatami podobnym na podstawie cechy kat,
kat, kat. Fakt ten bedzie pomocny w planowaniu strategii rozwigzywania zadan
dotyczacych walca wpisanego w stozek.

Pierwsze trzy przyktady pokazuja, w jaki sposdb mozna wykorzysta¢ podobienstwo
odpowiednich trojkatow w tego typu zadaniach.

Przyktad 1



Walec o wysokosci, ktorej dtugos¢ wynosi 1 wpisano w stozek. Przekrojem osiowym
stozka jest trojkat rownoboczny o boku dtugosci 4. Obliczmy dlugos¢ promienia
podstawy walca wpisanego w ten stozek.

Rozwigzanie:
Wykreslmy przekroj osiowy bryt opisanych w zadaniu.

Przyjmijmy oznaczenia, ktore pozwolg prowadzi¢ rozwigzanie postawionego problemu.
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|KO| = r - dtugo$¢ promienia podstawy walca;
|KN| = h - dlugo$¢ wysokosci walca;

|AO| = R - dlugos¢ promienia podstawy stozka;
|OS| = H - dtugos¢ wysokosci stozka.

7 warunkow zadania wiemy, ze |AO| = 2, |[KN| = 1i |OS| = 2+/3 jako dtugos¢
wysokosci trojkgta rownobocznego.

Zauwazmy, ze trojkat AOS jest podobny do trojkata NC'S na podstawie cechy kat, kat,
kat.

Wynika stad zaleznoé¢ % = %, zatem NE’I = 2*2/5 ,stad 7/3 = 24/3 — 1, stad
ostatecznie mamy r = 2‘/53* L = 6*3\/3.

Przyktad 2


javascript:void(0);

Walec, ktorego przekrojem osiowym jest kwadrat, wpisano w stozek o wysokosci dtugosci
12 cm i promieniu podstawy diugosci 4 cm. Obliczmy dlugos¢ promienia podstawy
walca.

Rozwigzanie:

Wykonujemy czytelny rysunek i przyjmujemy oznaczenia. Wystarczy narysowac przekroj
osiowy walca wpisanego w stozek.

|KO| = r - dlugo$¢ promienia podstawy walca;
|KN| = h - dlugos$¢ wysokosci walca;

|AO| = R - dlugos¢ promienia podstawy stozka;
|OS| = H - dtugos¢ wysokosci stozka.

Z warunkoéw zadania mamy: |AO| = 4 oraz |OS| = 12. Poniewaz przekrdj walca jest
kwadratem, to | NK| = 2.

Zauwazmy, ze trojkat AOS jest podobny do trojkata AK N, stad mamy zalezno$¢

% = |§—]X||, zatem % = 42; . Stad wynika, ze 8r = 48 — 12r. Ostatecznie otrzymujemy
r=% =% fonl
Przyktad 3

W stozek o promieniu podstawy dtugo$ci R wpisano walec o wysokosci dtugosci h
i promieniu podstawy dtugosci . Wyznaczmy dlugos¢ wysokosci stozka.
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Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek przedstawiajacy te sytuacje.

Przyjmujemy oznaczenia.

|KO| = r - dtugo$¢ promienia podstawy walca;
|KN| = h - dlugos$¢ wysokosci walca;

|AO| = R - dlugos¢ promienia podstawy stozka;
|OS| = H - dtugos¢ wysokosci stozka.

Zauwazmy, ze trojkat AOS jest podobny do trojkata AK N, stad mamy zalezno$¢
0S| _ |KN|
0A] — TKA["

Z warunkow zadania otrzymujemy zatem % = R’i stad H = }gi .

r

Przyktad 4

W stozek wpisano walec. Dlugo$¢ wysokosci walca jest rowna dlugosci promienia
podstawy stozka.

Wyznacz tangens kata zawartego pomiedzy wysokoscia stozka a jego tworzacg, wiedzac,
ze stosunek pola powierzchni catkowitej walca do pola powierzchni podstawy stozka
wynosi 3 : 2.

Rozwigzanie:



Rozwigzanie zadania zaczynamy od wykonania czytelnego rysunku i przyjecia oznaczen.
Wystarczy naszkicowa¢ odpowiedni przekroj osiowy.
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|KO| = r - dtugo$¢ promienia podstawy walca;
|KN| = h - dlugos$¢ wysokosci walca;

|AO| = R - dlugos¢ promienia podstawy stozka;
|OS| = H - dtugos¢ wysokosci stozka.

Z warunkow zadania mamy 2“:51?@ = % i h = R. Stad po podstawieniu otrzymujemy

zaleznoé¢ 3mR? = 4rr(r + R), zatem 47> + 4rR — 3R* = 0.

Zauwazmy, ze |<ANK| = |<ASO| = a, zatem z trojkata AKX N mamy

tg a = —ﬂ}iﬂ = £ stadtga=1— %.

Otrzymane wczesniej rownanie 4r% + 4rR — 3R? = 0 podzielmy obustronnie przez R?,

stad 42, + 4% — 3 =0,zatem % = + lub & = — 3. Wiemy, ze & > 0, stad
ostatecznie tgar = £ =1— 1 =
Przyktad 5

Walec wpisano w stozek. Diugos¢ promienia podstawy stozka wynosi 6 cm. Stosunek
objetosci walca do objetosci stozka wynosi 4 : 9. Obliczmy dtugo$¢ promienia walca.

Rozwiazanie:



Wykreslamy przekroj osiowy tych bryt.

|KO| = r - dtugo$¢ promienia podstawy walca;
|KN| = h - dlugos$¢ wysokosci walca;
|AO| = R - dlugos¢ promienia podstawy stozka;

|OS| = H - dtugos¢ wysokosci stozka.

7 . . 7 7 2
Z warunkéw zadania mamy zalezno$¢ ljr?;{?H = %, zatem 27r°h = 4R?H, stad
3

27r’h = 144H, zatem 3r’h = 16 H.

Zauwazmy, ze trojkat AOS jest podobny do trojkata AK N, stad mamy zalezno$¢
% = %, zatem % = 65 ,stad H = Gﬁ—z. Podstawiamy te zalezno$¢ do zaleznoS$ci
3r2h = 16H, stad mamy 3r2h = 16 - Y& po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie

6—r"’
r’ —6r’ +32 =0.

Rozwigzaniami rownania sg r = —2 lub r = 4, stad ostatecznie r = 4 [cm]|.

Stownik
przekroj osiowy stozka

przekroj stozka plaszczyzng zawierajgca os obrotu stozka; przekroj osiowy stozka jest
trojkatem rownoramiennym



przekréj osiowy walca

przekrojwalca ptaszczyzng zawierajaca os obrotu walca; przekroj osiowy walca jest
prostokatem



Aplet

Polecenie 1

Przy pomocy apletu zaobserwuj, w jaki sposéb zmienia sie pole powierzchni bocznej walca
wpisanego w stozek. Ustaw dowolng wartos$¢ promienia i wysokosci stozka oraz zmieniaj
promien walca. Zastanéw sie, kiedy pole powierzchni bocznej walca osigga najwieksza
wartosc.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DU2CjpOpB
Polecenie 2

W stozek o wysokosci 14 cm i promieniu dtugosci 6 cm wpisujemy walce. Wyznacz wymiary
walca, ktéry bedzie miat najwieksze pole powierzchni boczne;j.

Polecenie 3

W stozek o wysokosci dtugosci H i promieniu dtugosci R wpisujemy walce. Wykaz, ze walec
o najwiekszym polu powierzchni bocznej ma promien podstawy dtugosci r = g, gdzier

oznacza dtugos¢ promienia podstawy walca.


https://zpe.gov.pl/a/DU2Cjp0pB

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Woybierz rysunek, na ktérym przedstawiono przekrdj osiowy walca wpisanego w stozek:




Cwiczenie 2

Na rysunku wykreslono przekroj osiowy walca wpisanego w stozek. Zaznacz wszystkie
zaleznosci, ktore sg prawdziwe.

D |OS| _ |KN|
OA| | KA
D 0S| |KN|
|OA| — |OA|-|OK]|
D |OS] _ |KN|
|OA] |KO|
D |CS| _ |KN]|
[CN| — |KA]



Cwiczenie 3

Na rysunku wykres$lono przekréj osiowy walca wpisanego w stozek. Dtugosé¢ promienia
podstawy walca wynosi 60 cm, a dtugos$¢ jego wysokosci 30 cm. Dtugosé promienia
podstawy stozka wynosi 80 cm. Oblicz, ile centymetréw ma wysoko$¢ stozka. Zakoduij
odpowiedni cyfre setek, dziesiagtek i jednosci uzyskanego wyniku (wpisz w pola tekstowe).

cyfra setek‘ ’

cyfra dziesiatek‘ ’

cyfra jednosci ‘ ’




Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rozwazmy walec, ktérego dtugos¢ wysokosci wynosi 8 cm,
natomiast dtugos¢ promienia podstawy wynosi 16 cm. Walec ten wpisano w stozek, ktérego
dtugos$¢ promienia podstawy wynosi 32 cm. Tangens kata nachylenia tworzacej stozka do
ptaszczyzny podstawy stozka wynosi:

1
O th[IZ
O tga=4
(O tga=2

1
O tga=3
Cwiczenie 5

Rozwazmy stozek o promieniu podstawy dtugosci 3a i wysokosci dtugosci ba. W stozek ten
wpisano walec o promieniu podstawy dtugosci a. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
walca.

Cwiczenie 6

W stozek wpisano walec. Dtugos$¢ wysokosci walca jest dwa razy wieksza od dtugosci
promienia podstawy stozka. Stosunek pola powierzchni catkowitej walca do pola powierzchni
podstawy stozka wynosi 5 : 2. Wyznacz tangens kata zawartego pomiedzy wysokoscig stozka
a jego tworzaca.

Cwiczenie 7 @

Kat rozwarcia stozka ma miare 90°, a jego tworzaca ma dtugosc 4\/5 cm. W stozek ten
wpisano walec, taki, ze stosunek dtugosci wysokos$ci walca do dtugosci promienia podstawy
walca wynosi 3 : 1. Oblicz objetos¢ walca.



Cwiczenie 8 @

Przekrojem osiowym stozka jest tréjkat rownoboczny o boku dtugosci 6\/5 cm. W stozek ten
wpisano walec taki, ze stosunek dtugosci wysokosci walca do dtugosci promienia podstawy
walca wynosi 3 : 1. Oblicz dtugo$¢ promienia podstawy walca.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Bochenek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Walec wpisany w stozek

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen

» rozpoznaje walec wpisany w stozek i potrafi naszkicowac przekroj osiowy tej sytuaciji

 stosuje zalezno$ci wynikajace z podobienstwa trojkgtow na wykreslonym przekroju
osiowym

e przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja w oparciu o ¢wiczenia interaktywne



e pokaz
e analiza pomystow

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

przekroje bryt obrotowych, model walca wpisanego w stozek

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do Internetu

zasoby multimedialne zawarte w e-podreczniku
projektor multimedialny/tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji

Przed lekcja

i

» Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj
oraz powtorzenie cech podobienstwa trojkatow.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat: ,Walec wpisany w stozek” i cele zajec.
2. Nauczyciel ustala kryteria sukcesu po przeprowadzonej lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel analizuje przekroje osiowe stozka i walca na modelach.

2. Nauczyciel oraz uczniowie analizujg polecenia z czesci ,Aplet” .

3. Nauczyciel dzieli klase na 5 grup i przydziela kazdej grupie jeden przyklad z sekcji
»Przeczytaj”. Uczniowie przygotowuja rozwigzania i wspolnie omawiajg sposob
rozwiazania na forum klasy.

4. Uczniowie w grupach dzielg si¢ na mniejsze podgrupy i przygotowujg rozwigzania
¢wiczen od 1do 7z sekcji ,Sprawdz sie”

5. Nauczyciel wyznacza ucznia, ktory omawia rozwigzanie ¢wiczenia na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Podsumowanie lekciji.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja w parach ¢wiczenie 8 z sekcji ,,Sprawdz si¢”



Materialy pomocnicze:

o Cechy podobienstwa trojkatow
o Warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym

Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna wykorzysta¢ podczas realizaciji lekcji ,Pole powierzchni walca”.
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