Twierdzenie Darboux
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} Zrédto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

Pewnie nie raz podczas rozwigzywania zadania z matematyki w Twojej glowie pojawita si¢
mysl: Cale szczeScie, ze te liczby sa dobrane tak, zeby wszystko sie skrocito. Inaczej nie
datoby sie tego rozwigzac. Dotyczy¢ to mogto na przyklad wielomiandéw o wspoétczynnikach
niewymiernych stopnia wyzszego niz 4. Co jednak, gdy liczby nie beda dobrane przez
nauczyciela lub egzaminatora tak, by mozna byto uprosci¢ obliczenia? Co gdy nie bedziemy
w stanie rozwigzac istotnego dla nas rownania? Wtedy rzecz jasna z pomocg przychodzi
nam komputer i liczne metody numeryczne. Pozostaje wiec zagwarantowac, ze
rozwiazanie istnieje. Jedna z metod, ktorej mozemy uzy¢ oparta jest na twierdzeniu
Darboux.

Twoje cele

e Poznasz jedno z podstawowych twierdzen analizy matematyczne;j.
» Nauczysz si¢ prostej metody pozwalajacej sprawdzi¢ czy rownanie ma rozwiazania.



Przeczytaj

Obecnie wiele problemow pozostawiamy komputerom. Na przyktad, gdy przyjdzie nam
rozwigzac¢ réwnanie postaci z = cos (sin (:1:2)) zazwyczaj uzywamy odpowiedniego
oprogramowania, by wyliczyto ono rozwigzanie numerycznie lub narysowato do$¢ doktadne
wykresy leweji prawej strony. Nastepnie jesteSmy w stanie znalez¢ punkty przeciecia, ktore
sa rozwigzaniami rownania. To wszystko jest jednak tylko przyblizeniem.

Skad nasza pewnos¢, ze rownanie, ktore analizujemy w ogoéle posiada rozwigzanie? Nie
trudno przeciez podac¢ rownanie, ktore nie posiada rozwigzan.

Przyktad moze stanowi¢ cho¢by x2 + 2z + 2 = 0.

Wyznaczajgc wyroznik powyzszego wielomianu mamy A =4 —4-1-2 = —4 < 0, cojak
wiemy przektada sie na brak rozwigzan rzeczywistych.

Podamy teraz glowne twierdzenie obecnejlekcji i skomentujemy, dlaczego stanowi ono
odpowiedz na postawiony powyzej problem.

Twierdzenie: Darboux (1)
Niech funkcja f : (a,b) — R bedzie funkcjg ciagla, oznaczmy:
o= min{f(a),f®)} oraz A= max{f(a),(b)}.

Vv Vv
mniejsza z warto$ci w klamrach wieksza z warto$ci w klamrach

Wéweczas dla kazdego ¢ € (a, B) istnieje taki z € (a, b), ze f(z) = c.
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Twierdzenie Darboux mowi zatem, ze funkcja ciagta f okre$lona na przedziale (a, b)
przyjmuje wszystkie warto$ci pomiedzy f(a) i f(b). Jeszcze inne, prostsze w zapamietaniu
sformutowanie Darboux wymaga dodatkowej definicji.

Definicja: obraz zbioru

Niech funkcja f : X — Y. Obrazem zbioru A C X przez funkcje f nazywamy zbior
f(4) = {f(2) : z € A}.

Twierdzenie: Darboux (2)

Niech funkcja f : A — R bedzie funkcjg ciggla. Wowczas f({a, b)) jest przedziatem dla
kazdego (a,b) C A.

Wroémy teraz do wyjéciowego problemu, a wiec do réwnania z = cos(sin(z?)).
Przyktad 1
Rozwazmy funkcje f : R — R dang wzorem f(a:) = T — COS (sin(az2)).

Nietrudno zauwazyc¢, ze z € R jest rozwigzaniem rownania dokladnie wtedy, gdy
f(z) = 0. Ponadto funkcja f jest ciggla. Policzmy teraz

f(=2) = =2 —cos(sin4) < -2+ 1= -1
oraz
f(2) =2 —cos(sin4) >2—-1=1.

Na mocy twierdzenia Darboux otrzymujemy, ze funkcja f przyjmuje wszystkie wartos$ci
z przedziatu (—1,1). Tym samym istnieje taki z € (—2,2), ze f(x) = 0.

Pokazemy teraz, ze teza twierdzenia Darboux nie musi zachodzi¢, gdy zalozenia nie sa
speinione.

Przyktad 2
Rozwazmy funkcje f : (—m, —2) U (2, 7) — R dang wzorem f(x) = x — sin(z).

Wowczas wykres funkciji f wyglada nastepujaco.
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Tym samym, mimo tego, ze f(—m) = —m oraz f(m) = m, to nie istnieje

z € (—m, —2) U (2, ) spekiajacy f(z) = 0, poniewaz 0 € (—m, 7).
Przyktad 3

Niech funkcja f : (—1,1) — R bedzie okreslona wzorem

2 —1, gdyze (—1,0),
floy={® L seel Lo,
sinz, gdyz € (0,1).

Wtedy wykres f ma postac.
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Zatem mimo tego, ze f(—1) = —2, f(0) = 0 oraz — 1 € (—2,0), to warto$¢ (—+ ) nie
jest przyjmowana

Zobaczmy na prostym przykladzie w jaki sposob pokazac, ze funkcja spetnia teze
Twierdzenia Darboux (1).

Przyktad 4

Udowodnimy, ze dla funkcji ciggtej f : (—1,1) — R, f(z) = z? + 3z spetniona jest teza
Twierdzenia Darboux (1).

Skoro f(—1) = —2i f(1) =4, toa = —21i = 4. Wezmy ¢ € (—2,4). Pokazemy, ze
istnieje takie zo € (—1,1), ze f(z2) = c.

W tym celu rozwigzemy rownanie z2 + 3z = ¢, tj. 2 + 3z — ¢ = 0. Wyrdznik tego
trjmianu to A = 9 + 4c. Zauwazmy, ze dla ¢ € (—2,4) spelniona jest nieréwno$¢ A > 0.

—3—v9+4c —34+v9+4c
2 2

Mamy zatem dwa pierwiastki z; = oraz s = . Pokazemy, ze x, jest

szukanym argumentem, czyli ze zo € (—1,1).

Mamy ciag rownowaznych nieréwnosci: —3+v9+de V29HC <1

—3+4v9+4c <2
VI+4e <5

Obie strony nierownosci sg liczbami wiekszymi od 0, wiec mozemy podnies¢
nierownos¢ stronami do kwadratu. Tym samym otrzymujemy nieré6wnosc 9 + 4c¢ < 25,
ktora jest prawdziwa dla ¢ < 4.

Pozostaje pokazac, ze dla rozwazanych wartosci ¢ spetniona jest nierownos¢ zo > —1,
czyli

2 ju

—3+vV9+4c> -2

V9 + 4c > 1, coréwniez jest spelnione gdy ¢ > —2.

Zatem zy € (—1,1) oraz f(x2) = ¢, wiec spelnione jest teza Twierdzenia Darboux (1).

Stownik
wyroznik wielomianu stopnia drugiego

dla wielomianu az? + bz + ¢ liczba dana wzorem b? — 4ac



funkcja ciagta

funkcja spetniajaca jeden z rownowaznych warunkow cigglosci (Cauchy’ego lub Heinego)



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografikg i rozwigz polecenie ponizej.

Polecenie 2

Wskaz wykresy tych funkcji, ktére spetniajg zatozenia twierdzenia Darboux.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Niech A = (—1, 1). Dopasuj obraz zbioru A przez podana funkcje f.

— 32 _» ”w—i_]ﬂxzo,,,, oy ,,_$2,$§0
fle) = flo)= {33—1,33<0 @)= {1—:c,x>0

f(A) = (=2;2), f(4) = (-1;1)

77 f(A) = (=1 1),

Funkcja Obraz




Cwiczenie 2

Zaznacz funkcje f spetniajace zatozenia twierdzenia Darboux na podanym przedziale.

—z?, z € (0;1)

L f@)= {w, z € (1;2)

(] flz)= {Br,l\zl,:xoe (—1;0) U (0;1)

2%, € (—1;0)
z, xz € (0;1)

0 -1

(] f(z) =cosz, z € (0,m)

Cwiczenie 3

Podaj ile wynosi « = min{ f(a), f(b} oraz 8 = max{f(a), f(b} dla funkcji f okreslonej na
(a;b).

____________________________

S]] (=) s 2] L5 3] [e] (3] [2]




Cwiczenie 4

Wskaz zdania prawdziwe

0 Istnieje funkcja ciggta okreslona na przedziale domknietym, ktéra nie posiada
wtasnosci Darboux.

Nieciagta funkcja f okreslona na przedziale (a; b) moze przyjmowac wszystkie
wartosci posrednie miedzy f(a) ¢ f(b).

Nieciagta funkcja f okreslona na przedziale (a; b) moze nie przyjmowac wszystkich
wartosci posrednich miedzy f(a) i f(b).

O

(] Kazda funkcja ciaggta okreslona na dowolnym przedziale posiada warto$¢ Darboux.

Cwiczenie 5 @

Dla jakich a i b spetniony jest warunek f(a) - f(b) < 0, jesli f(x) = 2% + 4.

(] a=-2,b=1
(] a=1,b=2

(] a=-1,b=1
) a=-1,b=-2



Cwiczenie 6 @

Dana jest funkcja f(:c) = 23 — 3z + 1. Wskaz przedziaty, w ktérych na mocy twierdzenia
Darboux funkcja na pewno ma miejsca zerowe.

[ {=2-1)
) (=22)
L) (=12)
) (=%1)

L) {=11)

Cwiczenie 7 @

Na ktorych przedziatach mozemy stwierdzi¢ na podstawie wtasnos$ci Darboux, ze réwnanie
z® + 22* — 52% + Tz — 1 = 0 posiada rozwiazanie, badz mamy za mato informacji zeby to
whnioskowac. Przeciggnij przedziaty do odpowiedniego okienka.

posiada rozwiazanie

(=3;-1) H (1;2) H (—3;-2) ’

nie wiadomo




Cwiczenie 8

Dopasuj rownanie do przedziatu, tak aby posiadato rozwigzanie nalezace do niego.

x° +22—1=0 z € (0;1)
42 — 2> +3z+6 = 0 T € (3;5)
x® — 3x2 =2 z € (1;2)

z*—x =06 z € (—1;0)



Dla nauczyciela

Autor: Michat Betdzinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie Darboux

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) stosuje wlasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkciji
i znajdowania przyblizonej wartosSci miejsca zerowego;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje twierdzenie Dabroux,
e analizuje rOwnanie i na podstawie twierdzenia Darboux okresla czy rownanie ma
rozwigzania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli;
o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Twierdzenie Darboux’, wskazuje cele zaje¢
oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci. Nauczyciel
czyta polecenie numer 2 - ,Wskaz wykresy tych funkciji, ktore spetniajg zalozenia
twierdzenia Darboux” z sekciji ,Infografika”. Uczniowie zapoznaja si¢ z trescig
materialu, nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

i

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie podsumowujgc lekcje tworza mape mysli uwzgledniajgcg warunki, kiedy
twierdzenie Darboux zachodzi oraz w jakich przypadkach mozna je stosowac.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:
o Wykres funkciji
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Twierdzenie Darboux”.
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