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Algorytmy o ztozonosci wyktadniczej

Zrédto: Brian Kostiuk, domena publiczna.

Do tej pory zajmowaliSmy si¢ algorytmami o wielomianowych ztozonosciach czasowych,
jednak istniejg problemy, ktorych nie da sie tak tatwo rozwigzac¢. Nazywane sg one
NP-zupelnymi i wszystkie znane nam rozwigzania majg ztozonos$¢ wykladniczg. Do dzi$
uznawane sg one za najgtebsze i najpardziej ktopotliwe problemy otwarte w informatyce.

Wiecej informaciji o ztozonosci wyktadniczej znajdziesz w e-materiatach:

o Zlozono$c¢ obliczeniowa algorytmow,

e Algorytmy o zlozonosci kwadratowej,

 Algorytmy o ztozonosci logarytmiczneji liniowo-logarytmiczne;j,
 Jak porownywac ztozonos¢ obliczeniowg?

Twoje cele

e Rozpoznasz algorytmy o wykladniczej ztozonosci czasowe;.
e Przeanalizujesz dzialanie przykladowych algorytmow o wyktadniczej ztozonoSci
CZasowej.

e Scharakteryzujesz przyktady probleméw NP-zupelnych.
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Przeczytaj

Generowanie wszystkich podzbiorow

Zacznijmy od algorytmu, ktory jest podstawg w implementacji metod sitowych do
rozwigzywania problemow NP-zupelnych. Zanim jednak przejdziemy do jego opisu,
wprowadzmy pewnego rodzaju oznaczenie. Chcemy, aby cigg binarny sktadajacy sie z zer
i jedynek reprezentowat, ktore elementy z rozpatrywanego zbioru znajduja si¢ w danym
podzbiorze. Niech jedynki i zera oznaczaja odpowiednio, ze element na danej pozyciji
znajduje si¢ badz nie w rozpatrywanym podzbiorze.

Dla lepszego zrozumienia tej koncepcji przeanalizujmy, jak wygladajg reprezentacje
przyktadowych podzbioréw zbioru {a, b, c, d}.

Reprezentacja w postaci ciggu binarnego Podzbior
1111 {a,b,c,d}
0110 {b, c}
1110 {a,b,c}
1001 {a,d}
0010 {c}
0000 %)

Dzieki zastosowaniu takiego oznaczenia nie musimy pisa¢ algorytmu generujacego
faktyczne podzbiory. Potrzebujemy jedynie programu, ktory wygeneruje nam wszystkie
mozliwe ciagi binarne, ktore je reprezentuja. Jest to dosy¢ spore ulatwienie.

Zalozmy, ze chcemy wyznaczy¢ wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego. Kazdy

z ciggow reprezentujacych pewien podzbidr to tak naprawde zapis binarny liczby
naturalnej z zakresu (0, 2" — 1); przy pomocy n bitéw. Wystarczy wiec, aby nasz program
przeiterowat po kazdejliczbie naturalnej z zakresu (0, 2" — 1) i przekonwertowat jej zapis
dziesietny na binarny przy uzyciu n bitow.

Jaka ztozono$¢ ma przedstawione rozwigzanie? Zatdzmy, ze przekonwertowanie z zapisu
dziesietnego na binarny wymaga wykonania k operacji. Bedziemy wypisywac wszystkie
liczby naturalne z zakresu (0,2" — 1), ktérych w sumie jest 2". W takim razie algorytm
wykona k - 2" operacji, a wiec ma on ztozono$¢ czasowa O(2").

Warto zastanowic sie, dla jakich n nasz algorytm dziata w miare¢ szybko. Dla n = 40 bedzie
on dziatat okoto 20 minut, natomiast dla n = 50 czas potrzebny na wykonanie programu
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wzrasta juz do 13 dni. Dlatego wlasnie algorytmy o zlozonosci wyktadniczej to ostatecznosc.

Przyktad zastosowania

Co tak naprawde daje nam znajomoS$¢ opisanego sposobu generowania podzbiorow?
Okazuje sig, ze jest to bardzo dobry sposéb na generowanie wszystkich mozliwych
rozwigzan pewnego problemu. Zat6zmy, ze mamy do dyspozycji po jednym z odwaznikow

o nastepujacych wagach: 1 kg, 2 kg, 5 kg i 7 kg. Chcemy wiedzie¢, na ile sposobow jeste$Smy
w stanie uzyska¢ w sumie 8 kg. Mozemy wykorzysta¢ metode sitowg i wygenerowac
wszelkie mozliwe kombinacje odwaznikéw, a nastepnie sprawdzic¢, ktére z zestawow dajg
wage takg, jakg chcemy.

Problemy NP-zupetne

Istnieje wiele problemow, dla ktorych obecnie znanym optymalnym rozwigzaniem sg
algorytmy o ztozonos$ci wyktadniczej. Bardzo czesto ich opis nie wskazuje na faktyczng
trudnos¢. W trakcie tego e-materiatu przedstawimy dwa z nich, lecz nie bedziemy
prezentowac ich optymalnych rozwiazan, poniewaz mocno wykraczaja one poza zakres
programowy.

Problem komiwojazera

Problem komiwojazera to znany problem grafowy. Tytutowy komiwojazer musi odwiedzi¢
dokladnie n miast. Chce, aby jego trasa byla jak najkrotsza oraz zeby konczyla si¢ w tym
samym miescie, w ktorym sie zaczyna. Dodatkowo w trakcie swojej trasy nie chce on
wchodzi¢ do zadnego z miast wiecej niz jeden raz (nie dotyczy to miasta, z ktorego
startuje).
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Propozycja rozwigzania problemu komiwojazera dla n = 3.
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Problem najdtuzszej sciezki

Majac dany graf, chcemy wiedzie¢, czy istnieje Sciezka o dtugosci wigkszej niz pewne
zadane s. Sciezke definiujemy jako cigg krawedzi, po ktorych podrozujemy. Dodatkowo
zabronione jest wykorzystanie tej samej krawedzi wiecejniz jeden raz. Dlugoscia Sciezki
nazywamy sume dtugosci krawedzi wchodzacej w jej sktad.

Propozycja rozwigzania problemu najdtuzszej Sciezki dla s = 17.
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Podsumowujac, algorytmy o wyktadniczej ztozonosci czasowej sg bardzo czesto
wykorzystywane do implementacji metod sitowych. Wtedy moga one polega¢ na
wygenerowaniu wszystkich mozliwych rozwigzan, a nastepnie sprawdzeniu, ktore z nich
sq poprawne. Algorytmy te s3 jednymi z najwolniejszych i nie powinno si¢ ich stosowac dla
duzych danych wejsciowych.

Ciekawostka

Do implementacji metod sitowych wykorzystuje si¢ rowniez algorytmy o ztozonosci
czasowej O(n!).

Stownik
graf

w uproszczeniu jest to struktura wierzchotkow potaczonych krawedziami; przykladem
grafu moze by¢ sie¢ miasti drog
komiwojazer




przedstawiciel firmy podrozujacy w celu zdobywania klientow i przyjmowania zamowien
na towar
metoda sitowa

rozwigzanie polegajace na sprawdzeniu wszystkich mozliwych odpowiedzi



Aplet

Polecenie 1

Proba ztamania hasta poprzez sprawdzenie kazdej mozliwej permutacji z powtdrzeniami jest
przyktadem algorytmu o ztozonos$ci czasowej O(32") (zaktadajac, ze hasto jest dtugosci n
i ztozone jest ze znakéw 32-znakowego alfabetu).

Uruchom aplet, ktéry zawiera drzewo tworzenia wszystkich kombinacji znakéw pewnej
dtugosci. Sprawdz, jak wygladatoby takie drzewo dla innego zestawu znakéw i innej dtugosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DgBPqSAZg

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi apletu.
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Polecenie 3

Poszukaj w dostepnych Zrdédtach informacji na temat tego, ile czasu moze zajg¢ ztamanie
twojego hasta do poczty elektronicznej. Przygotuj krotka notatke na temat tego, w jaki sposob

nalezy tworzy¢ hasta, by byty jak najbezpieczniejsze.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Wskaz, na czym polega stosowanie metody sitowej do rozwigzywania zadan.

() Na rozbiciu gtéwnego problemu na podproblemy.
() Na sprawdzeniu wszystkich mozliwych odpowiedzi.

() Na optymalnym rozwiazaniu zadania.

Cwiczenie 2 ¢

Wskaz, jaka ztozonos¢ obliczeniowa ma algorytm generujacy wszystkie podzbiory zbioru.

() Ztozono$¢ kwadratowa.
O Ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna.
() Ztozono$¢ liniowa.

() Ztozono$¢ wyktadnicza.




Cwiczenie 3 »
Oblicz, ile czasu bedzie wykonywat sie ten algorytm w sytuacji, gdy n = 35 oraz funkcja f
opisujaca liczbe operacji wykonywanych przez algorytm w zaleznosci od liczby danych
wejsciowych, bedzie w nastepujacej postaci: f(n) = 3™. Przyjmij, ze komputer wykonuje 10°
operacji w ciggu 1 sekundy.

()  Okoto 580 godzin.
() Okoto 580 dni.
() Okoto 580 minut.

() Okoto 580 lat.

Cwiczenie 4 O
Dokoncz zdanie.
Jezeli problem jest klasy NP-zupetnej, to oznacza, ze...

() nie znamy do niego zadnego rozwigzania.
() nie znamy do niego rozwigzania o ztozonosci wielomianowej.

() nie znamy do niego rozwigzania o ztozonosci wyktadnicze;j.

Cwiczenie 5 O

Wskaz, czy problem komiwojazera jest problemem NP-zupetnym.

() Nie, nie jest on problemem NP-zupetnym.

() Tak, jest on problemem NP-zupetnym.



Cwiczenie 6 @

Wskaz wszystkie podstawowe elementy, z ktérych sktada sie graf.

(] etykiety

(] strzatki

(] kropki

(] wierzchotki

(] krawedzie

Cwiczenie 7 @

Wstaw brakujace wyrazenia tak, aby tresc¢ ponizszego tekstu byta prawdziwa.

______________

______________

‘ metod silnych ’ ‘ wada ’ ‘ wyktadnicza ’ ‘ wielomianowa ’ ‘ zaleta ’ ‘ NP-zupetnych

‘ metod sitowych ’ ‘ P-zupetnych ’ ‘ duzej ’ ‘ matej ’




Cwiczenie 8

Dopasuj elementy do grup.

problemy NP
sortowanie przez scalanie ’
problem najdtuzszej sciezki ’
o b ztozonos¢ wielomianowa ’
problemy

ztozonos$¢ wyktadnicza ’

znajdowanie najmniejszej
wartosci w zbiorze

wyszukiwanie binarne ’

problem komiwojazera ’




Dla nauczyciela

Autor: Zespo6t autorski Contentplus.pl sp. z 0.0.
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy o zloZzonosSci wykladniczej
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

III. Postugiwanie si¢ komputerem, urzadzeniami cyfrowymi i sieciami komputerowymi,
w tym: znajomosc¢ zasad dziatania urzadzen cyfrowych i sieci komputerowych oraz
wykonywania obliczen i programow.

IV. Rozwijanie kompetencji spotecznych, takich jak: komunikacja i wspotpraca w grupie,
w tym w Srodowiskach wirtualnych, udziat w projektach zespotowych oraz zarzadzanie
projektami.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) poréwnuje dziatanie roznych algorytmow dla wybranego problemu, analizuje
algorytmy na podstawie ich gotowych implementacij;

5) sprawdza poprawno$c¢ dziatania algorytmow dla przyktadowych danych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
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2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

IV. Rozwijanie kompetencji spotecznych.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) aktywnie uczestniczy w realizacji projektow informatycznych rozwigzujacych

problemy z roznych dziedzin, przyjmuje przy tym rozne role w zespole realizujgcym

projekt i prezentuje efekty wspolnejpracy;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Rozpoznasz algorytmy o wyktadniczej ztozonosci czasowe;j.

e Przeanalizujesz dziatanie przyktadowych algorytmow o wyktadniczej ztozonosci
czasowej.

e Scharakteryzujesz przyklady problemoéw NP-zupeinych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:



« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»2Algorytmy o ztozonosci wyktadniczej'. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami w sekcji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Wyswietlenie przez nauczyciela tematu i celow lekcji. Okreslenie wigzacych dla
uczniow kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaty jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce prosi o ciche
zapoznanie si¢ z treScig w sekciji ,Przeczytaj’.

2. Praca z multimedium. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg si¢ z
poleceniem 1 z sekcji ,Aplet” i wspolnie analizujg kolejne kroki rozwigzania
postawionego problemu.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-6 z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje pytania podsumowujace, np.
- na czym polega metoda sitowa?
- z jakich elementow skiadaja si¢ grafy?
- na czym polegaja algorytmy o ztozonosSci wykladniczej?
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Uczniowie wykonujg polecenie 2 z sekciji ,Aplet”.

Wskazowki metodyczne:



» Uczniowie mogg wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,Aplet” do przygotowania si¢ do
lekcji powtorkowe;.



