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Rownania i nierownosci - zadania prowadzace do
rozwigzywania nierownosci wymiernych
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Zrédto: Rohit Tandon on Unsplash.

Steven Strogatz w ksigzce Szczesliwy X, (wyd. Warszawa 2014) pisze:

(( ... operowanie wzorami to mieszanka sztuki i nauki. Zamiast
zajmowac sie konkretnym x, obracamy relacjami, ktore nie przestaja
obowigzywac¢ nawet wtedy, gdy zmienimy wystepujace w nich liczby.
[...] Wzory, o ktorych mowimy, moga wyrazac wzorce liczbowe
eleganckie same w sobie - i wtedy algebra styka si¢ ze sztukg - ale
moggq rowniez ukazywac relacje liczbowe pochodzace
z rzeczywistego Swiata, jak to ma miejsce w wypadku praw przyrody
dotyczacych spadajacych obiektow lub orbit planetarnych czy
genetyki. Tu algebra styka sie z naukami przyrodniczymi.

Aby wiec dotknac¢ sztuki lub nauk przyrodniczych przy pomocy narzedzi matematycznych,
wazna jest umiejetno$¢ operowania wyrazeniami algebraicznymi, w tym - wyrazeniami
wymiernymi.

Przypomninamy kolejne etapy rozwigzania niero6wnosci wymiernej:


https://unsplash.com/@rohittandon?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText
https://unsplash.com/s/photos/mountain?utm_source=unsplash&utm_medium=referral&utm_content=creditCopyText

» okreslenie dziedziny nierownosci/sformutowanie zatozen dla niewiadome;,

» wykonanie przeksztalcen rownowaznych (dodanie do lub odjecie od obu stron
nierownosci tej samej liczby lub wyrazenia), w efekcie ktorych wszystkie wyrazenia
znajda sie po jednej stronie nierownosci: prawejlub lewe;j,

e sprowadzenie wyrazen do wspolnego mianownika,

» uzyskanie najprostszej postaci utamka po lewej/ prawej stronie nierownosci,

 zapisanie ilorazu (utamka) w postaci iloczynu zgodnie z zasadg identycznoS$ci znaku
ilorazu i iloczynu dwoch wyrazen,

e rozwiazanie nierownosci wielomianowej,

 okreslenie zbioru rozwigzan nierownosci z uwzglednieniem jej dziedziny/zatozen.

W tym materiale przeanalizujesz i rozwigzesz zadania, ktore wymagajg zapisania i /lub
rozwigzania nierownosci wymiernej oraz wykorzystania zbioru jej rozwigzan w szerszym
kontekscie.

Twoje cele

» Rozwigzesz nierownosci wymierne.

» Przetworzysz informacje tekstowe zawarte w zadaniu na zapis symboliczny
w postaci nierownosci wymierne;.

» Powigzesz umiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci wymiernej z innymi
umiejetnosciami matematycznymi okreslonymi w podstawie programowe;.

o Zastosujesz Srednig harmoniczng, przeksztalcajac wyrazenia algebraiczne.

» Ustalisz model matematyczny i wybierzesz strategie rozwigzania problemu.

» Dokonasz analizy rozwigzania, zbadasz jego sensownosc¢, wyciggniesz wnioski.



Przeczytaj

Definicja: Nieréwnos¢ wymierna
.y ;. . . » .. W(z) W (z)
Nieréwnoscia wymierng nazywamy nierOwnos¢ postaci: Via) =~ 0 lub Vo) < 0, lub

Vi) = 0 1ub g

wielomianem zerowym.

< 0, gdzie W(x) i V(x) s3 wielomianami i V(z) nie jest

Definicja: Nieréwnosci rwnowazne

Dwie nierownosci wymierne okreslone w tej samej dziedzinie nazywamy rOwnowaznymi,
jezeli maja te same zbiory rozwigzan.

Definicja: Dopetnienie zbioru

Jezeli zbior A zawiera si¢ w zbiorze (2, to dopetnieniem zbioru A do zbioru {2 nazywamy
zbior 2\ A i oznaczamy go symbolem A’.

Przyktad 1

Zbior A jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci: 2;‘—;31 > 1, a zbior B zbiorem rozwigzan

nieréwnoéci: 2=2£ < —3. Wyznacz zbiory: A, B,A’= R\ A, B =R\ B,AUB, AN B,
2 y y

T+
A\ Boraz B\ A.
Rozwiazanie:
W celu wyznaczenia poszukiwanych zbiorow kolejno rozwigzemy nierownosci:
A B
2z+1 22z —
z+1 =1 z+2 < -3

* okreslamy dziedzine nieréwnosci:

zeR\{-1} z e R\ {-2}

* odejmujemy liczbe 1 od obu stron * dodajemy liczbe 3 do obu stron
nieré6wnosci: nieré6wnosci:

2x+1 22z

T 120 2 13<0

 sprowadzamy wyrazenia do wspolnego mianownika:

2241  =z+l 2-2z | 3(z+2)
z+1 z+1 20 z+2 + x+2 SO

* doprowadzamy utamek do postaci nieskracalne;:

2c+1—x—1 2—2x+3x+6
z+1 Z 0 z12 S 0
z_ > z+8 <0

z+1 — r+2 —




A B

* zamieniamy otrzymany utamek na postac iloczynowa, co wynika z identycznosci
znaku ilorazu i znaku iloczynu:

z(z+1)>0 (x+8)(z+2)<0

* sporzadzamy ilustracje graficzng nieréwnosci i odczytujemy jej rozwigzania

z uwzglednieniem ustalonej dziedziny:

z € (—o00,—1) U (0, 00) z € (—8,—-2)
A = (=00, —1) U (0, 0) B=(-8,-2)
zbior B
e o)
zbior A zbior A
O (@)
-8 -2 -1 0 X
A =R\ A=(-1,0) B'=R\ B=(—00,—8)U<—2,00)

AU B = A, poniewaz zbior B jest podzbiorem A

AN B = B, poniewaz zbiér B jest podzbiorem A

A\ B=(—00,—-8)U(-2,-1)U(0,00)

B\A=10
Przyktad 2
Dla jakich liczb a i b spetniona jest nierownosc¢: 7 + 2 > —%?
Rozwigzanie

Ustalamy, ze liczby a i b musza by¢ rézne od zera:
zal:a Z0Ab#£0

Stosujemy przeksztatcenia rownowazne az uzyskamy najprostszg posta¢ nieré6wnosci:


javascript:void(0);
javascript:void(0);

b
e 4+2+2>0

a?+2ab+b?
ab Z 0

(a+b)*
ab

>0

W liczniku utamka otrzymaliSmy kwadrat sumy, ktory jest nieujemny dla dowolnych liczb
rzeczywistych. Mianownik za$ jest dodatni dla liczb a i b o jednakowych znakach.

Zatem nierownos¢ jest spetniona dlaliczb a i b o réwnych znakach (obie dodatnie lub
obie ujemne) oraz dowolnej pary liczb przeciwnych, tzn. a = —b. W tym ostatnim
przypadku badany ulamek przyjmuje warto$c¢ zero.

Przyktad 3

Dla jakich wartos$ci parametru m suma odwrotnosci kwadratow pierwiastkow réwnania
2 o . . . 3m

z” — 2mx — m = 0 jest mniejsza od 777

Rozwigzanie

W pierwszym etapie rozwigzania zadania nalezy ustali¢ dla jakich wartoSci parametru
dane rownanie posiada rozwigzania (jedno lub dwa). Warunkiem jest, aby A > 0.

A =b% — 4ac
A =4m? + 4m
A4m? +4m >0
4dm(m+1) >0
m=0Ilubm = —1
++ =
-

m € (—oo, —1) U (0, 00)

W drugim etapie rozwigzania zapisujemy warunek wynikajacy z tresci zadania:



%+2<

xy m+1

Korzystajgc ze wzorow Viete'a, otrzymujemy:

22
z3+a3 3m
5 <

xziTs m+1

($1+$2)2—2$1$2 < 3m
(m1$2)2 m+1

(,

) f 3m

b

a( ) < m+1

Poniewaz a = 1,b = —2m, ¢ = —m wigc podstawiajgc powyzej otrzymujemy nierownosc
wymierng z niewiadomag m:

(2m)*+2m
m2

3m
< m—+1

4m24+-2m < 3m
m?2 m+1

Zalozenia:m # —1 orazm # 0

4m*+2m 3m
—3 T <0

(4m>+2m) (m+1)—3m-m?
m?(m+1)

<0

AmP+4m24+2m>+2m—3m? <0
m2(m+1)

m3+6m24+2m

m?(m+1) <0

m(m?+6m+2)
m2(m+1)

<0

m2+4+6m+2
m(m+1) <0

m(m +1)(m? + 6m +2) <0
A=36—-8=28
VA =27

Y i Gall) ~(3+v7)

My — 76+22\/7 _ 2(32‘/7) _ _<3 _ \/7>

m3:0,m4:—1



m e (—3 . ﬁ,—1) U (—3+ \/?,0)

Obydwa rozwazane warunki musza by¢ spetnione jednoczes$nie, zatem wskazujemy
iloczyn (czg$¢ wspolng) rozwigzan obu nieréwnosci:

o 0O 0—0
Q r—

|

37 -1 -3++V70 m

m € (—3— \/7,—1)

Przyktad 4

Przedsiebiorca rozwaza zastosowanie jednej z dwoch linii produkcyjnych. Uruchomienie
linii L; kosztuje 780 z}, a koszt produkcji kazdej sztuki produktu wynosi 14 zi.
W przypadku linii L, wartosci te wynoszg odpowiednio 560 zt i 20 zk.

a. [le minimalnie sztuk produktu trzeba wyprodukowac¢ korzystajac z L1, a ile
korzystajac z Lo, aby $redni koszt produkciji 1 sztuki byt nizszy niz 40 z1?
b. Przy jakiej wielkosci produkciji sredni koszt produkciji 1 sztuki jest nizszy przy uzyciu

linii L?



c. Zakladajac, ze cena sprzedazy 1 sztuki produktu wynosi 50 zt oraz, ze
przedsiebiorca sprzeda wszystkie wyprodukowane egzemplarze, oblicz wielkos¢
produkciji dla kazdej z linii, ktora zagwarantuje dodatni zysk.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenie: z — wielko$¢ produkcji w sztukach, z € N.
Sredni koszt produkcji 1 sztuki wynosi:

L1 L2
780+14z 560+20z
T T
780—3}:—14w < 40 5601—20% < 40

W toku rozwigzania tych nieréwnosci wymiernych mozna pomnozy¢ obie strony
nierownosci przez z, poniewaz pozwala na to zalozenie dotyczace znaku zmiennej :

780 + 14z < 40z 560 + 20z < 40x
26 > 780 20z > 560
z > 30 x> 28

a) Nalezy wyprodukowac¢ przynajmniej31 = a) Nalezy wyprodukowac przynajmniej 29
szt. produktu. szt. produktu.

Dysponujac podanymi informacjami tworzymy, a nastepnie rozwigzujemy nier6wnosc
wymierng:

780+14z _ 560+20z

780 + 14x < 560 + 20x
6x > 220
z > 36+

b) Nizszy $redni koszt produkciji 1 szt. przy uzyciu linii Ly uzyskamy przy prodykcji
minimum 37 szt.
Zakladajac, ze cena sprzedazy 1 szt. produktu wynosi 50 zl, przy sprzedazy x sztuk

osiaggniety zostanie przychod 50z. Zatem zysk uzyskany przez przedsigbiorce po
sprzedazy x sztuk mozna wyrazi¢ wzorem:

Ly L

501 — 780+14x 50 — 560420z

Wielkos¢ produkcji gwarantujacg osiggniecie dodatniego zysku obliczymy
rozwiazujac nieréwnosci:

50 — 780—;143: >0 50 — 560;—20$ >0



Sredni koszt produkcji 1 sztuki wynosi:

5022 — 780 — 14z > 0 5022 — 560 — 20z > 0
5022 — 14z — 780 > 0 5022 — 20z — 560 > 0
2522 — 7Tz — 390 > 0 522 — 2z — 56 > 0
A =49 + 39000 = 39049 A=4+1120=1124
VA ~ 197,61 VA ~ 33,53
_ —b—VA __ 7-197,61 _ —b-vA __ 2-3351
1= —2g  ~ " 50 L1 = —2g  ~ " 10
_ —biVA . T+197,61 _ —b+VA . 243353
L2 = —ag  ~ T 50 L2 = T ~ " 10
z, ~ —3,81, x5 ~ 4,09 z, ~ —3,15, x5 ~ 3,55

A ++ GA -

-3, ,09 X -3, ,55 X
Minimalna wielko$¢ produkcii Minimalna wielko$¢ produkcii
gwarantujaca dodatni zysk to 5 sztuk gwarantujaca dodatni zysk to 4 sztuki
produktu. produktu.

Stownik
przeksztatcenia rownowazne nieréwnosci

sa to przeksztatcenia, w wyniku ktorych otrzymujemy nierownosci rownowazne. Naleza
do nich: dodawanie /odejmowanie liczb lub wyrazen do obu stron nierownosci;
mnozenie obu stron nierownosci przez liczbe dodatnig lub wyrazenie stale dodatnie;
mnozenie stron nierownosci przez liczbe ujemng lub wyrazenie stale ujemne - w tym
ostatnim przypadku otrzymujemy nieréwnos$c¢ o zwrocie przeciwnym w stosunku do
nierownosci, ktorg przeksztalcamy

identycznosc¢ znaku ilorazu i iloczynu

w przypadku nieréwnos$ci wymiernych prawdziwe sg takze nastepujace przeksztalcenia
réwnowazne dla wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktorych V(z) # 0:

T >0 W(z)- V(z) >0




T <0eW@) - V(z) <0
V(ie) —



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, nastepnie sprébuj rozwigza¢ zadania zamieszczone w poleceniach.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DeLUkx26V

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcejréwnan i nierownosci.

Polecenie 2

Motorowerzysta pokonuje droge z miasta A do miasta B ze $rednig predkos$cia V7, natomiast
pokonujac droge powrotng z B do A (tg samg trasa), porusza sie z predkoscia V5. Aby obliczy¢
$rednia predkos¢ Vi, motorowerzysty na trasie z A do B i z powrotem nalezy postuzy¢ sie
srednig harmoniczna, ktéra jest statystyczng miarg potozenia stosowang wtedy, gdy dane
przedstawione sg w postaci wzglednej, tzn. w przeliczeniu na statg jednostke innej zmiennej
np. predkos$¢ wyrazona w [kTm] Srednia harmoniczna liczb dodatnich definiujemy jako
odwrotnos¢ Sredniej arytmetycznej z odwrotnosci danych. Ponizej zapisano wzor na predkos¢
Srednig motorowerzysty w opisanej sytuacji z zastosowaniem definicji Sredniej harmonicznej

dla predkosci V; oraz Vs:

a. Zapisz powyzszy wzor w najprostszej postaci.

b. Wiedzac, ze motorowerzysta poruszat sie z A do B ze $rednig predkoscia 40 kTm oblicz
z jakg minimalna predkoscig powinien wracac, aby na catej trasie tam i z powrotem

osiagnac srednig predkosc przynajmniej 48 kTm


https://zpe.gov.pl/a/DeLUkx26V

Polecenie 3

Rezystancja, czyli opor elektryczny, to wielko$¢ charakteryzujaca relacje miedzy napieciem
a natezeniem pradu elektrycznego w obwodach pradu statego (zrodto: Wikipedia).

Jak wiesz z fizyki uktady rezystoréw (opornikow) mogg powstawac w potgczeniach
szeregowych lub réwnolegtych. W przypadku tych ostatnich potaczen opdr zastepczy dwéch
i wiecej rezystorow wyraza sie wzorem:

Ry
° °
Ry
Sl R
Ry
Ry
i £, |

1 _ 1 4 1 L
E=® TR T &

Majac do dyspozycji oporniki o rezystancji R = 50 €2 (oméw) oraz R2 = 60 €2, dobierz
maksymalng rezystancje trzeciego opornika (R3) tak, aby opor zastepczy R wyrazony liczbg
catkowitg byt nie wiekszy niz 21 €.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 ¢

Cwiczenie 3 O

Cwiczenie 4 O

Udowodnij, zejesliz < 2 iz # 0to 25z + 2 — 25 < 30.
Cwiczenie 5 O

Cwiczenie 6 Q@

Tata Adama jest o 6 lat starszy od jego mamy. Stosunek wieku rodzicow Adama jest

mniejszy niz %. Rozstrzygnij, czy jest mozliwe, aby rodzice Adama mieli w sumie 100 lat.



Cwiczenie 7 @
Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych najwieksza wartos$¢ funkgji
f(z)(k* — 4)2® + 4kz — 1 jest nie wieksza niz (—1).

Cwiczenie 8 @
Dziatke w ksztatcie prostokata o polu S = 900 m? nalezy ogrodzi¢ ze wszystkich stron
tak, by koszt ogrodzenia byt mniejszy niz 4800 €. Jakie powinny by¢ wymiary tej
dziatki, jesli jeden bok ogrodzimy jest parkanem w cenie 140 % a pozostate boki

siatkg w cenie 20 %?



Dla nauczyciela

Autor: Karolina Nowak
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania i nieréwnosci - zadania prowadzace do rozwigzywania nieréwnosci
wymiernych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci.

Zakres podstawowy. Uczen:

7) rozwigzuje rownania wymierne postaci I}/,((a;)) = 0, gdzie wielomiany V(z) i W(x) sa

zapisane w postaci iloczynowe;j.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (z) > 0, W(z) > 0, W(z) < 0, W(z) <0
dla wielomianow doprowadzonych do postaci iloczynowejlub takich, ktore daja si¢
doprowadzic¢ do postaci iloczynowej metoda wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
lub metodg grupowania;

2) rozwigzuje roOwnania i nieréownosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2x .
20 T o 2 TnE

3) stosuje wzory Viete’a dla rownan kwadratowych,;

V. Funkcje

Zakres podstawowy.

Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(z — a),
y=f(z)+by=—f(z),y=f(-z);



Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwigzuje nierownos¢ wymiernag;

» przeksztalca wyrazenia wymierne;

 szkicuje oraz rozpoznaje wykres funkcji homograficzne;j;

» klasyfikuje nierbwnosci wymierne;

o tworzy model matematyczny sytuacji rzeczywistej;

» ocenia efektywno$¢ podejmowanych dziatan i dokonuje zmian w tych dziataniach;
 integruje wiedze¢ z roznych dziedzin nauki.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e burza mozgow;

o dyskusja;
 stacje zadaniowe;
e obserwacja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

Uczniowie zapoznajq si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Wprowadzenie” oraz powtarzaja

informacje na temat nierownosci wymiernych, nierownosci rownowaznych oraz

dopemienia zbioru.

Faza wstepna:

1.
2.

Nauczyciel okresla cele i kryteria sukcesu.

Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do tematu (burza
mozgow). Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy zabraknie pomystow,
nauczyciel wraz z uczniami klasyfikuje i porzadkuje te pytania tak, aby wyczerpywaty
zaplanowane tresci. Jesli pozostaly jakie$ wazne kwestie do poruszenia, a nie wystapity
w pytaniach uczniow, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1.

Uczniowie tworzg 3-4 osobowe zespoty (najlepiej 8 zespotow, jesli wiec klasa jest mato
liczna, to tworzg pary), ktorych zadaniem jest wspolne omowienie i wyjasnienie sobie
nawzajem po jednym przyktadzie, wskazanym przez nauczyciela, sposrod
zamieszczonych w sekcji ,Przeczytaj”. Kazdy z czterech zamieszczonych tam
przykladow analizuja dwa zespoty.

. Kazde dwa zespoty pracujgce nad jednakowym przykladem t3czg sie w wieksza grupe

i w tym gronie poréwnujg rezultaty, ustalajg poprawnos¢ zastosowanych rozwigzan,
wyjasniaja watpliwosci. W razie koniecznosSci proszg o rozstrzygniecie nauczyciela.

. Zespoly deleguja po jednym przedstawicielu, ktory przedstawia rozwigzanie

uzgodnione w grupie, na forum klasy.

. Uczniowie wspolnie ogladajg animacje. Przed jej projekcja nauczyciel prosi, aby

uczniowie zwrocili szczegolng uwage na przedstawiony w niej sposob rozwigzywania
nierownosci wymiernej. Po obejrzeniu animacji prowadzacy inicjuje dyskusje na temat
przedstawionej metody. Uczniowie formutuja swoje obserwacje, dokonuja oceny
zastosowanych technik rozwiazywania nierownosci wymiernych. Wybrany uczen
rozwigzuje na tablicy Polecenie 1.

. Uczniowie wykonuja indywidualnie, stosownie do swoich mozliwosci, wybrane co

najmniej trzy ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po wykonaniu kazdego z nich nastepuje
sprawdzenie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1.
2.

Omowienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie
nauczyli? Jakg wcze$niejsza wiedze i umiejetnosci wykorzystali na lekcji? Co byto dla
nich (lub nadal jest) trudne?



Praca domowa:

1. Zadaniem uczniow jest wykonanie Polecenia 2.
Materialy pomocnicze:
Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ metode rozwigzywania nier6wnosci wymiernych
zaprezentowang w animacji do pracy samodzielnejuczniow. Po zapoznaniu uczniow

z treScig animacji moze zaproponowac im powro6t do juz wykonanych przyktadow/¢wiczen
i ponowne ich rozwigzanie - inng metoda. Dzigki temu uczniowie bedg mogli poréwnac
dwa sposoby postepowania i dokona¢ oceny efektywnos$ci kazdego z nich. Animacje mozna
wykorzysta¢ w lekciji ,, Nierowno$¢ wymierna zapisana za pomoca sumy utamkow
algebraicznych”.
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