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Znasz z pewnoscig twierdzenie Pitagorasa, ktore przypomnimy w tym materiale.
Przypomnimy takze twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa. Podaje nam ono
kryterium rozstrzygajace, czy trojkat jest prostokatny. Poszerzymy to zagadnienie,
formutujgc kryteria rozstrzygajace, kiedy trojkat o danych trzech bokach jest ostrokatny,
a kiedy rozwartokatny.

Twoje cele

» Poznasz twierdzenie pozwalajgce rozstrzygac, czy trojkat o podanych bokach jest
ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny.

» Udowodnisz to twierdzenie.

» Poznasz zastosowania tego twierdzenia w typowych sytuacjach.

e Zastosujesz to twierdzenie w sytuacjach ztozonych, w szczegdlnosci w dowodach
geometrycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw twierdzenie Pitagorasa, doktadnie wskazujgc jego zatozenia i teze.

Twierdzenie: Pitagorasa

Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow diugosci jego przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugosci jego przeciwprostokatne;.

Przy oznaczeniach jak na rysunku

B

teze twierdzenia mozemy zapisa¢ w postaci:

a’>+b=¢c?

Zwroc¢ uwage, ze twierdzenie Pitagorasa stosujemy wtedy, gdy wiemy, ze trojkat jest
prostokatny. Jest to zatozenie tego twierdzenia. Rownos¢ a? + b? = ¢?, jaka wtedy
zachodzi, to teza twierdzenia. Nie mozemy zatem stosowac tego twierdzenia w sytuacii,
gdy znamy dtugosci bokow trojkata, a chcemy rozstrzygnac, czy ten trojkat jest prostokatny.
Okazuje sig, ze prawdziwa jest tez implikacja odwrotna, a wiec mamy twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie: odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratoéw dlugosci ktorychs dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi
dtugosci trzeciego boku tego trojkata, to ten trojkat jest prostokatny.

Jesli wiec oznaczymy dlugosci bokow trojkata przez a, bic, przy czyma < b < ¢, to
twierdzenie to mozemy sformutowac nastepujgco:

Jezeli a® + b? = ¢, to trojkat jest prostokatny.



Twierdzenie to dostarcza nam kryterium, pozwalajace rozstrzygac, czy trojkat jest
prostokatny, czy tez nie jest.

Przyktad 1
Rozstrzygniemy, czy trojkat o bokach dtugosci 145, 143 i 24 jest prostokatny.
Rozwigzanie

Wystarczy sprawdzi¢, czy 242 4 143 jest rowne 1452, Obliczmy zatem

24% 4 143% = 576 + 20449 = 21025 oraz 145% = 21025, zatem 24° + 143% = 145,

Z twierdzenie odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wnioskujemy wiec, ze ten trojkat
jest prostokatny.

Przyktad 2

Rozstrzygniemy, czy trojkat o bokach dtugosci 147, 145 i 24 jest prostokatny, ostrokatny
czy rozwartokatny.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie sprawdzamy, czy 24* + 1452 jest rowne 1472, To,
ze rownoséé 242 + 1452 = 1472 nie jest prawdziwa mozemy stwierdzi¢ bez obliczania
wartosci leweji prawej strony. Wystarczy na przykiad zauwazy¢, ze cyfra jednosci liczby
247% jest 6, cyfra jednosci liczby 145 jest 5, wiec cyfra jednosci liczby 242 + 1457 jest 1.
Natomiast cyfra jednoéci liczby 1472 jest 9. Wobec tego trojkat nie jest prostokatny.

Z przyprowadzonego rozumowania nie mozemy jednak wywnioskowac, czy jest on
ostrokatny, czy rozwartokatny. Rozstrzygniemy to, wykorzystujac twierdzenie cosinusow.
Oznaczmy przez o kat tego trojkata lezacy naprzeciw najdluzszego boku tego trojkata,

a wiec boku o dlugosci 147 i zastosujmy twierdzenie cosinusow dla tego kata.
Otrzymujemy rOwnos¢

1472 = 24% + 1452 —2-24 - 145 - cos a

Stad obliczmy
COS O — 244145147 _ 576421025-21609 _ -8 1
- 2-24-145 - 6960 — 6960 — 870

Wartos$¢ cosinusa, jakg otrzymaliSmy jest ujemna, a to oznacza, ze « jest katem rozwartym.

Stad wnioskujemy, ze trojkat jest rozwartokatny.

Analizujgc Przykiad 2 bez trudu zauwazysz, ze w gruncie rzeczy nie interesowata nas
dokladna wartoSc¢ cos ¢, ale tylko to, czy jest to liczba ujemna, czy dodatnia.
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Jesli wiec a, b, ¢ oznaczajg dlugosci bokéw tréjkata, natomiast «, 5, v - katy tego tréjkata
lezace - odpowiednio - naprzeciw bokow tych dlugosciach, to z twierdzenia cosinusow

otrzymujemy:
a? =b?+ ¢ — 2bccos a
b? = a% + ¢ — 2accos
2 = a® + b* — 2abcosy
Stad:
cosa = —b2+2czc_a2
cos B = —“22226_1’2
cosy = —azgfb*cz

Kazdy z mianownikoéw utamkow stojgcych po prawych stronach tych réwnosci jest dodatni,
wiec o znaku kazdego z utamkoéw decyduje znak licznika tego ulamka.

Zatem, jesli wszystkie liczby

b2 +c? —a? a® +c? —b? a® + b? — c? s dodatnie, co jest rOwnowazne temu, ze
prawdziwe sg wszystkie trzy nier6wnosci

b2+ >a? a® + > b a’ +b? > 2, to cosinusy wszystkich trzech katow tréjkata sa
dodatnie, co oznacza, ze wszystkie trzy katy trojkata sg ostre, a to oznacza, ze trojkat jest
ostrokatny.

Jesli jedna z liczb

B+ —a?ad®+c -0 a®+b -2 jest rowna zero, co jest rownowazne temu, ze
prawdziwa jest jedna z rownosci

B2+ c? =a? a®>+ % =b, a® + b2 = 2, to oznacza, ze jeden z cosinusow kata trojkata jest
rowny zero, a wiec jeden z katow trojkata jest prosty, a to oznacza, ze trojkat jest
prostokatny.

Nawiasem mowigc, mamy wtedy do czynienia z sytuacjg, o ktorej mowi twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Jesli natomiast jedna z liczb

B+ —a?ad®+c -0, a>+b -2 jest ujemna, co jest rownowazne temu, ze
prawdziwa jest jedna z nierownosci
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b2+ % < a?a® + 2 < b? e’ +b? < ¢?, tooznacza, ze jeden z cosinusow kata trojkata jest
ujemny, a wiec jeden z katow trojkata jest rozwarty, a to oznacza, ze trojkat jest
rozwartokatny.

UdowodniliSmy w ten sposob nastepujace twierdzenie rozstrzygajace, kiedy trojkat

o danych bokach jest ostrokatny, kiedy jest prostokatny, a kiedy jest rozwartokatny. Mozemy
powiedzie¢, ze jest to uogolnienie twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia do niego
odwrotnego.

Twierdzenie: uogodlnione twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia do niego odwrotnego
Jezeli a, b, c oznaczaja dtugosci bokow trojkata, to trojkat ten jest:
o ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy b* + ¢ > a®ia® + ¢ > b?ia® + b% > ¢,
o prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy b% + ¢? = a® lub a® + ¢* = b? lub a® + b* = 2,

o rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy * + ¢ < a® luba® + ¢? < b lub
a® + b < 2.

Jesli jesteSmy w stanie ustali¢, ktory z bokow trojkata jest najdiuzszy (wtedy kat lezacy
naprzeciw tego boku jest najwigkszy), to wystarczy sprawdzi¢ jak ma si¢ suma kwadratow
dtugosci dwoch krotszych bokow do kwadratu dlugosci najdtuzszego. To znaczy:

Jezeli a, b, c oznaczajg dtugosci bokow trojkata oraz a < b < ¢, to trojkat ten jest:
o ostrokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b* > ¢?,
o prostokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b* = ¢?,

o rozwartokatny wtedy i tylko wtedy, gdy a? 4 b* < c2.

Stownik

trojkat ostrokatny

trojkat, ktorego wszystkie katy wewnetrzne sg ostre

trojkat prostokatny

trojkat, ktorego jeden z katow wewnetrznych jest prosty (dwa pozostate sg ostre)

trojkat rozwartokatny

trojkat, ktorego jeden z katow wewnetrznych jest rozwarty (dwa pozostate sg ostre)
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Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zmieniaj potozenie wierzchotkdéw tréjkata ABC'. Obserwuj, jaki rodzaj tréjkata (ostrokatny,
prostokatny, rozwartokatny) otrzymates. Jednoczesénie obserwuj, jaka jest relacja miedzy
kwadratem dtugosci boku tréjkata a sumg kwadratéw dtugosci pozostatych dwéch bokéw.

Wyniki obserwacji sformutuj w postaci twierdzenia, rozstrzygajacego, kiedy trojkat o danych
bokach jest ostrokatny, kiedy jest prostokatny, a kiedy jest rozwartokatny.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUbkPiGxm

Polecenie 2

Ustal potozenie dwdch wierzchotkow A i B tréjkata ABC tak, zeby bok A B miat dtugosc 10
i byt poziomy. Zmieniaj potozenie wierzchotka C' tak, zeby tréjkat ABC' byt prostokatny i miat
kat prosty przy wierzchotku C. Jaka figura jest zbidr wszystkich takich punktéw C? Narysu;j te
figure.



https://zpe.gov.pl/a/DUbkPiGxm

Polecenie 3

Ustal potozenie dwoch wierzchotkow tréjkata ABC, np. wierzchotkéw A i B. Zmieniaj
potozenie wierzchotka C tak, zeby tréjkat ABC' byt rozwartokatny i miat kat rozwarty przy
wierzchotku C. Jaka figurg jest zbior wszystkich takich punktéw C? Narysuj te figure.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Trojkat o bokach dtugosci 45, 28, 54 jest:

() rozwartokatny.

() ostrokatny.

() prostokatny.

Cwiczenie 2 ¢

Dokonaj klasyfikacji tréjkatéw o podanych dtugosciach bokéw, przeciagajgc podane dtugosci
bokow tréjkata do odpowiedniej kategorii.

Tréjkat ostrokatny
VT-1,V3+1,vV11-1 ’
25.4)[£.4.1]

Trojkat prostokatny 2\/5’ 3ﬁ’ 5\/5 ’

Trojkat rozwartokatny




Cwiczenie 3

O

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugosci bokéw trapezu ABCD o podstawach ABi CD s3

rowne: |AB| =12, |BC| = 6, |CD| = 5, | AD| = 6. Wynika stad, ze kat AC' B pomiedzy
przekatng AC i bokiem BC jest:

() rozwarty.

() ostry.

() prosty.



Cwiczenie 4

Dwusieczne katow ABC' i BAC trojkata ABC przecinaja sie w punkcie D, jak na rysunku.

¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wynika stad, ze:
O |AB]* < |AD)? + |BD|.
O |ABJ® < |BD|* — |AD}.
O |BD|’ > |AD|* + |ABJ’.

O |ADf < |AB|* — |BDJ>.



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugosci bokow trojkata ostrokatnego sg réwne a, b, ¢, przy
czyma < b < c¢. Dtugos¢ jednego z tych bokdw jest Srednig arytmetyczng dtugosci dwoch
pozostatych bokow. Wynika stad, ze:

vo|—

c<a§%c.
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v
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O a<

o=

C.

Cwiczenie 6

Stosunek dtugosci bokow trojkata ABC jest réwny 7 : 24 : 27.
Wskaz wszystkie zdania fatszywe.

0 Jezeli najkrotszy bok tréjkata ABC ma dtugosé rowng 14, to ten tréjkat jest
ostrokatny.

(] Przy pewnych dtugosciach bokéw tréjkat A BC moze by¢ prostokatny.

0 Z tych danych nie mozna wywnioskowaé, czy trojkat ABC jest ostrokatny,
prostokatny czy rozwartokatny.

Tréjkat ABC jest rozwartokatny bez wzgledu na dtugo$é najkrétszego boku tego
U trojkata.

Cwiczenie 7 @

Udowodnij, ze istnieje tylko jeden trojkat rozwartokatny, ktérego dtugosci bokéw trojkata sa
kolejnymi liczbami catkowitymi.



Cwiczenie 8

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktorych liczby: 2m — 3, m — 1, %m s3
dtugosciami bokéw trojkata ostrokatnego.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okreslanie rodzaju trojkata z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e znatwierdzenie cosinusow

» potrafi wnioskowac o rodzaju trojkata na podstawie twierdzenia cosinusow

e zna pojecie i stosuje kryteria pozwalajgce zbadac, czy trojkat jest ostrokatny,
prostokatny, czy rozwartokatny

» przeprowadza dowody geometryczne, w ktorych bada czy trojkat jest ostrokatny,
prostokatny, czy rozwartokatny lub wykorzystuje ten fakt

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, Zzeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenie Pitagorasa oraz definicji funkcji cosinus
oraz jej wlasnosci.

2. Nauczyciel prosi uczniow o narysowanie trojkata ostrokatnego i rozstrzygniecie, czy
dtugoéci a, bi c bokéw tego trojkata spetniajg rownoéé ¢ = a? + b?. Po otrzymaniu
negatywnej odpowiedzi prosi uczniow o uzasadnienie swojego wyniku. Podobne
¢wiczenie uczniowie wykonujg w przypadku trojkata rozwartokatnego.

3. Po wykonaniu ¢wiczen wprowadzajagcych nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o uruchomienie apletu geogebry z e-podrecznika przy tym
temacie.

2. Uczniowie w grupach, przy jak najmniejszej pomocy nauczyciela, odkrywaja jakie jest
kryterium pozwalajace zbadac, czy trojkat jest ostrokatny, prostokatny, czy
rozwartokatny. Formutujg to kryterium w postaci twierdzenia.

3. Nauczyciel przedstawia dowod sformutowanego twierdzenia, a jesli to mozliwe, to
dowod ten przedstawiajg uczniowie.

4. Nastepnie nauczyciel omawia przyktady zastosowania poznanego twierdzenia.

5. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowdd zalezno$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:

o Twierdzenie cosinusow

e Obliczanie dtugosci bokow i miar katow w trojkacie z wykorzystaniem twierdzenia
cosinusow

e Obliczenie geometryczne z wykorzystaniem twierdzenie cosinusow

Wskazowki metodyczne:

Realizacje tego tematu mozna przeprowadzic¢ inaczej, a mianowicie poprosi¢ uczniow, aby
na te lekcje powtorzyli sobie twierdzenie cosinuséw oraz samodzielnie w domu,
wykorzystujac aplet geogebry ze strony e-podrecznika dotgczony do tego tematu,
sprobowali sformutowac kryterium pozwalajace wnioskowac o rodzaju trojkata.
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