Okrag, koto i ich elementy
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Zrédto: Gerd Altmann, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

O wyjatkowym okregu

W szkolnej matematyce wspomina si¢ kilka punktoéw szczegolnych trojkata — sa to m.in.:
ortocentrum, srodek ciezkosci, srodki okregdéw opisanego, czy wpisanego w dany trojkat.
Takich wyjatkowych punktow, ktérym dedykowana jest specjalna strona w Internecie, jest
ponoc¢ ponad piec tysiecy, a jednym z nich jest Srodek okregu Feuerbacha, okregu niemal
nieobecnego w szkolnych programach, a ktory niejako faczy te najpardziejznane punkty
szczegolne. Okregiem Feuerbacha, inaczej okregiem dziewieciu punktow, jest okrag
przechodzacy przez srodki bokow Sy, Sy, S3 dowolnego trojkata. Okazuje sie, ze okrag ten
przechodzi przez spodki Wy, Wy, W3 kazdej z wysokosci tego trojkata oraz dzieli na potowy
odcinki tgczace wierzchotki z jego ortocentrum. Srodek O tego okregu jest srodkiem
odcinka taczgcego ortocentrum 7' i Srodek P, okregu opisanego na tym trojkacie,

a promien jest potowa promienia okregu opisanego.



Okrag Feuerbacha

Twoje cele

» Usystematyzujesz wiedze¢ o okregu i kole.

» Skonstruujesz okrag przechodzacy przez dane punkty.

o Poznasz podstawowe zaleznoSci mi¢dzy odcinkami w kole i punktami na okregu.
» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Okrag

Jednym z pewnikow, inaczej aksjomatow, geometrii euklidesowej jest ten moéwigcy

o kresleniu okregu - z kazdego punktu mozna zakresli¢ okrag o dowolnym promieniu
(Aksjomat 3). Tym samym ,tworzenie” calej geometrii opiera si¢ na pojeciu okregu, a raczej
na wykorzystaniu cyrkla, czyli przyrzadu, ktory temu celowi stuzy. I chociaz aksjomaty sg
pojeciami pierwotnymi danej teorii, w tym momencie geometrii, to my jednak mowigc

o okregu zaczniemy od definicji, w ktorej pojeciami pierwotnymi bedg punkt, odcinek oraz
odlegtosc.

Definicja: Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny
odleglych od punktu O o dany odcinek r.

Zauwazmy, przy tym, ze:

» bezposrednio z definicji wynika, ze okrag, jako zbior wszystkich punktow
ptaszczyzny o zadanej wiasnosci, jest krzywg zamkniets;

e promieniem bedziemy nazywac¢ kazdy odcinek taczacy srodek okregu z dowolnym
punktem na tym okregu;

» okrag jest podstawowym obiektem do wykonywania klasycznych konstrukcii
geometrycznych.

Definicja: Cieciwa

Cieciwa okregu nazywamy odcinek, ktorego konce sg réznymi punktami lezgcymi na tym
okregu.

Bez dowodu przyjmiemy oczywiste twierdzenie.
Twierdzenie: O cieciwie

Niech dany bedzie okrag o $srodku O i promieniu 7 i cieciwa tego okregu o dtugosci d.
Wowczas d < 2r, a rownos¢ zachodzi tylko wowczas, gdy cieciwa przechodzi przez
srodek okregu.

Oznacza to, ze chociaz cieciwy danego okregu moga miec rozne dtugosci, to nie mogg
by¢ dtuzsze od podwojonego promienia tego okregu. To ograniczenie dtugosci cieciwy
uzasadnia podanie definicji kolejnego obiektu zwigzanego z okregiem.

Definicja: Srednica



javascript:void(0);

Srednicg okregu o $rodku O i promieniu r nazywamy kazda jego cieciwe, ktora
przechodzi przez punkt O. Bezposrednio z przyjetych definicji i twierdzenia
o cieciwie wynika ponizszy wniosek.

Uwaga!
Dtugosc¢ srednicy okregu o promieniu r jest rowna 2r.

Konce kazdej cieciwy, a ogdlniej dwa rozne punkty, dzielg okrag na dwie czesci, co
prowadzi do przyjecia ponizszej definicji.

Definicja: tuk okregu

Fukiem okregu nazywamy kazdg z dwoch czesci, na ktore dziela okrag dwa rézne punkty
lezace na tym okregu, wraz z tymi punktami.

tuk okregu

Zauwazmy, ze dwa dane punkty na okregu wyznaczajg dwa tuki, ktore na rysunku
oznaczono roznym kolorem. W praktyce stosowanie koloréw moze by¢ utrudnione,
dlatego wygodne jest wprowadzenie jeszcze jednego punktu, ktory lezy na odpowiednim
tuku. Popatrzmy na ponizszy rysunek.



tuk okregu 2

Wowczas mozna przyja¢ nastepujace oznaczenia: AP Bodpowiednio dla tuku, na ktorym

lezy punkt P (oznaczony rozowym kolorem) oraz @ dla tuku, na ktérym lezy punkt @
(oznaczony kolorem niebieskim). Luk jest obiektem zwigzanym zawsze z pewnym
okregiem, dlatego sformutowanie ,tuk o promieniu r” oznacza¢ bedzie czes¢ okregu,
ktérego promien jest rowny r.



Problem 1

Naszym zadaniem bedzie teraz podzielenie danego tuku o koricach A i B na potowy. Okazuje
sie, ze konstrukcja jest analogiczna, jak konstrukcja symetralnej odcinka:

e zpunktow A i B kreslimy tuki o tym samym promieniu, dtuzszym od potowy cieciwy AB,
az do ich przeciecia po obu stronach danego tuku - otrzymujemy punkty Pi Q,

o przez punkty P i () prowadzimy prostg - punkt wspdlny prostej i danego tuku dzieli go na

potowy.
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Podziat fuku

Dowdd poprawnosci tej konstrukcji odtozymy na pdzniej i zrealizujmy przy okazji omawiania
kata sSrodkowego w kole.



Problem 2

Niech dane bedg punkty A i Bi odcinek o dtugosci r. Zajmiemy sie konstrukcja tuku taczacego
dane punkty, ktérego promien jest rowny danemu odcinkowi r, dtuzszemu niz potowa odcinka
(cieciwy) AB. Opis konstrukgji:

e zpunktow A i B kreslimy tuki o promieniu 7, az do ich przeciecia po obu stronach danego
tuku - otrzymujemy punkty Pi Q)

e z punktéw odpowiednio P i ) kreslimy tuki o promieniu r- otrzymujemy dwa tuki
o zadanych wtasnosciach.

tuk taczacy punkty
Definicja: Pétokrag

Potokregiem nazywamy kazdy z dwoch tukéw wyznaczonych przez konce srednicy
danego okregu.

Zauwazmy, ze cieciwa, ktora nie jest Srednicg, dzieli dany okrag na rézne figury;
w przypadku $rednicy oba tuki (potokregi) sa figurami przystajacymi.

Dany okrag mozna podzieli¢ na kilka tukow, w szczegolnosci te tuki nie musza by¢

N N
figurami roztacznymi, jak na ponizszym rysunku. W szczegélnosci tuki AC'D i CDE maja
czeS¢ wspolng, ktorg jest mniejszy z tukow, ktorych koncami sa punkty C'i D.



tuki na okregu

Koto

Definicja: Koto
Kotem nazywamy czeS¢ plaszczyzny ograniczong okregiem, wraz z tym okregiem.

Definicja podana wyzej, ktora najczesciej pojawia sie w szkolnych podrecznikach, ma
wade zwigzana z pojeciem ograniczonosci figury geometrycznej, ktore to pojecie
najczesciej definiuje sie poprzez odwotanie do istnienia kota, w ktorej dana figura sie
zawiera. Aby te niezrecznos¢ wyeliminowa¢ wygodniejjest przyja¢ nastepujaca definicje.

Definicja: Koto 2

Kotem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny,
ktorych odlegto$¢ od punktu O jest nie wigksza niz r.

Pozostaje wspomniec, ze Srodkiem, promieniem i Srednicg kota nazywamy odpowiednio
Srodek, promien i Srednice okregu, o ktorym mowa w powyzszej definicji.

Dla danego okregu niekiedy definiuje si¢ pojecie punktu wewnetrznego i jego punktu
zewnetrznego.

Definicja: Punkty wewnetrzne i zewnetrzne okregu

Niech dany bedzie okrag o $srodku O i promieniu r. O punktach plaszczyzny, ktérych
odlegtos¢ od punktu O jest mniejsza niz r powiemy, ze leza wewnatrz okregu lub krotko,
ze sg to punkty wewnetrzne okregu. O punktach ptaszczyzny, ktérych odlegtos¢ od
punktu O jest wieksza niz r powiemy, ze lezg na zewnatrz okregu lub kroétko, Ze sa
punktami zewnetrznymi okregu.

Uwaga!




Przyjecie definicji punktow wewnetrznych i zewnetrznych danego okregu pozwala
wprowadzi¢ pojecie kota, jako zbioru ztozonego z punktoéw okregu i wszystkich punktow
wewnetrznych danego okregu.

Zauwazmy, ze koto jest figurg wypukla, w szczegolnosci kazdy punkt odcinka laczacego
dwa dowolne punkty nalezgce do tego kola, lezy na tym kole. Z kolei okrag jest figura
wklesly. Warto wspomniec, ze rozwigzaniem klasycznego problemu izoperymetrycznego,
zwiazanego ze znalezieniem figury, ktora przy danym obwodzie ma najwigksze pole, jest

wlasnie koto.

Stownik
aksjomaty Euklidesa

aksjomaty Euklidesa to zestaw pieciu pewnikow (zdan uznawanych za prawdziwe), na
ktorych Autor opart konstrukcije teorii zwanej dzisiaj geometrig euklidesowa



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre, a nastepnie rozwiaz polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1GO4dT6]

Polecenie 2

W danym okregu, dwie prostopadte cieciwy o wspdlnym poczatku maja dtugosci odpowiednio
12 i 5. Oblicz obwéd tego okregu.

Polecenie 3

W danym okregu o promieniu R = 2\/5, dwie $rednice przecinaja sie pod katem 45°. Oblicz
pole czworokata, ktérego wierzchotkami sg konce tych cieciw.



https://zpe.gov.pl/a/D1GO4dT6J

Polecenie 4

W danym okregu suma dtugosci prostopadtych cieciw AB i AC jest réwna 38. Cieciwy AD i
AE, takie, ze |[AD| = |AB| — 1 oraz |AE| = |AC| + 2 tez sa prostopadte. Oblicz dtugosci
cieciw ABi AC.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Udowodnij, ze symetralna kazdej cieciwy danego okregu przechodzi przez jego srodek.

Cwiczenie 2 @)

Skonstruuj okrag przechodzacy przez trzy rézne punkty P, ), R, ktére nie sg wspotliniowe.
Cwiczenie 3

Dwie wzajemnie prostopadte cieciwy danego okregu maja dtugosci odpowiednio 6 oraz 2L
a ich wspadlny punkt lezy na tym okregu.

Oblicz promien danego okregu.
Cwiczenie 4

Dany jest punkt O oraz punkty A, As, As, A4, As, Ag ktérych odlegtosci od punktu O sa
o B B 243 = _ 23./28F

odp0W|edn|oerV\1/g\e. |OA1| =4, |0Az| =2, |0A3] = vz 4v3 — 3, |0A4| = AT

|OAs| = \/50g4 , |OAg| = log. /5 3. Kazdy z tych punktéw lezy na jednym z dwéch okregéw

o $rodku w punkcie O. Przyporzadkuj punkty lezace na kazdym z okregdw, korzystajac

z informacji o jego odlegtosci od srodka.

Okrag o wiekszym promieniu

4 ][4 ][ 4] [ 40 ][ 4]

Okrag o mniejszym promieniu




Cwiczenie 5
Dany jest okrag o promieniu 6 i dwie wzajemnie prostopadte cieciwy o wspdlnym poczatku.
Roéznica dtugosci kwadratéow tych cieciw jest rowna 16. Krétsza z tych cieciw ma dtugosé

O 8

O 9

O 7

O 6

Cwiczenie 6
Punkty A, B, C leza na okregu o promieniu 7. Ich odlegtosci s odpowiednio réwne:
|AB| = 16, |AC| = 17, |BC| = 17. Promien r jest rowny

O 10
O %
o ¥
O 9
Cwiczenie 7 @

Zbadaj potozenie punktéw wzgledem okregu o srodku O i promieniu r = 3 na podstawie ich
odlegtosci d od srodka okregu. Dopasuj tagczac w pary.

Punkt na okregu d= |2—\/§‘—|1—\/§|+2\/§
Punkt wewnetrzny okregu d= W
Vo
Punkt zewnetrzny okregu d= [Va-a+|v2+3)

- [VE-epve



Cwiczenie 8 @

Dwie wzajemnie prostopadte cieciwy danego okregu, o wspdélnym punkcie lezagcym na tym
okregu, réznia sie o 1, a $rednica jest o 2 dtuzsza od jednej z cieciw. Oblicz dtugosé promienia
okregu. Uporzadkuj w kolejnosci zapisy prowadzace do rozwigzania.

Jego jedynym dodatnim rozwigzaniem jest liczba 2 + 2\/5. =
Jedli $rednica jest o 2 dtuzsza od kroétszej z przyprostokatnych, to korzystajac

z faktu, ze trojkat, ktérego bokami sg te cieciwy i Srednica okregu, jest tréjkagtem =
prostokatnym, mozemy zapisa¢ réwnanie z2 + (z + 1)2 = (z + 2)2.

Analogicznie, jesli srednica jest o 2 dtuzsza od dtuzszej z przyprostokatnych, to .
mozemy zapisa¢ réwnanie z° + (z + 1)° = (z + 3)%. v
Réwnanie to po uproszczeniu przyjmuje postac: z2 — 4z — 8 = 0. =
Jego jedynym dodatnim rozwigzaniem jest liczba 3. =
Niech x oznacza dtugosc¢ krotszej cieciwy. =
Réwnanie to po uproszczeniu przyjmuje postac: 22— 2z —3=0. =
Promien jest wtedy rowny 2%. =
Promien jest wtedy réwny 2 + \/§ =



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag, kolo i ich elementy

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych

12) przeprowadza dowody geometryczne

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e znairozroéznia pojecia okregu i kota

 stosuje twierdzenie Pitagorasa do badania zalezno$ci migedzy cigciwami i promieniami
okregu

» wyznacza punkty lezace na okregu oraz punkty lezace wewngtrz okregu oraz punkty
zewnetrzne okregu

» przeprowadza podstawowe konstrukcje geometryczne, w tym konstruuje okrag
przechodzacy przez dane trzy punkty

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczgce punktow szczegolnych trojkata, w szczegolnosci
prosi o podanie przyktadow i sposobow ich konstrukcii.

2. Wprowadza pojecie okregu Feuerbacha i prezentuje jego ilustracje lub dynamiczng
konstrukcje w postaci Apletu.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

4. Nauczyciel prosi uczniow o uruchomienie gry dydaktyczneji o wskazywanie zadan
(problemow), ktore wymagaja skonsultowania z nauczycielem.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o okreslenie, czym sg aksjomaty, w szczegolnosci aksjomaty
Euklidesa oraz tzw. pojecia pierwotne.

2. Nauczyciel prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory poda definicje okregu — w razie potrzeby
doprecyzowuje pojecie.

3. Nauczyciel prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory poda definicje cieciwy oraz
scharakteryzuje jej dlugos¢. Nastepnie podana zostanie definicja Srednicy okregu.

4. Nauczyciel podaje definicje tuku o danych koncach i prosi, by uczniowie rozstrzygneli,
w jaki sposob rozrozni¢, o ktorym tuku mowimy. Proponuje oznaczenie, ktore
jednoznacznie wyznaczy dany tuk. Wprowadza pojecie potokregu oraz ilustruje tuki
danego okregu, ktore mogg mie¢ punkty wspolne rozne od ich koncow.

5. Nauczyciel prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory poda definicje kota — w razie potrzeby
doprecyzowuje pojecie i wskazuje na rozne sposoby definiowania tej figury.

6. Nauczyciel prosi uczniéw by sformutowali definicje srodka, promienia, Srednicy kota.

7. Nauczyciel prosi uczniow o wskazanie roznic w pojeciach kota i okregu -

w szczegolnosci tak kieruje rozmowa, by przywota¢ pojecie figury wypukle;j.



8. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Kota i okregi
Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna wykorzystac jako
wstep do dowolnejlekcji z zakresu geometrii kota czy okregu.


https://epodreczniki.pl/a/kola-i-okregi/DPkdOsPJ5

