Ciaggl — wtasnosci ciggow arytmetycznych

Srednia arytmetyczna. Srodkowy wyrazu ciggu arytmetycznego jako $rednia arytmetyczna
sasiednich wyrazow. Animacja: obliczanie kolejnego wyrazu ciggu arytmetycznego. Animacja:
wyznaczanie wyrazow ciggu - wykorzystanie wtasnosci ciggu. Obliczanie wskazanego
wyrazu ciggu. Uogolnienie wlasnosci wyrazow ciggu arytmetycznego. llustracja
interaktywna: wzor ogolny. Przykladowe rozwigzania.

Obliczanie wyrazow ciggu arytmetycznego. Obliczanie réznicy ciggu. Wyrazy ciggu zapisane
w postaci wyrazen algebraicznych. Zasob zawiera zadania, rowniez interaktywne.

Wyznaczanie niewiadomych zapisanych w wyrazeniach algebraicznych, tworzacych ciag
algebraiczny. Obliczanie wyrazéw ciggu. Zadanie na dowodzenie. Zaséb zawiera zadania
z wyjasnieniami i rozwigzaniami.



Ciagi - wilasnosci ciggow arytmetycznych

W tym materiale zawarte sg wiadomosci dotyczace ciggoéw arytmetycznych. Przypomnisz
sobie podstawowe wiadomosci na ich temat i poznasz twierdzenia dotyczace ich
wlasnosci.

Przyktad 1

Rozwazmy dowolny ciag arytmetyczny (a,,) okres$lony dlan > 1i dowolnie wybrany jego
WYraz a,.

Poszukamy zalezno$ci pomiedzy wyrazem a,, ciggu oraz wyrazami z nim sgsiadujacymi,
czyli wyrazem o numerze o jeden mniejszym a,,_; oraz wyrazem o numerze o jeden
wiekszym a,,. 1. Zauwazmy, ze s3 to trzy kolejne wyrazy ciggu. R6znica pomiedzy
kolejnymi dwoma wyrazami jest stata.

Mamy wiec
Ap — Qp—-1 = Qpy1 — Ap,
stad

an+1 + an-1
n = ——5——

Wiasnos¢: Wiasnosci wyrazéw ciggu arytmetycznego

Ciag (an) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz tego ciggu (poza
pierwszym i ostatnim, jesli ciag jest skonczony) jest srednig arytmetyczng wyrazow
sasiednich

an+l+an71

an = 5 —dlan > 1.

Niekiedy tatwiej korzystac z tej rownosci zapisanej w postaci

20y, = apy1 +ap1.




Polecenie 1

Zasoéb interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PJBZsymRE

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

Liczby x - 2, 3, x + 6 s3 w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim
wyrazem ciggu arytmetycznego. Obliczymy czwarty wyraz tego ciggu.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RknltWyCwlIbn7

Ciag arytmetyczny i jego wtasnosci_3084
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/b/PJBZsymRE
file:///preview/resource/Rkn1tWyCwIbn7

Animacja przedstawia przykladowe rozwigzanie zadania zwigzanego z ciggiem
arytmetycznym, wykorzystujace jego wlasnosci.

Przyktad 3

Sprawdz, czy ciag ( \/51_ ; V2, \/51+ . ) jest arytmetyczny.

1 1
51 Vil + . —
Poniewaz 22152 — 21 2L 2\2/5 = v/2, wiec ten ciag jest arytmetyczny.

Przyktad 4

Wyznaczymy kilka poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) wiedzgc, ze jego
poczatkowe wyrazy spetniaja warunki a; + a, + a3 = 12 oraz a, - a,- az = 28.
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a,, a;, ... wyrazy ciggu arytmetycznego
Q+a,+a, =12 9,-a,-a, =28
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(1,4,7,10, ...) oraz (7, 4, 1, -2,...)

Film dostepny pod adresem /preview/resource/Relip92VNg5Xh

Ciag arytmetyczny i jego wtasnosci_3085
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przykladowe rozwigzanie zadania zwigzanego z ciggiem
arytmetycznym, wykorzystujace jego wlasnosci.

Zauwazmy, ze twierdzenie mozemy uog6lni¢. Wybierzmy dowolny wyraz a,,, ktory nie jest
pierwszym ani ostatnim wyrazem ciggu, a nastepnie catkowita dodatnig liczbe k < n.
Mamy woéwczas

an =a1 + (n—1)r,

antk = a1+ (n+k—1)r,


file:///preview/resource/Re1ip92VNg5Xh

An—k = a1 + (n —k— 1)7“.
Wtedy

Uik +Ang a1 +(n+Ek—1)r+a+n-—k-1)r

2 2

_ 2a1+2(n—1)r

=a;+ (n—1)r=a,.

Mozemy zatem sformutowac twierdzenie.
Wiasnosé: Uogolnienie witasnosci wyrazow ciggu arytmetycznego

Dla dowolnego wyrazu ciggu arytmetycznego n > 1 oraz dowolnej dodatniejliczby
catkowitej k < n mamy

o — Qn—k + Cpik

" 2
Zauwazmy, ze Wyrazy @k, G, an+k S3 trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego
o roznicy kr. Zatem twierdzenie to wynika takze z twierdzenia o zaleznos$ci pomiedzy
trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.




Polecenie 2

Wyrazy ciggu mozna przedstawi¢ w uktadzie wspotrzednych jako punkty lezace na
ptaszczyznie, gdzie pierwszg wspotrzedng jest numer wyrazu ciggu, a drugg wspotrzedng jest
jego wartosé. Na podstawie tych informacji wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PJBZsymRE

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 5

W pewnym ciggu arytmetycznym wyraz piaty jest rowny 23, a wyraz pietnasty 37. Oblicz
wyraz dziesigty.

as + aps 23 + 37

30.



https://zpe.gov.pl/b/PJBZsymRE

Cwiczenie 1 @)
Jaka liczbe nalezy wpisac¢ pomiedzy liczby 7 i 20, zeby otrzymac trzywyrazowy ciag
arytmetyczny? Uzupetnij zdanie, przeciggajac w luke odpowiednig liczbe lub kliknij w luke

i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

(11,5 | 15,5 |[ 13,5 || 12,5 |[ 145 |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2 ¢
Liczby a, b, 22 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny, przy czym a + b = 26. Oblicz
a i b oraz zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O a=12,b=18
() a=8b=14
O a=6b=12

O a=10,b=16

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 ®

Wyszukaj pary tak, aby powstat cigg arytmetyczny.

as; =0 (2, as, 6)
as =5 (10, as, 0)
as = 4 (14, a2, 2)
as =8 (=3, as, 3)
as = —1 (—4, a9, 2)
as = —2 (—14, as, 10)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 Q@

Liczby 5z — 3, 22 + 3z, 32> — 3 s3 w podanej kolejnosci trzema poczatkowymi wyrazami
ciggu arytmetycznego. Oblicz réznice tego ciggu.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5 O
Dla pewnych liczb z i y wartosci wyrazen x + 4y, 3z + 2y, x + 2y + 2,3x +y — 3 sa
czterema poczatkowymi, kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (a,, ). Wyznacz liczby x i
Y, a nastepnie piaty wyraz tego ciggu. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() z=2,y=5,a5=26
() z=3,y=5,a;=7
() z=1,y=3,a5=2

() z=6,y=3,a; =38

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 O

Nieskonczony ciagg liczbowy (an) okreslony jest wzorem a, = 3 — % Wyznacz taka liczbe z,
dla ktorej ciag (a3, ag, x) jest arytmetyczny.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7 P

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej m ciag ( et 4. miz e L ) jest arytmetyczny.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8 @

Liczby 5, a, 25 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny. lle wynosi a? Zaznacz
poprawng odpowiedz.

O 20
O 30
O 15

O 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9 O]

Jaka liczbe nalezy wstawié pomiedzy liczby V3 +20raz3v3 — 4, zeby wraz z nimi
utworzyta trzywyrazowy cigg arytmetyczny? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 5v2-4
O 3v2-1
O 4V3-5

O 2v/3-1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 P

Wyznacz liczbe z, dla ktérej liczby x + 7, 2x 4+ 9, 3z 4+ 11 w podanej kolejnosci tworzg ciag
arytmetyczny.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 ®

Liczby 622 + 8, 222 + 5z — 3,7 — Tz saw podanej kolejnosci trzema pierwszymi wyrazami
ciggu arytmetycznego. Wyznacz .

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 O

Ciag ( wil , 2‘”:”,,:1 , ;ﬁ ) jest arytmetyczny dla pewnej liczby z € R/{—1,0}. Wyznacz te

liczbe.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13 O

Ciag(z+3y—4, —xz+y+1, z+y, 3¢+ 2y, ...)jestarytmetyczny. Wyznaczz iy
oraz oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() z=4,y=-3,a =55
() x=28,y=—6,a9 = 54
(O z=2,y=—1,a = 52

() z=6,y=—1,ay = 42

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 O]

Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe z, dla ktorych liczba x, podwojona cyfra jej jednosci
i podwojona cyfra jej dziesigtek sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 @
Wiedzac, ze w pewnym ciagu arytmetycznym (a,,) mamy a4, = 1 oraz ag = 17, wyznacz
czternasty wyraz tego ciggu. Uzupetnij zdanie, przeciagajac w luke odpowiednig liczbe lub
kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalne;j.

\30”42] 36H33 \39

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 16 0
W pewnym ciggu arytmetycznym a; = 4 oraz a5 = 17. Znajdz ay + a3 + a4. Uzupetnij
zdanie, przeciggajac w luke odpowiednia liczbe lub kliknij w luke i wybierz odpowiedz z listy
rozwijalnej.

\33,5 \31,5 \30,5“34,5 \32,5]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17 @

Niech a, b, ¢ beda dowolnymi dodatnimi liczbami, takimi ze ciag (a2, b%, c?) jest

arytmetyczny. Udowodnij, ze ciag liczb ( lerc , cia , aib ) tez jest arytmetyczny.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



