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Whiasnosci funkcji liniowej

\,

1 Zrédto: Luca Bravo, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Funkcja liniowa ma wiele ciekawych wlasnosci, ktore mozna wykorzysta¢ do rozwigzywania
zagadnien zwigzanych z zyciem codziennym. W materiale oméwimy monotonicznosc tej
funkciji, przyjmowanie wartosci dodatnich i ujemnych oraz punkty przeciecia wykresu tej
funkciji z osiami uktadu wspotrzednych. Opierajgc sie na wiedzy teoretyczneji omoéwionych
przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Przeanalizujesz, od czego zalezy monotonicznos¢ funkcji liniowe;j.

e Wyznaczysz, dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich
ujemne.

o Okreslisz rozne wlasnosci funkciji liniowej, korzystajac z jej wzoru lub wykresu.

» Wykorzystasz wilasnos$ci funkcji liniowej do rozwigzywania problemow

matematycznych.



Przeczytaj

W materiale omowimy rozne wilasnosci funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru oraz
wykresu.

Wiasnos$é: monotonicznos$¢ funkcji liniowej
Funkcja liniowa okre$lona wzorem f(x) = ax + b jest:

e rosngca, gdya > 0,

~Y

» malejgca, gdya < 0,

~Y

o stala, gdya = 0.
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Monotoniczno$¢ oraz istnienie miejsca zerowego funkcji liniowej decyduje o tym, w jakim
przedziale funkcja przyjmuje wartosci ujemne, a w jakim wartosci dodatnie.

Niech zg bedzie miejscem zerowym funkcji liniowej okreslonej wzorem
f(z) = az +b.

Jezelia > 0, to:

o funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla z € (—oo, x),

o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla z € (z9, ).
Jezelia < 0, to

o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla z € (—oo, x9),

o funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla z € (z9, o).
Jezelia = 0, to:

e dlab > 0 funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie,

e dlab < 0 funkcja przyjmuje tylko wartosci ujemne.
Punkty szczegodlne, ktore nalezg do wykresu funkciji liniowe;j:

e punkt przeciecia wykresu funkcji z osig X ma wspotrzedne (— %, 0), dlaa # 0,

 punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y ma wspotrzedne (0, b).
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Przyktad 1
Na podstawie wykresu funkgcji liniowej, odczytamy:
a) punkty przeciecia wykresu tej funkcji z osiami uktadu wspotrzednych,

b) dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci ujemne, a dla jakich dodatnie.
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Rozwigzanie

a) Punkt przeciecia wykresu funkcji z osia X: (4, 0).



Punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y ma wspotrzedne (0, —3).
b) Z wykresu funkcji odczytujemy, ze miejscem zerowym jest liczba 4.
Zauwazmy, ze funkcja jest rosngca, zatem a > 0.

Zatem funkcja przyjmuje wartoSci:

 ujemne dla argumentow z € (—o0,4),

« dodatnie dla argumentow z € (4, 00).

Wiedzac o tym, od czego zalezy monotonicznos$¢ funkciji liniowej, mozemy wyznaczac
warto$ci parametrow we wzorze funkcji, dla ktorych funkcja roénie, maleje lub jest stata.

Przyktad 2

Okreslimy, dla jakiej wartosci parametru m funkcja liniowa okreslona wzorem
f(x) = (—3m+ §)z — 3 jest malejaca.

Rozwigzanie
Ze wzoru funkcji mozemy odczytac, ze a = — %m + %

Jezeli funkcja jest malejaca, to a < 0, zatem do wyznaczenia wartoSci parametru m
rozwigzujemy nierownosc:

2 1

Zatemm € (%, oo).

Przyktad 3

Obliczymy pole figury ograniczonej osiami uktadu wspotrzednych oraz wykresem funkcji
liniowej zadanej wzorem f(z) = — 1 + 1.

Rozwiazanie

Obliczymy punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami ukladu wspotrzednych.

_ 1 9 _ 18
0=—5z+ ¢, zatemz = +-.

Punkt przeciecia z osig X ma wspotrzedne (% , 0).

. . . , 9
Punkt przeciecia z osig Y ma wspolrzedne (0, 3).

Wykres tej funkcji przedstawia si¢ nastepujaco:
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Zauwazmy, ze figurg ograniczong prostg, ktora jest wykresem tej funkcji oraz osiami
ukiadu wspolrzednych jest trojkat prostokatny.

1

5 -a-h.

Do wyznaczenia pola tego trojkata uzyjemy wzoru P =

. - _ 18 — 9
Z rysunku mozemy odczytac, ze a = < orazh = £.

1, 18 9 _ 81
ZatemP—2 E T = 5

Przyktad 4

Do wykresu funkcji liniowej okreslonej wzorem f(z) = 3mz + 2 nalezy punkt
o wspotrzednych (—1, 2). Wyznaczymy, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie.

Rozwigzanie

Poniewaz punkt o wspotrzednych (—1, 2) nalezy do wykresu tej funkcji, zatem do
wyznaczenia wartosci m rozwigzujemy rownanie:

2=3-m-(-1)+ 3, zatemm = —3
Funkcja jest okreslona wzorem f(z) = — 2z + 3.
Ze wzoru funkcji odczytujemy, ze a = —%.

Obliczamy miejsce zerowe tej funkcij.
—%:ch % = 0, zatem x = %
Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentow x € (—oo, —).

Przyktad 5



Okreslimy monotoniczno$¢ funkcji zadanejwzorem f(z) = (6 — 2m)z + 2 w zaleznosci
od wartosSci parametru m € R.

Rozwigzanie

Poniewaz a = 6 — 2m, wobec tego:
« funkcja jest rosnaca, gdy 6 — 2m > 0, zatem m € (—o0, 3),
« funkcja jest malejaca, gdy 6 — 2m < 0, zatem m € (3, 00),
» funkcja jest stata, gdy 6 — 2m = 0, zatem m = 3.

Przyktad 6

Funkcja liniowa jest okres$lona wzorem f(xz) = —3z + b — 4. Wyznaczymy liczbe b, dla
ktore;j:

a) miejscem zerowym tej funkcji jest liczba (—2),
b) wykres tej funkcji przecina 0§ Y w punkcie o rzedne;j 1.
Rozwigzanie

a) Korzystajgc ze wzoru na miejsce zerowe funkcji liniowej, rozwigzujemy rownanie:

—bid
—— = —2

Zatem b = —2.

b) Jezeli wykres funkcji liniowej przecina o§ Y w punkcie o rzednej 1, to do wyznaczenia
wartosci b rozwiazujemy réwnanie b — 4 = 1.

Zatem b = 5.

Stownik

monotonicznos$¢ funkcji

wiasnos¢ funkciji, ktora okresla zmiane wartosci tej funkcji wraz ze zmiang argumentow
miejsce zerowe funkcji

argument, dla ktorego wartosc¢ funkcji wynosi 0




Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj schemat interaktywny, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DjCL4Svab
Polecenie 2

Okresl monotonicznos$¢, miejsca zerowe oraz wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne, jezeli funkcja liniowa jest okreslona wzorem:

a) f(z) = —%m +2

b) f(z) = 3o — 5
Polecenie 3

Zbuduj algorytm okreslajagcy monotoniczno$¢, miejsca zerowe oraz wyznacz argumenty, dla
ktérych funkcja liniowa f(z) = ax + b przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne.



https://zpe.gov.pl/a/DjCL4Svab

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

V2
2

Funkcja liniowa okreslona wzorem f(z) = —
O ma miejsce zerowe rowne \/5
() jestrosnaca

Cwiczenie 2

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Wtasnosci funkcji liniowej okreslonej wzorem
f(z) =2z —1:

T+ 1:

Wtasnosci funkcji liniowej okreslonej wzorem
flz) = -2z —1:

Q dla argumentow wiekszych od \/5 przyjmuje wartosci dodatnie

funkcja przyjmuje wartosci

dodatnie dla argumentow

mniejszych od (—%)

miejscem zerowym jest liczba

(-2)

funkcja jest malejaca ’

funkcja przyjmuje wartosci
ujemne dla argumentow
mniejszych od %

miejscem zerowym jest liczba % ’

funkcja jest rosnaca ’




Cwiczenie 3

Potacz w pary wzér funkcji liniowej z odpowiadajaca jej jedng wtasnoscia.

f(z) =3z +2

f(x) = -3z +2

flz) =3z —1

flz)=—-3z -3

Cwiczenie 4

miejscem zerowym funkgcji jest liczba %

funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla
argumentdw mniejszych od (—1)

funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla
argumentow wiekszych od %

miejscem zerowym funkgcji jest liczba

(—3)

Uporzadkuj wzory funkcji liniowych w kolejnosci: funkcja rosnaca, funkcja malejaca, funkcja

stata.

O

114

O



Cwiczenie 5

Wstaw w tekst odpowiednie liczby lub zwroty.

‘ nieujemne ’ ‘ niedodatnie ’ ‘ ujemne ’ ‘ stata ’ ‘ rosnaca ’ ‘ malejgca ’ ‘ 18 ’ ‘ —18 ’ ‘ —2 ’

‘ 2 ’ ‘ dodatnie ’




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji liniowe;j.
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Zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.

[ ] Funkcja jest malejaca.
(] Punkt przeciecia z osiag Y ma wspétrzedne (0, —1).
(] Miejscem zerowym funkcji jest liczba 2, 5.

(] Dlaargumentéw wiekszych od % funkcja przyjmuje wartosci ujemne.



Cwiczenie 7
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Dana jest funkcja liniowa okreslona wzorem f(z) = (3 — 2a)x + 1.

Dlaa = ‘ ’miejscem zerowym tej funkcji jest liczba %

Wykres tej funkcji przecina 0§ Y w punkcie o wspétrzednych (0,

Jezeli a = 1, to miejscem zerowym funkcji jest liczba ‘ ’

Jezelia = ‘ ’ to funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéow

wiekszych od (—%)

Cwiczenie 8

Okres$l monotonicznos¢ funkcji liniowej zadanej wzorem f(z) = (%m — 2)x + 2,

w zaleznosci od wartosci parametru m € R.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci funkcji liniowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

5) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowej;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla monotonicznos$¢ funkcji liniowe;j;

e wyznacza, dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich
ujemne;

» wymienia rozne wiasnosci funkciji liniowej, korzystajac z jej wzoru lub wykresu;

» wykorzystuje wlasnosci funkcji liniowej do rozwigzywania problemow
matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
o liga zadaniowa;
e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniéw.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wtasnosci funkciji liniowej’ i celow lekcii.
Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznajg si¢ z informacjami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj’. Analizujg przedstawione przykiady i notujg pytania. Nastepnie
przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup,

a nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum klasy krok po kroku.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Funkcija liniowa rosngca, funkcja liniowa malejaca
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekciji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do utrwalenia
wiadomosci dotyczgcych wlasnosci funkciji liniowejlub do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, aby samodzielnie rozwigzywac zadania dotyczgce wilasnosci funkcji liniowe;.

e Mozna tez wykorzysta¢ schemat, rozwigzujgc graficznie rownania liniowe.
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