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Zrédto: Thisisengineering Raeng, dostepny w internecie: www.unslash.com.

Rozwazmy nastepujacg zagadke.

Catla rodzina Kazika mieszka w domach potozonych przy jednej prostej ulicy. Wiadomo, ze
od domu Kazika do domu babci Jadzi jest 1,5 km, a do cioci Celiny - s3 2 km.
Jaka jest odlegtos¢ od domu cioci Celiny do domu babci Jadzi?

Po chwili zastanowienia zauwazamy, ze mozliwe sg dwie sytuacje:

* jesli domy cioci i babci znajduja si¢ po tej samej stronie domu Kazika, to od domu cioci
do domu babci jest tylko 0,5 km,

« jesli domy cioci i babci znajdujg sie po przeciwnych stronach domu Kazika, to od domu
cioci do domu babci jest az 3,5 km.

W tym materiale pokazemy, jak mozna rozwigzywac¢ podobne zadania, uzywajac do tego
pojecia wartosci bezwzgledne;.

Twoje cele

» Rozwigzesz zadania dotyczgce odlegtosci liczb na osi liczbowe;j.
e Wyznaczysz srodek odcinka o zadanych koncach.




» Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne oraz algebraiczne wykorzystujgc wiasnosci
wartosci bezwzgledne;.

e Zinterpretujesz proste rOwnania z wartoscig bezwzgledng za pomocg odleglosci na
osi liczbowe;j.



Przeczytaj

W ponizszych przyktadach pokazemy, jak postugiwac si¢ pojeciem wartosci bezwzgledne;j
w zadaniach dotyczacych odlegtosci liczb na osi liczbowe;j.

Przyktad 1

Na osi liczbowej pewna liczba a jest odlegta od zera o 1, 5 jednostki, a pewna liczba b jest
odlegta od zera o 2 jednostki. Jak daleko lezy a od b?

Zauwazmy, ze:

» poniewaz liczba a jest odlegta od zera o 1, 5 jednostki, wieca = 1,5luba = —1, 5,
» poniewaz liczba b jest odlegla od zera o 2 jednostki, wigc b = 2 lub b = —2.

Zatem mozliwe sg dwa rozne przypadki.

(1) Gdy obie liczby a oraz b leza na osi liczbowej po tej samej stronie zera, ich odlegtos¢
jest rowna 0, 5.

0,5
. o : - - — -
1 -05 0 0.5 1 a=15 p=2 25 3 X
0,5
. : . : o - — -
3 25 b=-2a=-1,5 1 05 0 0.5 1y

(2) Gdy liczby a oraz b lezg na osi liczbowej po przeciwnych stronach zera, ich odleglos¢
jest rowna 3, 5.
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Aby swobodnie formutowac i rozwigzywac¢ podobne zagadnienia, przypomnijmy definicje.
Definicja: wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

Odlegtoscia liczby x od zera nazywamy wartos¢ bezwzgledna liczby = i oznaczamy
symbolem |z|.

Przyktad 2

a) Liczba 6 jest odlegta od zera o szeS¢ jednostek, a wiec wartosc¢ bezwzgledna liczby 6
jest rowna 6.
Zatem prawdziwa jest rowno$¢ |6| = 6.

b) Liczba —3 jest odlegla od zera o trzy jednostki, zatem warto$¢ bezwzgledna liczby —3
jest rowna 3. Oznacza to, ze prawdziwa jest rownos¢ |—3| = 3.

Zauwazmy, ze:

o jezeliz > 0,to |z| = z,
o jezeliz < 0,to |z| = —.

Wazne!

Przyporzadkowanie punktowi A jego wspoirzedneja na osi liczbowej jest wzajemnie
jednoznaczne, wiec punkty i liczby bedziemy utozsamia¢, piszac np.: A = a. Podobnie,
odleglo$¢ miedzy punktami A = a oraz B = b, bedziemy tez nazywac¢ odlegloscig miedzy
liczbami a i b.

Przyktad 3

O liczbach z przykladu pierwszego mozna powiedziec, ze

e a jest rozwigzaniem réwnania |z| = 1,5,
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« bjest rozwigzaniem réwnania |z| = 2.
Wazne!

Bezposrednio z definicji wartosci bezwzglednej wynikaja nastepujace wiasnosci:
(1) |z| > 0, dla dowolnejliczby rzeczywistej z,

(2) |x| = |—=|, dla dowolnejliczby rzeczywistej z,

(3) |x| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0.

4) |x]2 = 22, dla dowolnejliczby rzeczywistej z.

Ostatnig wlasno$¢ zapisujemy tez w postaci rownowaznej:
Vv 22 = |z|, dla dowolnejliczby rzeczywistej x.

Przyktad 4

Wykazemy, ze dla dowolnej dodatniejliczby rzeczywistej x prawdziwa jest rownos¢
-3 —|z+1|| =z + 4.

Rozwigzanie
Korzystamy z wlasnosci wartoSci bezwzgledne;.

Dla dowolnejliczby rzeczywistej  prawdziwa jest nieréwnos¢ |z + 1| > 0, wiec
—lz+1] <0

-3—-lz+1<-3<0.

Stad |-3— |z +1||=—(-3—|z+1|) =3+ |z + 1].

Ponadto dla z > O liczba z + 1 jest dodatnia, zatem prawdziwa jest rownosc
lz+ 1| =2+ 1.

Wobec tego |-3 — |z +1|| =3+ (z+1) =z + 4.

W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Przyktad 5

2
Obliczymy wartosci wyrazenia (\/7 — 4) .

Rozwigzanie
Korzystamy z wlasnoSci wartosci bezwzgledne;.

Poniewaz V7 < V16 = 4, wiec VT — 4 <0, co oznacza, ze
VT —4| = —(ﬁ—4) —4- 7.

Wobec tego 4/ (\/7—4)2 = ‘\/7—4‘ =47
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W ten sposob pokazaliSmy rowniez, ze liczba 4 — VT to odlegtos¢ liczby v/ 7 — 4 0d zera
na osi liczbowe;j.

Uwaga. Korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia dostajemy
2 2
(VI-4) =v7 —2.VT-44+ 42 =23-8V7
Zatem prawdziwa jest rownosc¢ v 23 — 8VT=4—1/T7.
Pokazemy teraz, jak znajdowac odlegtos¢ dwoch dowolnych liczb na osi liczbowe;j.

Przyktad 6

Obliczymy odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy punktami:
a)A=-5iB=-9;
bC=2iD= -4

Rozwigzanie

a) Sporzadzamy rysunek i liczymy jednostki.

4
-1 -10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 X
Szukana odlegto$c¢ jest wiec rowna 4.
Odleglos¢ te mozna obliczy¢, odejmujgc od wiekszejliczby (czyli —5) mniejszg liczbe
(czyli —9):
—5—(-9)=-5+9=4
b) Sporzadzamy rysunek i liczymy jednostki.
6
-5 —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 X

Stwierdzamy, ze szukana odleglosc¢ jest rowna 6.
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Zauwazmy, ze odleglos¢ te mozna obliczy¢, odejmujac od wiekszejliczby (czyli 2) mniejszg
liczbe (czyli —4):
2—(—4)=2+4=6.

Zliczanie jednostek na narysowanej osi jest skuteczne tylko w pewnych bardzo prostych
przypadkach. Jesli jednak mamy obliczy¢ odlegtos¢ np. miedzy liczbami 3% oraz —v/2, to
wynik musimy zostawi¢ w postaci symbolicznej, jako roznice miedzy wieksza z tych liczb
i mniejsza z nich:

3L - (—v2) =31 +v2

Postugujac sie rozwinieciem dziesietnym sktadnikow otrzymanej sumy mozemy zapisac:
3L +v2=4,614...,

czyli rozpatrywana odlegto$c jest liczbg z przedziatu (4, 5).

Ogolng zasade¢ obliczania odlegtosci liczb na osi opisuje ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: Odlegtos¢ liczb na osi liczbowej

Odleglos¢ dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y na osi liczbowej jest rowna wartosci
bezwzglednejich réznicy:
[z —yl.

Dowdd
Dowod przeprowadzimy w trzech przypadkach.

(1) Jesli x = y, to zaréwno odlegto$¢ miedzy x i y, jak i réznica |x — y| sg rowne zeru,
awiec zachodzi rowno$¢ |z — y| = = — y.

(2) Jesli z > y, to szukana odlegloSc¢ jest rowna x — y.
Wtedy tez x — y > 0, a wiec zachodzi rowno$¢ |x —y| = x — y.

(3) Jesli y > z, to szukana odlegloSc¢ jest rowna y — .
Zauwazmy, ze wtedy x —y < 0,awiec |z —y| = —(z —y) =y — .
Oznacza to, ze zachodzi rownos¢: |z — y| =y — .

W ten sposob dowod zostat zakonczony.

Powyzsze spostrzezenia dotyczgce odleglosci liczb rzeczywistych na osi liczbowej warto
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

y—z, gdy x —y <0

Przyktad 7
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Obliczymy, jaka jest odleglo$¢ na osi liczbowej miedzy liczbami k = 3 orazn = 9.
Rozwigzanie

Odleglos¢ te mozemy obliczy¢ nastepujaco:
n — k| =19 -3 =[6] =6,

ale tez w taki sposob:

|k —n|=13—-9| =|-6| =6.

Zatem liczba k = 3 jest odlegla od liczby n = 9 o 6 jednostek.

6

Przyktad 8

ow@@www%myvhmmmmg_(ﬂﬁﬂz%+¢i
Ta odlegto$¢ to liczba wieksza od 2 i mniejsza od 3: 2 + /7 = 2,879... € (2,3).

Przyktad 9
Liczba z + 5 jest odlegla od zera o 4 jednostki. Ile jest rowne z?
Rozwigzanie

I sposob.

Poniewaz w odlegtosci 4 od zera s tylko dwie liczby: 4 oraz —4, wiec * + 5 = 4 lub
T+ 5=—4

Stad x = —1lubx = —9.

IT sposob.

Poniewaz liczba = + 5 jest odlegta od zera o 4 jednostki, wigc jest rozwigzaniem
réwnania |z + 5| = 4.

Z wlasnos$ci wartosci bezwzglednej otrzymujemy zatem, ze
x+5=4lubx+5=—4.

Stadz = —1lubz = —9.

Odp. Liczba z jest rowna —1 lub jest rowna —9.

Uwaga. Zapisujac powyzsze rownanie w postaci
[z = (=5)[ =4
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mozemy podac jeszcze inne zalezno$ci miedzy liczbami z powyzszego przyktadu:

e liczby —1 oraz —9 lezg na osi liczbowejw odlegtosci 4 od liczby —5,
e punkt —5 jest srodkiem odcinka o dtugosci 8 i koncach w punktach —1 oraz —9.

—— —

-9 -8 7 6 -5 4 8 2 1 X

Pokazemy teraz, jak wykorzysta¢ umiejetnosc obliczania odlegtoSci miedzy punktami na osi
liczbowej do znajdowania Ssrodka odcinka o koncach w tych punktach.

Twierdzenie: wspotrzedne srodka odcinka na osi liczbowej

Jezeli na osi liczbowej dane sg punkty A = a i B = b, to Srodkiem odcinka AB jest taki
punkt C = ¢, ze:
atb

2 .

Dowad

a+b

Niech A = a, B=bi C = c. Pokazemy, ze punkt c = 43>

Zaktadamy, ze |AC| = |CB| oraz A # B.

jest srodkiem odcinka AB.

Skoro |[AC| = |CB|,to |a — ¢| = |c — b| . Rozwigzemy podang réwno$¢ z warto$cia
bezwzgledna. Rozpatrzymy cztery przypadki.

1°a—c=—-b+c

a+b
2

CcC =
2°a—c=b—c

a = b - sprzecznos$¢

3" —a+c=b-c

__atb
-2

4° —a+c=—-b+c

a = b - sprzeczno$¢

a+b

Gdy a = b, to otrzymujemy sprzeczno$¢. Zatem punkt ¢ = 45~

AB.

jest srodkiem odcinka




Przyktad 10

Obliczymy wspétrzedng punktu C, ktory jest srodkiem odcinka AB o koricach A = —2
oraz B = 4.

Rozwigzanie.

Korzystajgc z ustalen poczynionych powyzej obliczamy:
C=-=2H=1

Uwaga. Poniewaz |AB| = |4 — (—2)| = 6, wiec konice odcinka AB leza w odlegtosci

% = 3 od punktu C. Wynika stad, ze rozwigzaniem réwnania |x — 1| = 3 sa liczby
x = —2orazx = 4.

Stownik
os$ liczbowa

prosta, na ktérej wyrézniono zwrot i punkt O zwany zerowym oraz ustalono odcinek
jednostkowy

wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

Wartoscia bezwzgledng liczby rzeczywistej x nazywamy jej odlegtos¢ na osi liczbowej od
zera.

Warto$¢ bezwzgledna liczby « oznaczamy symbolem |z|



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

Odlegtosé¢ na osi
liczbowej.
Wtasnosci
wartosci
bezwzglednej

Sprawdzisz swojg wiedze dotyczaca:

« odlegtosci liczb od zera na osi liczbowej,

« odlegtosci liczb na osi liczbowsej,

« Srodka odcinka o ustalonych koncach na osi
liczbowej,

« stosowania pojecia wartosci bezwzglednej
w zadaniach dotyczacych odlegtosci na osi
liczbowej,

« wtasnosci wartosci bezwzglednej wynikajacych
bezposrednio z jej definicji.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

6 15 min "™




Uruchom

Polecenie 2

Ut6z po jednym zadaniu dotyczacym:

e odlegtosci liczb od zera na osi liczbowej,

o odlegtosci liczb na osi liczbowej,

e Srodka odcinka o ustalonych koncach na osi liczbowej,

e stosowania pojecia wartosci bezwzglednej w zadaniach dotyczacych odlegtosci na osi
liczbowej,

e wiasnosci wartosci bezwzglednej wynikajacych bezposrednio z jej definicji.

Zredaguj petne rozwigzanie wraz ze wszystkimi istotnymi uzasadnieniami.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Oblicz wspétrzedng $rodka S odcinka AB o koncach w punktach A = 197 oraz B = 385.
Zakoduj w kratkach ponizej kolejno cyfry: setek, dziesiatek i jednosci otrzymanego wyniku.

H H

Cwiczenie 2 @)

Wsrdod podanych liczb znajdz i zaznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, ktérych odlegtosé od

liczby 3 jest réwna %.

N[

O o o
w | oo
IN[SY

NSt

(] 4

Cwiczenie 3

Sposrad podanych liczb wybierz te, dla ktérej po uzupetnieniu ponizsze zdanie jest
prawdziwe.

VB— V8 || VB V8|

V848 || VB8




Cwiczenie 4

Srodkiem odcinka AB jest punkt S, przy czym A =

Woynika stad, ze:

O B= Lt
O B=lom1
O 5=y
O 5-m

Cwiczenie 5

Kazda liczba rzeczywista x, ktora jest rozwigzaniem réwnania
|||z| + 4| + 5| =11

spetnia warunek:

[ lz[>1

D = <_272>

(] >0

(] z<5

_ 4Am+411
15

oraz S =

m—1

5



Cwiczenie 6

Sposrdd ponizszych rownan wybierz i zaznacz wszystkie te, ktore spetnia liczba 7.

|3a:—6| |4a: 12| \53: 20|

0 55 + —
|22—6| |3z—12| |[4z—20)|

D 3—x + 4—x 5—x =9

D |62—6| o |5z—10| - [dz—12| 3
1-z 2—x 3—z

D |x 6\ + |2x 10| + |3:z 12| — 6

Cwiczenie 7

Prezentowane ponizej wyrazenia dobierz w pary tak, aby dla dowolnej dodatniej liczby
rzeczywistej x ich wartosci byty rowne.

=2 — |z + 3| r+1
|=5 — |z + 1] T +4
=1+ |z + 5]| z+6
=3+ |z + 4| z+5

Cwiczenie 8

Dla pewnej liczby n réwnanie

|22 — 5n| = 3n

ma dwa takie rozwigzania x1 oraz x2, ze x1 = 1410 < x2.
Woynika z tego, ze

75 =|




Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglos¢ liczb na osi liczbowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:
7) stosuje interpretacje¢ geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje

réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| =5, |x — 2| < 3, |z + 3| > 4;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje zadania dotyczgce odlegtosci liczb na osi liczbowe;j,

» wykorzystuje pojecia odlegtosci na osi liczbowej do wyznaczania srodka odcinka
o zadanych koncach,

o przeksztalca wyrazenia arytmetyczne oraz algebraiczne wykorzystujac wlasnosci
wartosci bezwzgledne;j,

 interpretuje proste rownania z wartoscig bezwzgledng za pomocg odlegtosci na osi
liczbowe;j.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm



Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego
» metoda kota i myszy

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,
e e-podrecznik,

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat oraz cele lekcji.
2. Wybrany uczen lub uczennica formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach metoda tekstu przewodniego zapoznajq si¢ z trescia sekciji
LPrzeczytaj’

2. Nastepnie metodg kot i mysz rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz
sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiejrozwiaza¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po
dwoch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyta sie
dalej - role uczniow odwracaja sie i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja testy samosprawdzajace. Osoby, ktore rozwigzaty
test bezbtedne otrzymujg ocene.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem testu samosprawdzajgcego.
2. Nauczyciel podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg polecenie 2 w sekcji ,,Testy samosprawdzajgce”, rozwigzanie przesylaja
do sprawdzenia koledze lub kolezance.

Materialy pomocnicze:



Potozenie - 0§ liczbowa i uktad wspotrzednych

Odlegtos¢ na osi liczbowej

Odlegtos¢ punktow na osi liczbowej
Warto$¢ bezwzgledna - definicja
Wiasnosci warto$ci bezwzglednej

Wskazowki metodyczne:

Testy samosprawdzajace mozna wykorzystac jako powtorzenie przed sprawdzianem.
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