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Pojecia matematyczne wykorzystywane w wielu dziedzinach matematyki (algebrze,
analizie, statystyce) to sekwencje i serie. Wigza sie z wnioskowaniem i tworzeniem nowych

wzorow przez analogie. Sg to narzedzia, ktore wykorzystywane s3 juz od przedszkola, gdy
dzieci tworza szlaczki i grupuja w zbiory elementy o tych samych cechach.

W tym materiale poznamy przyktady sekwenciji liczbowych, zwanych ciggami liczbowymi.
Poznamy rowniez ciggi liczb znanych z historii matematyki, zwigzane z nazwiskami
stawnych matematykow.

Twoje cele

o Okreslisz cigg liczbowy za pomocg wzoru.

» Na podstawie wzoru podasz okreslony wyraz ciggu.

e Zapiszesz wzor na wyraz ogolny ciggu, korzystajac z interpretacji geometrycznej
ciggu.

o Odkryjesz zalezno$ci miedzy kolejnymi wyrazami ciggu i opiszesz je w sposob
algebraiczny.



https://pixabay.com/users/cwilkinson-965104/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3398355
https://pixabay.com/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3398355

Przeczytaj

Definicja: Ciag liczbowy
Ciag, w ktorym wyrazy sg liczbami, nazywamy ciggiem liczbowym.

Jednym ze sposobow okreslania ciggu liczbowego jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciggu.
Wzor ten nazywamy wyrazem ogolnym ciagu.

W wielu wypadkach wzor ogdlny ciggu mozna ustali¢, na podstawie kilku wyrazow

poczatkowych tego ciggu.
Przyktad 1
Kolejne wyrazy ciagu (a,,) Wzor ogdlny ciggu
1,3,5,7,9,. a, =2n —1
-1,3,-1,3,-1,3, .. a, =(-1)"-2+1
6, 12, 20, 30, 42,... a, =(n+1)(n+2)
Przyktad 2
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Liczba dwa jest podstawg binarnego systemu liczenia. Ciag kolejnych naturalnych poteg
liczby dwa (d,,) ma wiec duze znaczenie w informatyce. Zapisane w systemie
dwojkowym potegi liczby 2 sktadaja si¢ tylko z zer i jedynki:

1, 10, 100, 1000, 10000, ...



W systemie dziesietnym kolejne wyrazy ciggu (d,,) to:
1,2,4,8,16, 32,64, ..
Wyraz ogélny ciagu (d,,) dany jest zatem wzorem:
d, =2",
gdzie n € N.

Przyktad 3

Liczby Mersenne’a to liczby postaci M,, = 2" — 1, gdzie n jest liczba naturalna. Liczby
Mersenne’a zostaly tak nazwane na cze$¢ siedemnastowiecznego francuskiego
matematyka Marina Mersenne’a, ktory uwazal, ze za pomoca tego wzoru mozna znalez¢
dowolng liczbe pierwsza.

Niestety, pomylit sie.

Liczby Mersenne’a s3 liczbami pierwszymi, gdy n jest liczbg pierwszg (ale nie dowolna!).
Nie wiadomo, czy ciag (M,,), utworzony z takich liczb jest nieskonczony.

Poczatkowe kolejne liczby pierwsze ciagu (M,,).

n M,
2 3
3 7
5 31
7 127
13 8191
17 131071
Przyktad 4

Liczby Catalana to cigg liczbowy, nazwany tak na cze$¢ dziewigtnastowiecznego
belgijskiego matematyka Charlesa Catalana.

Liczby te okreslone s3 wzorem:

2
Cn:L-(">d|anzo.
n

n+1

Kolejne liczby Catalana to:

1,1,2,5, 14, 42,132, ...
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Liczby Catalana majg duze znaczenie w krystalografii, logistyce, kombinatoryce.

Za pomocaq liczb Catalana mozna okresli¢ na przykiad liczbe mozliwych drog
prowadzacych po krawedziach kraty w prawo w gore z lewego dolnego do prawego
gornego rogu.

Ponizsze wykresy pokazuja przypadek dlan = 4: Cy = 14.
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Przyktad 5

Liczby Fermata to liczby naturalne postaci:
F,=2"+1dlan > 0.

Liczby te zostaty tak nazwane na czes¢ francuskiego siedemnastowiecznego
matematyka Pierra Fermata.

Kilka poczatkowych liczb tworzgcych cigg Fermata:

3,5,17,257,65537, ...

Poczatkowe liczby Fermata to liczby pierwsze. Fermat uwazal, ze wszystkie liczby postaci
22" 1+ 1 sg pierwsze. Jednak okazalo sie, ze juz Fj jest liczbg ztozona.

Przyktad 6

Liczby, bedgce sumg elementow, z ktorych zbudowane sg szeScioramienne gwiazdy,
wykonane na ksztatt chifiskich warcabéw, tworzg ciag (g, ), zwany ciggiem liczb gwiazd.
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Ciag (g, ) okreslony jest wzorem:
gn =6n(n—1)+ 1.
Kilka poczatkowych wyrazow ciggu:
1,13,37,73,121, 181, 253, 337, 433, ...
Przyktad 7

Liczby Cullena to liczby postaci C;, = n - 2" + 1 dlan > 1. Liczby te jako pierwsze badat
dziewietnastowieczny irlandzki matematyk James Cullen. Udowodniono, ze w ciagu,
ktorego kolejnymi wyrazami sg liczby Cullena, liczb ztozonych Cullena jest nieskonczenie
wiele, natomiast liczb Cullena pierwszych nie wiadomo, czy jest nieskonczenie wiele.

Przyktad 8

Liczby prostokatne, to liczby, ktorymi zajmowali si¢ uczeni juz w czasach Arystotelesa. Sg
to liczby bedace iloczynem dwoch kolejnych liczb naturalnych. Sg one kolejnymi
wyrazami ciagu (py,):

2,6,12, 20, 30, 42, 56, ...
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Nieskonczona suma odwrotnosci liczb prostokatnych jest rowna 1.
1, 1 1 —
sttt =1

Suma poczatkowych n tych liczb wyraza si¢ wzorem:

S, = nLH
Przyktad 9

Liczby Carmichaela to liczby, ktorych nazwa pochodzi od nazwiska Roberta Carmichaela,
ktory okreslit je w 1910 r.

Liczba naturalna jest liczbg Carmichaela wtedy i tylko wtedy, gdy:

* jestliczba ztozona,
 dlakazdejliczby naturalnej k takiej, ze 1 < k < n, wzglednie pierwszejz liczba
naturalng n, liczba (k:"_l — 1) jest podzielna przez n.

Udowodniono, ze liczb Carmichaela jest nieskonczenie wiele.

Wyraz ogdlny ciagu (M,,), ktorego wyrazami sg kolejne liczby Carmichaela o trzech
czynnikach pierwszych, wyraza si¢ wzorem:

M, = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1).
Jesli dla m wszystkie czynniki sg liczbami pierwszymi to M, jest liczbg Carmichaela.
Przyktady liczb Carmichaela.
5-13-17 = 1105
7-13-19=1729

5-17-29 = 2465

7-13-31 = 2821

Stownik
ciag liczbowy

cigg, w ktorym wyrazy s3 liczbami



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca sposoby badania niektérych wtasnosci ciggdéw liczbowych.
Sproébuj najpierw samodzielnie rozwigza¢ proponowane tam zadania, a nastepnie poréwnaj

Z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D6E04bOug

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy badania wlasnosci ciggow liczbowych.

Polecenie 2
Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, = —(n + 4)(n — 10) dlan > 1. Okresl:
a) ile wyrazéw tego ciggu jest dodatnich,

b) ktére wyrazy sg ujemne,

c) ktéry wyraz ciggu jest rowny 0.


https://zpe.gov.pl/a/D6E04b0ug

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Ktéra z liczb nie jest liczbg gwiazdy? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 1441

O 3601

O 1793

() 1838

Cwiczenie 2

Ktérym wyrazem ciagu (C,,) liczb Cullena jest 161? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

o O O O




Cwiczenie 3 @
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazy.

Liczby Carmichaela maja nastepujace wtasnosci:

53 ;,
« przy rozktadzie na czynniki zaden czynnik nie wystepuje w potedze wyzszej niz
pierwsza,
« kazda z nich jesté przynajmniej trzech liczb pierwszych.
‘ pierwsze ’ ‘ ztozone ’ ‘ nieparzyste ’ ‘ suma ’ ‘ parzyste ’ ‘ iloczynem

Cwiczenie 4

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem: a,, = n(n — 2) — 3. Zaznacz, ktére stwierdzenie jest
prawdziwe, a ktore fatszywe.

Prawda Fatsz

Wszystkie wyrazy tego
ciagu sa dodatnie.

Tylko jeden z wyrazow
ciagu jest rowny 0.

Najmniejszy wyraz ciggu
jest rowny (—4).

O O | O
Ol O | O

Jeslin > 5 toa, < 12.

Cwiczenie 5

Liczby Woodalla tworzace ciag (Wn) zostaty po raz pierwszy zbadane przez Allana Woodalla
w 1917 r. Okreslone sg wzorem W,, = n - 2" — 1 dlan > 1. Uzupetnij kolejne wyrazy tego
Ciggu, wpisujac je w wyznaczone miejsca.

1, ],23,634 ]J 895




Cwiczenie 6

Uzupetnij zdania, przeciggajgc odpowiednie liczby.

Suma n poczatkowych liczb prostokatnych jest réwna 1 — %H

‘ ztozong ’ ‘ kwadratow ’ ‘ parzysta ’ ‘ pierwszg ’ ‘ nieparzysta ’ ‘ odwrotnosci ’

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze suma iloczynu liczby 100 i liczby prostokatnej oraz liczby 25 jest kwadratem liczby

naturalnej.
Cwiczenie 8 O

Wykaz, ze ciag Catalana (C,,) mozna okresli¢ wzorem ogélnym

= (27? ) - (n2f 1)



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciag liczbowy

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1. oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym
2. stosuje wzoOr na n-ty wyraz i na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla cigg liczbowy za pomoca wzoru

e napodstawie wzoru podaje okreslony wyraz ciggu

 zapisuje wzOr na wyraz ogolny ciagu, korzystajgc z interpretacji geometrycznej ciggu

» odkrywa zaleznosci migdzy kolejnymi wyrazami ciggu i opisuje je w sposob
algebraiczny

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

« lekcja bez stow
o odkryta karta



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki

Przebieg zaje¢:
Faza wstepna:

1. Wskazani przez nauczyciela dwaj uczniowie, metoda lekcja bez stow, przypominaja
dotychczas poznane wiadomosci o ciggach - jeden z uczniow zapisuje na tablicy
poznang definicje, wlasnosc¢ , wzor, twierdzenie, itp., a drugi z uczniow podaje
przyklad ilustrujgcy definicje, wlasnos¢, itd. Teraz zamiana - drugi uczen zapisuje
definicje, wlasnos¢, itp. a pierwszy dopisuje przyktad. Jesli pozostali uczniowie uznaja,
ze zapiski sg niepoprawne, rowniez bez stow, koryguja je. Mogg tez podejs¢ do tablicy i
uzupenic¢ lub dopisa¢ wazne ich zdaniem informacije.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w matych grupach metoda odkrytej karty — na stoliku nauczyciela
leza kartki z zapisanymi nazwami liczb ( takimi, o ktorych sg informacje w sekcji
Przeczytaj). Lider grupy wybiera jedng kartke z zapisang nazwa liczb. Teraz zadaniem
grupy jest przeczytanie informacji o danych liczbach w sekcji Przeczytaj, znalezienie
dodatkowych informacji na temat tych liczb w internecie i przygotowanie krotkiej,
atrakcyjnejinformacji o danych liczbach (rowniez o ich tworcy) oraz ciekawego
zadania wigzacego liczby z ciggami. Tworzac zadania, mogg wzorowac si¢ na
przyktadach podanych w animacji.

2. Nastepuje prezentacja prac grup i wspolne rozwigzywanie na tablicy zadan.

3. Rola nauczyciela sprowadza si¢ do wyjasniania watpliwosci lub uzupeiniania informacii.

Faza podsumowujaca:

Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci. Uczniowie wspoélnie dokonujg oceny
pracy grup, wybierajac najciekawszg i najbardziej przejrzysta prezentacje. Grupa, ktora
wykonala te prezentacje zostaje nagrodzona (stopniem lub w inny sposéb).

Praca domowa



Wykonanie ¢wiczen interaktywnych.

Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu jako funkcja zmiennej naturalne;j

Wskazowki metodyczne opisujgce rézne zastosowania multimedium:

Animacje mozna wykorzysta¢ na zajeciach pokazujacych zastosowanie wyrazen
algebraicznych.
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