Wektory przeciwne

Wprowadzenie

Przeczytaj

Infografika

Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Zrédto: DC Irving, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wektory sg istotnym pojeciem w naukach przyrodniczych. To narzedzia do przystepnego
opisu otaczajacego nas, jakze skomplikowanego wszechswiata. Matematyka rozwaza je jako
pojecie oderwane od ich praktycznego zastosowania, skupiajgc si¢ jedynie na ich aspekcie
czysto liczbowym.

W zwyklej codziennosci wektory stuza do opisu wielu zjawisk i sytuacji. Pokazuja nam na
przyklad dzialanie sit przytozonych obiektu, ktorych nie widzimy gotym okiem,

a przedstawione na rysunku za pomoca wektorow, staja sie tatwe do zrozumienia

i porébwnania. Mozna za ich pomocg przedstawi¢ takze na przykitad predkos¢ czy
przyspieszenie.

W tym materiale zajmiemy si¢ pojeciem wektoréw przeciwnych.

Twoje cele

e Rozpoznasz wektory przeciwne.
» Udowodnisz, ze wskazane wektory sg przeciwne.



Przeczytaj

. . — . = . L - .
Powiemy, ze wektory w i v s3 przeciwne, gdy maja rowne dtugosci, ten sam kierunek, ale
przeciwne zwroty.

Wektor przeciwny do wektora U oznaczamy — .
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W zwigzku z powyzszym u = — v oznacza, ze wektory v i v sgprzeciwne.
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Mozemy zapisac: u v = u | v
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U i v o przeciwnych zwrotach

Wektory przeciwne, tak jak w przypadku kazdego innego wektora, mozemy zaczepic

w dowolnym punkcie, co oznacza, ze mozemy wybra¢ dowolny, wygodny do obliczen punkt
rozpatrywanej przestrzeni, do ktorego przesuniemy wektor. Punkt zaczepienia bedzie
stanowit poczatek badanego wektora.

— —
Wektory AB i BA sa wektorami przeciwnymi, co ilustruje ponizszy rysunek. Mozemy

— —
zanotowa¢ AB = —BA.
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Zwrécmy uwage, ze jesli wektory AB i CD sg przeciwne, to ABi —CD sa wektorami

— —
rownymi, a zatem AB = —CD.
Przyktad 1

Wypiszemy teraz kilka par wektorow przeciwnych wyznaczonych przez w1erzcholk1

rownolegloboku. Wektorami przeciwnymi sg na przyktad AB i C’D BA i DC’ AD i CB,

H . % . 3 7’ . . ’ ’ 7 . H H
DA i BC. Mozemy zapisac¢ ten fakt z uzyciem znakéw rownosci: AB = —CD,

\

— > e > ? >
BA=-DC,AD = -CB,DA = —BC.
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Przyktad 2

Rozwazmy sze$ciokgt foremny ABC DEF'. Punkt przeciecia dluzszych przekatnych
sze$ciokata oznaczmy literg G. Z wlasnosci sze$ciokata foremnego wynika, ze odcinki
AB, FC, ED sg rownolegte. Te sama wiasno$¢ maja odcinki AF', BE, CD. Roéwnolegte s3
rowniez odcinki BC, AD i FE. Ponadto wiadomo, ze kazdy z trojkatow ABG, BCG,
CDG, DEG, EFG i FAG jest rownoboczny i przystajgcy do pozostatych.
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Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Wowczas:



» wektory AD i CB nie sa przeciwne, poniewaz majg réozne dlugosci, pomimo ze maja
ten sam kierunek i przeciwne zwroty,

—
« wektory ABi ED nie sg przeciwne, poniewaz maja zgodne zwroty, pomimo ze maja
ten sam kierunek i te samg dlugosc¢,

— —
» wektory AG i GB nie s3 przeciwne, poniewaz wektory maja rézne kierunki, pomimo
ze majg te sama diugosc.

Przyktad 3

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Niech K, L, M, N beda odpowiednio §rodkami

——
bokow AB, BC, CD, DA tego czworokata. Uzasadnimy, ze wektory KL i M N sa
przeciwne.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Uzasadnienie

Zauwazmy, ze odcinek KL jest linia srodkowa trojkata ABC (Yaczy srodki bokow AB i
BC(C trojkata ABC), zas odcinek M N jest linia srodkowa trojkata AC'D (taczy $rodki
bokéw AD i CD trojkata AC'D). Z twierdzenia o linii sSrodkowej trojkgta wiemy, ze jest
ona rownolegta do trzeciego boku trojkata i jej dtugosc¢ jest potowa dtugosci trzeciego
boku. Poniewaz kazdy z odcinkow M N i K L jest réwnolegly do odcinka AC'iich

— —
dtugosci sa rowne polowie diugosci odcinka AC, wiec wektory KL i M N sa zawarte
w rownoleglych odcinkach. Maja wiec ten sam kierunek oraz rowne dtugosci.
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—  —
Z uporzadkowania punktow K i L oraz N i M widzimy, ze zwroty wektorow KL i M N

— —
sg przeciwne. Zatem wektory KL i M N sg przeciwne.

Przyktad 4

Uzasadnimy, ze wybrane pary wektorow sg parami wektoroéw przeciwnych.
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Zauwazmy, ze aby przemiesci¢ sie z punktu A do punktu B wystarczy przesungc sie

o dwie jednostki w lewo i trzy jednostki w dot. Dokladnie taki sam ruch pozwala
— —
przemiescic¢ sie z punktu B do punktu C. Oznacza to, ze wektory AB i BC sa

rownolegle (majg to samo nachylenie do poziomych lini siatki) i majg rowne dlugosci
(wynika to np. z twierdzenia Pitagorasa lub przystawania odpowiednich tréojkatow
prostokatnych). Kierunki ruchu od punktow poczatkowych do koncowych wskazujg tez,

. . . H . H ’ H .
ze te wektory majg takie same zwroty. Zatem wektory AB i BC sa rowne, a wektory AB i

—
CB sa przeciwne.

Zwro¢my uwage, ze aby dosta¢ sie z punktu A do punktu H mozemy wykonaé
przesuniecie o trzy jednostki w prawo i jedng jednostke w dot. Doktadnie taka sama
sekwencja ruchow pozwala przemiescic si¢ z punktu D do punktu E oraz z punktu B do
punktu F'. Argumenty analogiczne jak w poprzednim przypadku pozwalajg stwierdzi¢, ze

y — > —
wektory AH, DE i BF sg rowne. Wynika stad, ze wektor ED jest przeciwny do

— —
wektoréow AH i BEF'.



— —
Zauwazmy jeszcze, ze wektory FE i FG sa wektorami przeciwnymi - z powodow
podobnych do powyzszych.

Przyktad 5

Romb ABCD i trapez EGHJ mozna podzieli¢ na przystajgce trdojkaty rownoboczne
ABD,DBC, EFJ, FHJ, FGH. Wypiszemy przykltadowe pary wektoréow przeciwnych.

D C dJ H

A B E F G

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zauwazmy, ze przeciwne s3 m. in. wektory w nastepujacych parach:

— —
ADiJE
— —
ABiFE
—  —
ACi AC

— =
« ACiHE

—  —
e DBiFJ
— —
« BDiHG
—  —
« DCiGF.

Stownik
wektory przeciwne

wektory, ktore majg ten sam kierunek, rowne dlugosci i przeciwne zwroty

kierunek wektora

prosta, na ktorejlezg poczatek i koniec niezerowego wektora

dtugos¢ wektora




odleglos¢ poczatku wektora od jego konca
linia Srodkowa trojkata

odcinek Igczacy punkty bedgce srodkami dwoch bokow trojkata, linia sSrodkowa trojkata
jest rownolegla do trzeciego boku trojkata, a jej dtugosc¢ jest rowna potowie dlugosci tego
boku



Infografika

Polecenie 1

Przyjrzyj sie uwaznie narysowanym ponizej wektorom i odpowiedz na pytanie umieszczone
ponizej. Sprawdz, czy Twoja odpowiedz byta prawidtowa, klikajagc w Warunek 1, 2 i 3.
Pamietaj, ze wszystkie warunki muszg by¢ spetnione jednoczeénie, aby odpowiedz byta
prawidtowa.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 2

Rozstrzygnij, czy podane pary wektoréw s przeciwne.
/. N

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Uzupetnij luki w taki sposob, aby podane wektory byty przeciwne.

e
« Poziomy wektor |AB| = 3 oraz ma zwrot w prawo. Wektor do niego przeciwny to

wektor ! , ktéry ma zwrot w



« Pionowy wektor

—
AB‘ = 3 oraz ma zwrot w gére. Wektor do niego przeciwny to wektor

« Poziomy wektor

—
AB‘ = 3 oraz ma zwrot w lewo. Wektor do niego przeciwny to wektor

« Pionowy wektor

—
AB ‘ = 3 oraz ma zwrot w dét. Wektor do niego przeciwny to wektor

- — — — —
gore ’ ‘ prawo ‘BA =3 —‘AB‘ =3 ‘BA =3 —‘AB‘ =3 ‘BA‘ =3
— — —
lewo —‘AB =3 BA| =3 —‘AB =3 || dot




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W trojkacie ABC poprowadzono odcinki KL, LM i M K taczace odpowiednio $rodki K, L,
M bokéw AC, BC, AB tego trojkata. Potacz w pary wektory przeciwne.

—
AM KA
— —
KC KL
— —
AC CL
— —
BL LK
— —
CK ML
BM bez pary
A
®
K M
c'* 5




Cwiczenie 2 @)

Dany jest trapez ABC D zbudowany z pieciu przystajacych tréjkatéw ADE, EGF, FCB,
GDE, CGF. Zaznacz, ktére z wektoréw sa przeciwne do wymienionego wektora.

D (7 C
A E F B

Wektor

DA g¢ [ ce O ¢t [ ¢ O
cé ¢ [ 7B [ ¢p O b ()
DC Fa O B [ ce O B¢ [
BA ct O BE O & O a5 O
FC ce O ED ar O ok ()




Cwiczenie 3

Na podstawie ilustracji potacz w pary wektory przeciwne.



Cwiczenie 4

Jakie cechy maja nizej wymienione wektory? Siatka przedstawiona na rysunku zbudowana jest
z szesciokatow foremnych.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przeciagnij i upusc.

— —

DHiGB
maja przeciwne zwroty ’
jeden z wektoréw jest trzy razy
dtuzszy od drugiego

— maja ten sam kierunek ’

LNiYO 1
maja ten sam zwrot ’
sg rownej dtugosci ’
sg réownej dtugosci ’

— —

YXiBD . ..
maja ten sam punkt zaczepienia
sg prostopadte ’
maja ten sam punkt przytozenia ’




jeden z wektoréw jest dwa razy
dtuzszy od drugiego

sl
3

maja ten sam kierunek ’

maja przeciwne zwroty ’

N .
MBi MN sg przeciwne ’

maja ten sam kierunek ’
Cwiczenie 5

Dany jest sze$ciokat foremny ABCDEF'. Punkty K, L, M, N s3 $rodkami bokéw

— —
odpowiednio: F'E, DC, BC'i AF. Udowodnij, ze wektory K L i M N s3a przeciwne. Uzupetnij
luki w tekscie, przeciggajac na ich miejsce ponizsze stowa.

..............

..............

przeciwne ’ ‘ zwroty ’ ‘ rownolegty ’ ‘ trapezy ’ ‘ potowie ’




Cwiczenie 6

Dany jest szesciokat foremny ABC DEF'. Punkty K i L s3 odpowiednio $rodkami bokéw
AF'i AB tego czworokata, zas punkt M jest srodkiem przekatnej EC. Uzasadnij, ze wektory

—  —
KL i MFE s przeciwne. Uzupetnij brakujgce stowa.

Poprowadzmy przekatne F'B i EC tego szesciokata. Z wtasnosci sze$ciokata foremnego

............................

............................

..............

‘ dtugosci ’ ‘ zgodne ’ ‘ przeciwne ’ ‘ rozne ’ ‘ rownolegty ’ ‘ potowie ’

‘ rownolegte ’ ‘ rowne ’ ‘ prostopadte ’ ‘ potowie ’ ‘ prostopadty ’

Cwiczenie 7 @

Niech K i L beda srodkami odcinkéw odpowiednio AC' i BA tréjkata ABC, za$ przez O
oznaczmy punkt przeciecia sSrodkowych BK i CL. M i N to odpowiednio $rodki odcinkéw

— —
OC'i OB. Wykaz, ze wektor K L jest przeciwny do wektora N M. Uzupetnij luki, wpisujac
odpowiednie wyrazy.

‘ potowie ’ ‘ zgodne ’ @ ‘ tréjkata ’ ‘ potowie ’ ‘ rownolegty ’ ‘ przeciwne

‘ prostopadty ’ ‘ czworokata ’




Cwiczenie 8 @

Dany jest réwnolegtobok ABC D, w ktérym punkt E jest punktem przeciecia przekatnych.
Wskaz zdania prawdziwe

H . H Ve . . . Y& 4
] Wektory DE i EB sa rowne, maja ten sam kierunek i te samg dtugosc.

— -
0 Wektory DA i DB maja te sama dtugos¢, ten sam zwrot i ten sam punkt
zaczepienia.

D Wektory AB i DB maja ten sam zwrot i ten sam punkt zaczepienia.

— —>
O Wektory AFE i CE s3 przeciwne i maja ten sam kierunek.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wektory przeciwne

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
Zakres rozszerzony 3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugos¢, dodaje
wektory i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zarowno analitycznie, jak
i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

e Rozpoznasz wektory przeciwne.
» Udowodnisz, ze wskazane wektory sg przeciwne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,,Infografika” i cwiczenia
interaktywne;

o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
1. Uczniowie zapoznajq sie z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj"
Faza wstepna:
1. Ustalenie celu lekcji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Wektory przeciwne”.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1w sekcji ,Infografika” - , Przyjrzyj sie uwaznie
narysowanym ponizej wektorom i rozwigz ponizsze zadanie.” - prosi uczniow, aby
zapoznali si¢ z materiatem. Uczniowie zapisuja ewentualne watpliwosci
i niezrozumiate aspekty, ktore zostalty w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je
na forum klasy.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujgc uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:

Pojecie wektora
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Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji , Infografika” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Wektory przeciwne”.



