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W tym materiale zajmiemy si¢ wzajemnym potozeniem prosteji okregu na plaszczyznie.
Przypomnimy zatem pojecie stycznosci i rozpatrzymy je w kontekscie prostej stycznejdo
okregu oraz dwoch okregow stycznych.

Twoje cele

e Przeanalizujesz warunek stycznoS$ci okregu i proste;j.
o Wykorzystasz w praktyce twierdzenie o odcinkach stycznych

» Rozwiazesz zadania wykorzystujgc warunki stycznosci dwoch okregow.



Przeczytaj

W zaleznosci od tego, w jakiej odlegtosci od prostejznajduje si¢ sSrodek okregu, mozliwe sa
trzy sytuacje przedstawione ponize;.
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Widzimy, ze okrag o promieniu r jest styczny do prostejw punkcie A tylko wtedy, gdy jego
srodek lezy doktadnie w odleglosci r od prostej, czyli wowczas, gdy odcinek O A jest
promieniem okregu prostopadtym do proste;.

Twierdzenie: o prostej stycznej do okregu

Jesli na ptaszczyznie dane s prosta i okrag, to prosta jest styczna do okregu o promieniu
r wtedy i tylko wtedy, gdy Srodek tego okregu jest odlegly od prostejo r.

Juz wiesz

Odlegloscia d punktu O od prostej k nazywamy dtugo$¢ najkrétszego odcinka OA,
ktorego koniec A lezy na prostej k. Odcinek OA jest prostopadly do prostej k.
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Zastanowmy sie teraz, ile prostych stycznych do danego okregu mozna poprowadzic
z ustalonego punktu P. Mozliwe s3 trzy sytuacje.

Ostatni z powyzszych przypadkow jest szczegolnie interesujgcy. Aby go przeanalizowac,
wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku. Zauwazmy, ze odcinki OA i OB sg prostopadite
odpowiednio do odcinkéw PA i PB (twierdzenie o prostej stycznejdo okregu). Zatem, na
mocy twierdzenia Pitagorasa:

PA| = /|POP — |40 = /|POF* - |BOJ* = |PB|

Oznacza to, ze tzw. odcinki styczne PA oraz PB sa réwne. W konsekwencji trojkaty
prostokatne APO oraz BPO s3 przystajace na mocy cechy bbb. Wynika stad, ze zachodzi
tez cecha kkk i w konsekwenciji katy wewnetrzne APO i BPO maja rowne miary. Zatem


javascript:void(0);
javascript:void(0);

odcinek PO zawiera si¢ w dwusiecznejkata AP B. UdowodniliSmy w ten sposob ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie: o odcinkach stycznych

Na plaszczyznie dane s3: okrag o srodku O oraz punkt P lezacy na zewnatrz tego
okregu. Jezeli z punktu P poprowadzimy dwie styczne do danego okregu, przy czym A i
B sg punktami stycznosci, to:

« odcinki styczne sg rowne: |PA| = |PBj;
» odcinek PO zawiera sie¢ w dwusiecznejkata APB.

Rozwazmy teraz dwa okregi o promieniach r oraz R. Przyjmijmy, ze R > r. Na ponizszych
rysunkach przedstawiono dwie sytuacje: gdy suma promieni jest mniejsza od odleglosci
srodkow okregow (pierwszy rysunek) i gdy jest ona doktadnie rowna (drugi rysunek)
odleglosci srodkow okregow. W tej drugiej sytuaciji okregi maja doktadnie jeden punkt
wspolny, o takich okregach mowimy, ze sg styczne zewnetrznie.
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Twierdzenie: o okregach stycznych zewnetrznie

Dwa okregi s3 styczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ ich Srodkow jest
rowna sumie ich promieni.

Co sie stanie, gdy Srodki okregow dalej beda sie zblizac? Mozliwe sytuacje przedstawiajg
kolejne rysunki:
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Drugi rysunek wydaje si¢ najciekawszy, gdyz tylko na nim okregi znow s3 styczne. S3 jednak
styczne w inny sposob: maty okrag lezy teraz wewnagtrz obszaru ograniczonego duzym
okregiem. W tej sytuacji roznica promieni jest rowna odlegtosci srodkow okregow.

Twierdzenie: o okregach stycznych wewnetrznie

Dwa okregi o roznych promieniach sa styczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy
odlegtosc¢ ich srodkow jest rowna roznicy ich promieni.

Przyktad 1

Dane s3 dwa okregi: jeden o promieniu R = 6 i drugi o promieniu r = 4.

Jesli odleglos¢ srodkow tych okregow jest rowna 2, to okregi sg styczne wewnetrznie
(pierwszy rysunek). Jesli natomiast odleglosc¢ ta jest rowna 1, to okregi nie majg punktow

wspolnych, poniewaz mniejszy okrag lezy wewnatrz obszaru ograniczonego wiekszym
okregiem (drugi rysunek).

Przyktad 2

Okregi o promieniach dtugosci: 1, 2 i 3 oraz $rodkach odpowiednio w punktach: A, B, C

sg parami styczne zewnetrznie (tzn. kazde dwa okregi sg do siebie styczne zewnetrznie).
Oblicz pole trojkgta ABC.




Rozwigzanie

Z warunku zewnetrznej stycznosci wynika, ze: |[AB| =1+ 2 =3, |BC| =2+ 3 =5,

|AC| =1+4+3=4.
Mamy zatem:
|AB|® + |AC|* = |BC|”.

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa trojkat ABC jest
prostokatny z katem prostym przy wierzchotku A. Stad jego pole jest rowne:

P=L1|AB|-|AC| = 6.

Odpowiedz: Pole tréjkata ABC jest rowne 6.
Przyktad 3

Okrag o $rodku w punkcie A ma promien r = 4, a okragg o Srodku w punkcie B -
promien R = 6. Dla jakich dtugosci odcinka A B oba te okregi przecinajg si¢ w dwoch
punktach?

Rozwigzanie

Gdy|AB| > 10, wtedy okregi nie majg punktow wspoélnych. Jesli |[AB| =R + r = 10. Gdy
odleglosc¢ srodkow bedzie mniejsza niz 2 to okregi sg styczne zewnetrznie (pierwszy
rysunek). Gdy odlegtos¢ punktow A i B bedzie sie zmniejszac, okregi bedg sie przecinac
w dwoch réznych punktach, az do momentu, gdy stang sie one styczne wewnetrznie
(trzeci rysunek). Stanie sie tak dla |AB| =R — r = 2. Gdy odleglo$¢ $rodkéw bedzie



mniejsza niz 2, to maty okrag znajdzie si¢ we wnetrzu duzego, a wtedy okregi nie beda
miaty punktoéw wspolnych.
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Odpowiedz: Okregi przecinaja sie w dwoch punktach, gdy 2 < |AB| < 10.
Przyktad 4

W rownoramienny trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 51 |AB| = 8, wpisano okrag.
Ustal, w jakim stosunku punkty stycznosci dzielg kazdy z bokow trojkata.
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Zgodnie z twierdzeniem o odcinkach stycznych, mozemy wprowadzi¢ oznaczenia jak na

Rozwigzanie

rysunku ponize;j.



Poniewaz tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec:
Tr+z=z+y,

czyli x = y. A zatem punkt M dzieli bok AB w stosunku 1 : 1. Wynika stad, ze skoro
|AB| = x + y = 8. Wobec tego:

ICK| = |AC| — |AK| =5 -4 =1,
(CL| = |BC| - |BL|=5—4=1.

Zatem punkt stycznosci K dzieli bok AC' w stosunku 4 : 1, podobnie jak punkt L dzieli
bok BC.

Odpowiedz: Punkt M dzieli bok AB w stosunku 1 : 1. Punkt K dzieli bok AC
w stosunku 4 : 1. Punkt L dzieli bok BC takze w stosunku 4 : 1.

Stownik
proste prostopadte
proste przecinajace si¢ pod kgtem prostym

trojkaty przystajace

trojkaty, ktore majg takie same katy i takie same dtugosci bokow



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza prezentacjg multimedialng, pokazujaca jak rozwigzywad zadania

dotyczace wzajemnego potozenia prostych i okregdw, a nastepnie rozwigz zadania.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D4VHvXr]Y


https://zpe.gov.pl/a/D4VHvXrJY

Polecenie 2

Z punktu P oddalonego od srodka okregu o 10 cm poprowadzono styczne do okregu, ktore
przeciety sie pod katem 90° (rysunek ponizej). lle jest rowny promien tego okregu?

P

Polecenie 3

Jaka jest odlegtosc srodkéw dwoch okregdéw stycznych wewnetrznie, jezeli promien jednego
z tych okregoéw jest rowny 4 i jest o 3 mniejszy od promienia drugiego okregu?

Polecenie 4

W tréjkat rownoboczny wpisano okrag. W jakim stosunku punkty stycznosci tego okregu
dzielg kazdy z bokow?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Okrag o promieniu R = 2 jest styczny wewnetrznie do
okregu o promieniu R = 7, jesli odlegtos¢ srodkéw tych okregéw jest réowna:

o o O 0O




Cwiczenie 2 @)

Wskaz fatszywa rownos¢:

O |DH| = |DC| - |GC|

O [BC| = |EB| +|GC|

O |BE| = |BF]|
O [AD| = |CF]|
Cwiczenie 3 ®

Uzupetnij tekst, wstawiajac elementy w puste miejsca.

Okrag o $rodku w punkcie A i promieniu r = 3 przecina okrag o $rodku w punkcie B

i promieniu R w dwdch réznych punktach, przy czym |AB| = 10. Wynika stad, ze promien R

wiekszy od 10 ’ ‘ mniejszy od 13 ’ ‘ wiekszy od 9 ’ ‘ wiekszy od 11 ’




Cwiczenie 4

Whisz warto$¢. Dwa okregi sg styczne zewnetrznie, promien jednego jest rowny 8, a drugiego
r. Jesdli odlegtosc srodkéw tych okregdw jest réwna 12, to

r =

Cwiczenie 5

Wstaw w puste pole odpowiednig odpowiedz.

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7



Cwiczenie 8 @

Na rysunku powyzej punkty: A, B, C'i D s3 wierzchotkami kwadratu o boku dtugosci 1.
Pomaranczowe tuki sg tukami okregéw o takich samych promieniach stycznych do siebie
zewnetrznie odpowiednio w punktach: A, B, C'i D. Ponadto pomaranczowe tuki sg styczne
do niebieskich bokéw kwadratu. Oblicz pole niebieskiego kwadratu.

p

<8+4\/§)2 P=6+4v3 || P=4+4v2| P=2+4v3

P <8+2\/§)2 ‘P:2+2\/§’




Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawetl Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzajemne polozZenie prostych i okregow

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdéw, dtugosci cieciw okregdw oraz odcinkéw stycznych,
w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje prostg styczna do okregu,

 stosuje twierdzenie o stycznejdo okregu w rozwigzywaniu zadan,

e omawia wzajemne potozenie prosteji okregu,

e omawia wzajemne potozenie dwoch okregow,

 stosuje warunki wzajemnego potozenia dwoch okregow do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e liga zadaniowa;



 dyskusja.
Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’.
Faza wstepna:

Nauczyciel przedstawia uczniom temat lekcji, podaje cele oraz wspolnie z uczniami ustala
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy. Uczniowie w grupach analizuja zadania dotyczace
wzajemnego potozenia prostych i okregdéw przedstawione w prezentaci
multimedialnej

2. Nastepnie kazda z grup rozwigzuje Polecenia 2 i 3.

3. Kolejnym etapem lekciji jest liga zadaniowa. Uczniowie w grupach rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne 1 - 6. Do drugiego etapu przechodzg dwie grupy, ktore osiagnety
najlepszy wynik w najkrotszym czasie. Rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 7 - 8
wyloni zwyciezcow ligi, ktorych nauczyciel moze nagrodzi¢ ocenami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam/tem sie ...

Praca domowa:
Uczniowie orpzwoazujg polecnia 3 i 4 w sekcji Prezentacja multimedialne
Materialy pomocnicze:

» Wzajemne polozenie prosteji okregu cz.1


file:///a/Dcf1F92kM

» Wzajemne potozenie prosteji okregu cz. 2
» Styczna do okregu

Wskazowki metodyczne:

Prezentacja multimedialna mozna potraktowac jako materiat przygotowujacy uczniow do
pracy podczas lekcji odwrocone;.

Prezentacja moze by¢ wykorzystana podczas lekcji o trojkatach i trapezach opisanych na
okregu.
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