Objetosc bryt podobnych
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Zrodto: Tomek Walecki, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Bryty podobne spotykamy w zyciu codziennym doS¢ czesto. Przyjrzyjmy sie architekturze -
tutaj znajdziemy bardzo duzo przyktadow takich bryt. R6znig si¢ kolorem elewaciji czy
dachu, ale ich ksztatt jest podobny a wymiary proporcjonalne.

W tym materiale skupimy si¢ na poréwnywaniu objetosci bryt podobnych.
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Zrédto: Pixabay.com, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.
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Twoje cele

» Poznasz zaleznoS¢ pomiedzy skala podobienstwa bryt a stosunkiem ich objetosci.
» Obliczysz skale podobienstwa bryt podobnych o danych objetosciach.

o Obliczysz objetos¢ bryt podobnych.

» Wykorzystasz zaleznosci miedzy objetosciami bryt podobnych w obliczeniach

dotyczacych ostrostupow i stozkow Scietych



Przeczytaj

Dwie bryly sg podobne, jesli odlegtosci miedzy punktami jednej bryty sg proporcjonalne do
odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami drugiej bryty.

Stosunek odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami bryt podobnych nazywamy skala
podobienstwa.

Przyktad 1

Rozpatrzmy teraz dwa ostrostupy prawidtowe czworokatne o krawedziach podstawy
dtugosci 10 i 5 i wysokosciach odpowiednio 81 4.

Sa to bryty podobne. Skala podobienstwa wigkszej z nich do mniejszej wynosi k = % =
Policzmy ich objetosci.

Vi=+%-10°-8= 350

o=

Vo =

o=

2.4 — 100
574 =
Ich stosunek wynosi wiec: % = o =8=2"=k5
3

Twierdzenie: o zalezno$ci pomiedzy objetoscia a skalg podobieristwa bryt podobnych

Jesli skala podobienstwa bryt podobnych jest rowna k, to stosunek ich objetosci jest
rowny k3.

Przyktad 2



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Dane s3 dwie kule. Objetos¢ pierwszejjest rowna V, a druga ma promien 3 razy dtuzszy
od promienia pierwszej kuli. Obliczmy objeto$¢ drugiej kuli.

Rozwigzanie:

Dwie kule s3 podobne. Ich skala podobienstwa wynosi k = 3. Zatem stosunek ich
objetosci wynosi k* = 27. Objetos¢ drugiej kuli wynosi wiec 27V.

Przyktad 3

Uzasadnijmy, ze stozek o wysokosSci dtugosci 6 cm i polu powierzchni catkowitej 144
nie jest podobny do stozka o tworzgcej dtugosci 20 cm i objetosci 10007.

Rozwigzanie:
Rozwazmy dwa stozki.

Niech r;- dlugo$¢ promienia pierwszego stozka, [; - dlugos¢ tworzacej pierwszego
stozka. Wowczas otrzymujemy rownanie:

62 4 12 = I2

r? =12 — 36

le\/l%—36

Wiemy, Ze pole tego stozka wynosi 144w, wiec

1447 = 71'7'% + mrily

1447 = (I3 — 36) +7r(\/l% — 36)l1 B

144 = [ —36+ll\/l§ — 36

2

180—@:11\/1%—36

32400 — 3602 + I = 12(12 — 36)
32400 = 32472

I? =100

L =10

Zatem



r. =+/100 — 36 =8
V:%w-82-6:1287r cm®

Porownajmy tworzace naszych stozkow:

10 _ 1
20 2
(3)' =%

Zatem objetos¢ pierwszego stozka powinna by¢ mniejsza 8 razy od objetosci drugiego
stozka. Sprawdzmy to:

400 — 1257 £ 128

Oznacza to, ze stozki nie sg podobne.

Przyktad 4

Stozek o objetosci V' przecieto plaszczyzng réwnolegla do podstawy. Plaszczyzna
podzielita wysokos$¢ stozka w stosunku 3 : 8, liczac od wierzchotka. Obliczymy objetosci
bryt powstatych w wyniku tego podziatu.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy:

— ——
Sl -

B

Trojkaty ABS i A'B'S sa podobne (K K K). Skala ich podobienistwa wynosi .


javascript:void(0);

Zatem stozki s3 podobne w tej samej skali.

. . ;. L 3
Stosunek ich objetosci wynosi wiec (%) = %
Objetos¢ matego stozka wynosi %V, objetos¢ stozka $cietego wynosi

27 _ 1304
V- 1331 V= 1331 4

Bryly powstate w wyniku podziatu maja wiec objetosci rowne -V i 1392V

Przyktad 5

Ostrostup przecieto ptaszczyzng rownolegla do podstawy. Oblicz stosunek objetosci
otrzymanych bryt, wiedzac, ze pole przekroju stanowi 49% pola podstawy ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy:

Niech P- pole podstawy ostrostupa, H- wysoko$c¢ ostrostupa. Wowczas pole przekroju
A'B'C'D wynosi 0,49 P,

Jako k oznaczmy skale podobienstwa ostrostupéow ABCDSi A BC D'S.

Stosunek polich podstaw wynosi k%. Zatem mamy:

2 _ 0,49P
k= P

k=0,7



Obijetos$¢ wyjSciowego ostrostupa wynosi V = %P - H. Objetos¢ ostrostupa A BC'D'S

wynosi zatem:

Vi =(0,7)°V =38 pH.

Objetosc¢ pozostalej czesci bryly wynosi wiec:

_ _ 1 343 __ 1000 343 __ 657
Vo=V — Vi1 =35PH — 555 PH = 5550 PH — 5550 PH = 5500 PH

Stosunek objetosci otrzymanych bryt wynosi zatem:

343
Vi _ swPH 343
- 657 - .
\Z =L PH 657
Przyktad 6

Pola podstaw stozka $cietego wynosza P i S, jego wysoko$¢ wynosi za$ h. Wykazmy, ze
objetos¢ tejbryty wynosi V = %h(P +VPS + S).

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy. Stozek $ciety powstat poprzez przeciecie stozka ABS
ptaszczyzng rownolegla do podstawy.

Oznaczmy jako £ wysoko$¢ stozka A'B’S.

Niech P- pole gornej podstawy, S- pole dolnej podstawy.

Stozki ABSi A'B’S sa podobne. Skale ich podobienstwa oznaczmy jako k. Wowczas:



Oznaczmy jako - promien stozka A'B'S, a R - promien stozka ABS.

Wiemy, ze mr? = P, czylir = \/f oraz TR?> = 8, codaje, ze R = 4/ % Z podobienstwa
bryt powstaje proporcja:

h/Z h\/s h\/— hy/ £
TVEE TR TR

Obliczmy objetosci naszych stozkow.

Obijetosc¢ stozka ABS:

V = 1 h\/_

5

Obijetos¢ stozka A'B'S:

Zatem objetos¢ stozka Scietego wynosi:

i
|

V=V-1=1 fc’_%'ﬂh—_
%h(f\@ __R/E >%h
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Usunmy niewymierno$¢ z mianownika:
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1 h(S2+S\/S_P—P\/S_P—P2) _ 17, (S=P)(S+P)+VSP(S-P) _
=3 5—P =3 5P =
- %h(S—l—P—i—\/S_P) = %h(P+ \/PS—i—S)

Stownik

odcinki proporcjonalne

jezeli dane sg cztery odcinki a, b, ¢, d takie, Ze stosunek pierwszych dwoch (a : b) jest
réwny stosunkowi dwoch ostatnich (c : d), to takie odcinki nazywamy proporcjonalnymi
i wyrazamy to, piszac proporcje a : b = c: d;

w uproszczeniu mozemy powiedziec¢, ze ich iloraz jest staty

figury podobne

figury, ktorych stosunek dlugosci kazdej pary odpowiadajacych sobie odcinkow jest staty



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z trescig animacji 3D. Zwrdd¢ uwage ile wynosi stosunek objetosci bryt
podobnych.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZBq2Nr5L

Film nawigzujacy do tresSci lekcji dotyczacy objetosci bryt podobnych.

Polecenie 2

Stozek o objetosci V' podzielono na cztery czesci o rownych wysokosciach, przecinajac ten
stozek ptaszczyznami rownolegtymi do ptaszczyzny podstawy stozka. Oblicz objeto$¢ kazdej

czesci.


https://zpe.gov.pl/a/DZBq2Nr5L

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Ustawiono wieze z pieciu szesciennych klockéw, z ktérych kazdy kolejny ma krawedz dwa
razy wieksza niz poprzedni. Pole powierzchni catkowitej najwiekszego z klockéw wynosi
38400 cm?. Objeto$¢ wiezy wynosi:

() 8000 cm?
() 585125 cm?®

() 73125 cm?

Cwiczenie 3 @

Ptaszczyzna réwnolegta do podstawy stozka dzieli jego wysoko$¢ w stosunku 3 : 4, liczac od
wierzchotka. Pole otrzymanego przekroju jest mniejsze od pola podstawy stozka o 1607r.
Uzupetnij zdania, przeciggajac prawidtowa odpowiedz.

1. Skala podobienstwa stozka powstatego poprzez przekréj bryty ptaszczyzna do

______________

..............

1967 | | 9028 | [14]] & |




Cwiczenie 4

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego wynosi 300 cm?, a pole rownolegtego do niej
przekroju jest rowne 108 cm?. Odlegto$¢ miedzy ptaszczyzna podstawy a ptaszczyzna
przekroju jest rowna 10 cm. Objeto$¢ tej bryty wynosi:

() 2500 cm?®
() 7500 cm?

() 300 cm?

Cwiczenie 5

Podstawami stozka Scietego sg kota o promieniach 2 cm i 6 cm, a odlegto$¢ miedzy
ptaszczyznami podstaw jest rowna 8 cm. Stozek ten zostat podzielony ptaszczyzna
rownolegta do jego podstaw na dwie bryty podobne.

Okresl, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz
Skala podobienistwa
powstatych bryt wynosi % O O

Objetos¢ mniejszej bryty

WYNOoSsi 1?671'(3\/5 — 1). O O

Objetos¢ wiekszej bryty jest
wieksza o % od objetosci O O
mniejszej z nich.



Cwiczenie 6

Powierzchnia kulistego balonu po dopompowaniu zwiekszyta sie 0 125%. O ile procent
wzrosta objetos¢ balonu?

O 0125%.
O 0337,5%.
O 0237,5%.
Cwiczenie 7 @

Sciany boczne ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego wysoko$é jest réwna
15 cm, s3 tréjkatami rownobocznymi. Ptaszczyzna réwnolegta do podstawy dzieli wysokos$¢

w stosunku 1 : 2, liczac od wierzchotka. Stosunek objetosci bryt otrzymanych w wyniku
podziatu wynosi:

(O 1:27
() 1:26
() 1:2
Cwiczenie 8 O

Dany jest stozek o wysokosci H i kacie rozwarcia 2a. Ptaszczyzna rownolegta do podstawy

stozka podzielita go na dwie bryty o réwnych objetosciach. Oblicz pole powierzchni catkowitej
powstatego stozka Scietego.



Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat zajec¢: Objeto$¢ bryt podobnych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zalezno$¢ miedzy objetosciami bryl podobnych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje zaleznoS¢ pomiedzy skala podobienstwa bryt a stosunkiem ich objetosci,

» wyznacza skale podobienstwa bryt podobnych,

 oblicza objetos¢ bryt podobnych,

» wykorzystuje zaleznoSci miedzy objetoSciami bryt podobnych w obliczeniach
dotyczacych ostrostupow i stozkow Scietych.

Strategie nauczania:
 konstruktywizm,
metody nauczania:

o dyskusja,
» metoda tekstu przewodniego,
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.



Formy zajeé:

o pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracowni komputerowej; lekcje te mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel pokazuje uczniom modele bryt, ktore sg parami podobne.

2. Nauczyciel prosi o scharakteryzowanie tych bryt, podanie cech wspolnych.
3. Nauczyciel prosi o zastanowienie si¢, jak policzy¢ objetos¢ bryt podobnych.
4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach metoda tekstu przewodniego analizujg przyktady w czesci
LPrzeczytaj

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby uczniowie otworzyli animacje 3D i wspolnie
przeanalizowali podane tam przykiady.

3. Nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie zadania pod animacjg. Uczniowie pracujg
w parach.

4. Uczniowie wspolnie omawiaja wynik.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
» Stosunek pol figur podobnych

Wskazowki metodyczne:


file:///a/D14ATWBkl

Przyktady zawarte w animacji 3D mogg postuzy¢ jako powtorzenie materiatu przed
sprawdzianem.



