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Zrédto: Kanan Khasmammadov, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W materiale omowimy, w jaki sposob naszkicowac¢ wykres funkcji kwadratowej okreslone;j
wzorem w postaci kanonicznej, a nastepnie na podstawie wzoru i wykresu funkcji
odczytamy rozne wiasnosci funkcji kwadratowe;j. Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowe;j
zapisanejwzorem w postaci kanonicznej jest Scisle powigzane z przesunigeciem wykresu
funkcji kwadratowej wzdtuz osi uktadu wspotrzednych. Wykorzystujac materiat i omoéwione
przyklady w czeSci teoretycznej, rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Sporzadzisz wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanoniczne;j.
e Rozpoznaszi odczytasz wiasnos$ci funkcji kwadratowej z jej wykresu.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

W materiale omowimy wykres oraz wtasnosci funkcji kwadratowej, gdy jest ona okreslona za
pomocg wzoru w postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)2 + g, gdzie a, p, ¢ € Roraza # 0.

Naszkicujmy wykres funkcji kwadratowej okreslonejwzorem f(z) = (z — 3)* — 2.

Ze wzoru funkcji mozemy odczytac, ze:

a = 1, zatem ramiona paraboli , ktora jest wykresem funkciji, s skierowane do gory,
wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, jest punkt o wspotrzednych
(3,-2),

osig symetrii paraboli jest prosta o rownaniu x = 3,

zbiorem warto$ci funkcji jest przedziat (—2, o),

funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, 3) i rosngca w przedziale (3, 00),

punkt przeciecia wykresu tej funkcji z osiag Y ma wspoétrzedne (0, 7).

Wrykres tej funkcji przedstawia si¢ zatem nastepujaco:

Yi
4

Wazne!

Wykres przedstawiony na rysunku mozemy otrzymac poprzez przesuniecie wykresu
funkcji okreélonejwzorem g(z) = z? o 3 jednostki w prawo wzdhuz osi X oraz 2 jednostki
w dot wzdtuz osi Y.

Naszkicujmy wykres funkcji okreslonej wzorem f(z) = —2(z + 3)° + 4.
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Ze wzoru funkcji mozemy odczytac, ze:

a = —2, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji, s skierowane do
dotu,

wierzchotkiem paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, jest punkt o wspotrzednych
(_37 4)’

osig symetrii paraboli jest prosta o rownaniu x = —3,

zbiorem warto$ci funkcji jest przedziat (—oo, 4),

funkcja jest rosnaca w przedziale (—oo, —3) i malejgca w przedziale (—3, 0o),

punkt przeciecia wykresu tej funkcji z osia Y ma wspoétrzedne (0, —14).

Wykres tej funkcji przedstawia si¢ zatem nastepujaco:

Y

Jezeli chcemy naszkicowac parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej okreslonej

wzorem w postaci kanonicznej f(z) = a(z — 10)2 + q, gdzie a, p, ¢ € Roraza # 0, to ze

wzoru funkcji warto odczyta¢ nastepujace wlasnosci:

dla a > 0 ramiona paraboli sg skierowane do gory, dla @ < 0 ramiona paraboli sa
skierowane do dotu,

dla a > 0 zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (g, 00), dla a < 0 zbiorem wartos$ci
funkciji jest przedziat (—oo, ),

wierzchotkiem wykresu funkcji f jest punkt o wspotrzednych W = (p, q),

osig symetrii wykresu funkciji f jest prosta o rownaniu « = p,

dlaa > 0 funkcja f jest malejgca w przedziale (—oo, p) oraz rosngca w przedziale

<p’ 00)7
dla a < 0 funkcja f jest rosngca w przedziale (-oo, p) oraz malejaca w przedziale (p, 00).



Wazne!

Wykres przedstawiony na rysunku mozemy otrzymac poprzez przesuniecie wykresu
funkcji okreélonejwzorem g(z) = —2z° o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi X oraz o 4

jednostki w gore wzdtuz osi Y.

Punkt przeciecia wykresu kazdej funkcji kwadratowej f z osig Y ma wspotrzedne (0, £(0)).
Przyktad 1

Dana jest funkcja kwadratowa okreélona wzorem f(z) = —3(z + 2)2 — 4. Wyznaczymy:
a) wspolrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii,

b) 0§ symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii,

c¢) przedzialy monotonicznosci tej funkcii.

Rozwigzanie:

a) Wierzchotek tej paraboli ma wspotrzedne (—2, —4).

b) Ze wzoru funkcji mozemy odczytac, ze pierwsza wspoirzedna wierzchotka paraboli,

ktora jest wykresem funkcji to p = —2, zatem osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem
tej funkcii, jest prosta o rownaniu z = —2.
c) Poniewaz a = —3, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji, sa

skierowane do dotu.
Zatem funkcja jest:

 rosngca w przedziale (—oo, —2),

» malejgca w przedziale (—2, 00).
Majac dany wykres funkcji kwadratowej, mozemy wyznaczy¢ wzor tej funkcii.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej okreslonej wzorem
f(z) = a(z — p)* +q.
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Wyznaczymy wzor tej funkcij.
Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze prosta o rownaniu £ = —2 jest osia symetrii tej paraboli, zatem p = —2.
Zbiorem warto$ci funkciji jest przedziat (—oo, —2), zatem ¢ = —2.
Wz6r funkeji mozemy zapisa¢ w postaci f(z) = a(z + 2)° — 2.
Z wykresu funkcji odczytujemy, ze nalezy do niego punkt o wspotrzednych (1, —5).
Zatem aby wyznaczy¢ wartosci wspotczynnika a, rozwigzujemy rownanie:
—5=a-(1+2)°—2,wieca=—1%.
Wzor funkcji przedstawionej na rysunku jest postaci f(z) = — 5 (z + 2)* — 2.

Jezeli mamy dane wspolrzedne punktu, ktory nalezy do wykresu funkcji kwadratowej oraz
przedzialy monotonicznosci lub rownanie osi symetrii jej wykresu, wowczas mozemy
wyznaczy¢ wzor tej funkciji.

Przyktad 3

Wykres funkcji kwadratowej okreslonej wzorem f(z) = a(z — p)2 + g spelnia
nastepujace warunki:

 do wykresu nalezy punkt o wspotrzednych (5, 1),
 o0sig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, jest prosta o rownaniu x = 3,
« zbiorem wartosci funkcii jest przedziat (—1, 00).




Wyznaczymy wzor tej funkciji.
Rozwigzanie:

Poniewaz osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, jest prosta o rownaniu
x = 3, zatem p = 3.

Jezeli zbiorem wartoéci funkcji jest przedziat (—1, 00),to g = —1.
Zatem wzor tej funkcji zapisujemy w postaci f(z) = a(z — 3)° — 1.

Poniewaz punkt o wspotrzednych (5, 1) nalezy do wykresu tej funkcji, zatem do
wyznaczenia wartoSci a rozwigzujemy rownanie:

l=a-(5-3)%-1

Zatema = %

Wzor tej funkeji zapisujemy w postaci f(z) = 4 (z — 3% — 1.
Przyktad 4

Dana jest funkcja kwadratowa okreélona wzorem f(z) = —3z* + 6z + 1.
Wyznaczymy:

a) rownanie osi symetrii wykresu tej funkcii,

b) wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkcii,
c¢) przedzialy monotonicznosci tej funkcii.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze wzOr funkcji mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:
flz)= -3z 46z +1=-3(x®—22+1)+4=-3(z— 1) +4

a) Ze wzoru funkcji mozemy odczytac, ze p = 1, zatem osig symetrii paraboli, ktora jest
wykresem tej funkciji jest prosta o rownaniu z = 1.

b) Wierzchotek paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji ma wspotrzedne (1,4).

c) Poniewaz a = —3, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji, sa
skierowane do dotu.

Funkcja jest:

 rosnaca w przedziale (—oo, 1),



» malejgca w przedziale (1, 00).
Przyktad 5
Okreglimy liczbe rozwiazan rownania f(z) = m, dlam € R, gdy f(z) = —2(z + 5)° + 3.
Rozwigzanie:

Poniewaz a = —2, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji, s skierowane
do dotu. Wspoétrzedne wierzchotka tej funkcji wynoszg (—5, 3).

Zatem rownanie f(z) = m, dlam € R ma:

 dwa rozwigzania, gdy (—o0, 3),
» jedno rozwigzanie, gdy m = 3,

e zerorozwigzan, gdy m € (3, 00).

Stownik

wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej

flz) =a(z —p)" +4q

A = b® — 4dac

parabola

wykres funkcji kwadratowej



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie. Zwré¢ uwage na wspotrzedne

wierzchotka paraboli oraz wtasnosci funkcji, ktére mozna odczytaé za pomocg wykresu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DoBluSdbq

Polecenie 2

Narysuj wykres funkcji kwadratowej okreslonej wzorem f(z) = 3(z + 2)* — 3 i okrel kilka

wiasnosci tej funkcji.


https://zpe.gov.pl/a/DoB1uSdbq

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na ponizszym rysunku przedstawiono parabole.

Ktory z podanych wzoréw opisuje te parabole?

O fla)=-%(+1)°-5
O fl)=-+(—-1)°-5
O f@)=—+—17+5

Cwiczenie 2




Cwiczenie 3

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowe;.

Yi

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Suma wspétrzednych wierzchotka paraboli wynosi (—1).

O Parabola przedstawiona na rysunku jest opisana za pomocg réwnania
1 2
f@) = Tz -2)” -1

(] Wierzchotkiem wykresu funkgcji jest punkt o wspétrzednych (2, —1).

Parabola przedstawiona na rysunku jest opisana za pomocg réwnania
1 2
fz) =L@ +2)* -1



Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykresy oznaczone odpowiednio: I i II.

Y
3
2
1 I1.y = f(z)
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 }
=4
=B
-3
4
-5

Przyporzadkuj wtasnosci do wykreséw funkcji.

Wtasnosci wykresu I:

osig symetrii wykresu jest prosta
oréwnaniuz = 3

funkcje przedstawiong na
rysunku mozna zapisac za
pomoca wzoru

flz) = —(z+3)° -2

Wtasnosci wykresu 11I:

wierzchotek wykresu ma
wspdtrzedne (3, —2)

funkcje przedstawiong na
rysunku mozna zapisa¢ za
pomoca wzoru

f(z) = (2 —3)" —2

osig symetrii wykresu jest prosta
o rownaniu r = —3.

wierzchotek wykresu ma




wspdtrzedne (—3, —2)

Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Funkcja kwadratowa jest okreslona wzorem f(z) = —3z% + 6z.

Wtedy:

- wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji, ma wspétrzedne ( b

o

4] =8]8

Cwiczenie 6

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku (2, —3), przechodzaca przez

punkt o wspdtrzednych (1, 0). Zatem:

- postac kanoniczng wzoru funkcji zapisujemy jako f(z) :‘ ’(x —2)* -3,

- 0sig symetrii tego wykresu jest prosta o réwnaniu z = ‘ ’

- zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (‘ , 00).

Cwiczenie 7 @

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie (1, 2). Wyznacz wzor
tej funkcji w postaci kanonicznej, jezeli wiadomo, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
o wspotrzednych (3, —4).



Cwiczenie 8
Zapisz wzor funkcji f(z) = —z% + = w postaci kanonicznej, a nastepnie podaj:
a. zbior wartosci,

b. przedziaty monotonicznosci tej funkcji.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres funkcji kwadratowej zapisanej w postaci kanonicznej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sporzadza wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanoniczne;j,
» rozpoznaje i odczytuje wiasnosci funkcji kwadratowejz wykresu,
» wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;



e pracaw parach;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Wykres funkcji kwadratowej zapisanej w postaci
kanonicznej’ oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczace ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj’; analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania przed calg klasg. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem w sekcji ,Aplet”, nastepnie na forum klasy
wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

4. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi; zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania zadania.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Wykres funkcji kwadratowej zapisanej w postaci kanonicznej
Wskazowki metodyczne:

e Materiat w sekcji ,Aplet” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy w zakresie wykorzystania wzoru funkcji kwadratowejw postaci kanoniczne;j.

« ,Aplet” mozna wykorzysta¢ w realizacji tematu ,,Posta¢ kanoniczna wzoru funkcji
kwadratowej.
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