Losowanie ze zwracaniem

Materiat dotyczy losowania ze zwracaniem - jednego z modeli w kombinatoryce, w ktérym
powtarzane jest takie samo pojedyncze losowanie z tego samego zbioru mozliwych wynikow.
W materiale omowimy cze$c¢ teoretyczng, rozwigzemy przyklady, a nastepnie ¢wiczenia
interaktywne.



Dziat kombinatoryka rozwinat si¢ dzieki rachunkowi prawdopodobienstwa. Ta dziedzina

nauki zajmuje sie tworzeniem odwzorowan z jednego zbioru skonczonego do drugiego, przy
czym muszg by¢ spetnione okreslone warunki. Podstawowym zadaniem tej dziedziny
matematyki jest zliczanie elementéw danego zbioru.

1. Interaktywna tre$¢ merytoryczna

2. Multimedium

3. Zestaw ¢wiczen interaktywnych

4. Stownik

Aby zrozumiec¢ poruszane w tym materiale zagadnienia, przypomnij sobie:

 definicje doswiadczenia losowego,
» sposoby okreslania liczby zdarzen elementarnych,
e regule mnozenia oraz regule dodawania do zliczania par elementéw w sytuacjach
wymagajacych rozwazenia kilku przypadkow.
Twoje cele

e Przeprowadzisz proste doSwiadczenia losowe, polegajace na losowaniu elementow ze
zwracaniem.

o Wyznaczysz liczbe wszystkich wynikow w prostej sytuacji zadaniowej, dotyczacej
losowania ze zwracaniem.
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o Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych danego doswiadczenia losowego.
o Zastosujesz zdobytg wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

W sytuacjach z zycia codziennego przeprowadzamy wiele doswiadczen, za$

w kombinatoryce mowimy o doswiadczeniach losowych.

Doswiadczenie losowe to do$wiadczenie, ktore moze by¢ powtarzane dowolnie wiele razy
w identycznych (lub zblizonych) warunkach, ktore ma kilka mozliwych wynikow i ktorego
wyniku nie daje si¢ jednoznacznie przewidzie¢. Mowimy, ze dosSwiadczenie jest losowe, gdy
ma wiecej niz jeden mozliwy wynik.

Do rozwigzania wielu zagadnien wystarcza znajomos$¢ reguty mnozenia.

Definicja: reguta mnozenia

Regula, na podstawie ktorej okresla si¢ liczbe wszystkich mozliwych wynikow
doswiadczenia losowego, polegajacego na wykonaniu po kolei n czynnosci, z ktorych
pierwsza moze zakonczy¢ sie na jeden z k; sposobow, druga - na jeden z ko sposobow,
trzecia - na jeden z k3 sposobdw i tak dalej do tej czynnosci, ktora moze zakonczy¢ si¢ na
jeden z k,, sposobow. Liczba ta jestrowna ky - ko - kg - ... - ky,.

Zatozmy, ze mamy do dyspozyciji cyfry ze zbioru {1, 3,5, 7,9}. Najpierw losujemy jedng liczbe
i ja zapisujemy, a nastepnie drugg liczba i jg tez zapisujemy. lle liczb dwucyfrowych mozemy
otrzymac z cyfr z tego zbioru, przy zalozeniu, ze cyfry mogg si¢ powtarzac?

Zauwazmy, ze jesli:

e na pierwszym miejscu mamy cyfre 1, to na drugim miejscu mozemy wybrac jedna
z pieciu cyfr {1, 3,5,7, 9},

e na pierwszym miejscu mamy cyfre 3, to na drugim miejscu mozemy wybrac jedna
z pieciu cyfr {1, 3,5,7, 9},

e napierwszym miejscu mamy cyfre 5, to na drugim miejscu mozemy wybrac jedng
z pieciu cyfr {1,3,5,7,9},

e na pierwszym miejscu mamy cyfre 7, to na drugim miejscu mozemy wybrac jedna
z pieciu cyfr {1, 3,5,7,9},

e napierwszym miejscu mamy cyfre 9, to na drugim miejscu mozemy wybrac jedng
z pieciu cyfr {1, 3,5,7,9}.
Zatem liczba mozliwych liczb dwucyfrowych, ktére mozemy otrzymac ze zbioru cyfr
{1,3,5,7,9} wynosi:
5-5=25.

W opisanym przyktadzie mamy do czynienia z losowaniem ze zwracaniem. W losowaniu ze
zwracaniem (tzw. losowaniu z powtorzeniami) wylosowany obiekt trafia z powrotem do puli
przed nastepnym powtérzeniem losowania. Wobec tego dany obiekt moze by¢ wylosowany
wielokrotnie.

Przyktadami doswiadczen losowych, ktore przedstawiajg losowanie ze zwracaniem sg np.:
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» wielokrotny rzut symetryczng szeSciennag kostka do gry, poniewaz za kazdym razem
mozna wyrzucic¢ jedng z szesciu $cian kostki,

» wielokrotny rzut symetryczng monetga, poniewaz za kazdym razem mozna wyrzucic
jedng z dwoch stron monety,

» wielokrotne losowanie kuli z pojemnika w taki sposob, ze za kazdym razem zwracamy
kule po wylosowaniu do pojemnika.

W kolejnych przyktadach omowimy kilka zastosowan losowania ze zwracaniem w réznych
doswiadczeniach losowych.
Przyktad 1

Obliczymy, ile jest mozliwych wynikow doswiadczenia polegajacego na:

a. dwukrotnym rzucie symetryczng, sze$cienng kostka do gry,
b. trzykrotnym rzucie symetryczng moneta.

Rozwigzanie:

a.Jezeli rzucamy jeden raz symetryczng, szescienng kostkg do gry, to mozemy otrzymac
jeden z szeSciu roznych wynikow: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wobec tego, liczba wszystkich
wynikow przy dwukrotnym rzucie symetryczng szeScienng kostka do gry wynosi:
6-6 = 36,

b. Jezeli rzucamy jeden raz symetryczng monetg, to mozemy otrzymac jeden z dwoch
roznych wynikow: orta lub reszke. Wobec tego, liczba wszystkich wynikow przy
trzykrotnym rzucie symetryczng monetg wynosi:
2:2.-2=8.

Przyktad 2

Obliczymy, na ile sposobow mozna rozmiescic:

a. 8 kul w 4 szufladach, przy czym kule i szuflady rozr6zniamy,
b. 4 kule w 8 szufladach, przy czym kule i szuflady rozrozniamy.

Rozwigzanie:

a. Poniewaz mamy rozmiesci¢ 8 kul w 4 szufladach, zatem kazda kula moze trafi¢ do
szuflad na 4 rézne sposoby. Wobec tego, wszystkich mozliwosci jest:
4-4-4-4-4-4-4-4= 65536,

b. Poniewaz mamy rozmiescic¢ 4 kule w 8 szufladach, zatem kazda kula moze trafi¢ do
szuflad na 8 roznych sposobow. Wobec tego wszystkich mozliwosci jest:
8-8-8-8=4096.

Przyktad 3

Szyfr do sejfu tworzymy z trzech cyfr wybranych sposréd nastepujacych:
1,2,3,4,5,6, 7, przy czym cyfry te moga si¢ powtarzac.




Obliczymy, ile jest takich szyfrow.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze na kazdym z trzech miejsc szyfru mozemy wpisac jedna z siedmiu cyfr.
Wobec tego liczba wszystkich mozliwych szyfrow jest rowna:

7-7-7=343.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest:

a. wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje cyfra zero i cyfry
mogg sie powtarzac,

b. wszystkich liczb czterocyfrowych o powtarzajacych si¢ cyfrach, jesli pierwsza cyfra
jest nieparzysta, a pozostate cyfry sa parzyste.

Rozwigzanie:

a. Poniewaz w rozpatrywanych liczbach czterocyfrowych nie wystepuje cyfra 0, zatem
wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktorych cyfry sie powtarzaja jest:
9-9-9-9 = 6561,

b. W rozpatrywanej liczbie pierwsza cyfra musi by¢ nieparzysta, zatem mozemy wybrac
jedna z 5 cyfr: 1, 3, 5, 7, 9. Nastepne trzy cyfry musza by¢ parzyste, wiec wybieramy
z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8. Poniewaz cyfry moga sie powtarzac¢, zatem takich liczb jest:
5-5-5-5=625.

Przyktad 5

Obliczymy, na ile sposobow:

a. 5 0sOb moze wysiasS¢ z windy, ktora zatrzymuje si¢ na 6 pigetrach,
b. 6 osob moze wysias¢ z windy, ktora zatrzymuje sie na 5 pietrach.

Rozwigzanie:

a. Liczba sposobow, na ktore 5 osob moze wysias¢ z windy, ktora zatrzymuje sie na 6
pietrach wynosi:
6-6-6-6-6="T776,

b. Liczba sposobow, na ktore 6 osob moze wysigs¢ z windy, ktora zatrzymuje sie na 5
pietrach wynosi:
5:5-5-5-5-5=15625.

Czasami do wyznaczenia liczby wszystkich zdarzen elementarnych uzywamy reguty
dodawania.
Przyktad 6
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Z urny, w ktorej znajduje si¢ 11 kul, w tym 6 biatych i 5 kul czarnych losujemy dwie kule ze
zwracaniem. Wyznaczymy, ile jest mozliwosci wylosowania kul o réznych kolorach.

Rozwigzanie:

Przedstawmy rozwigzanie zadania za pomoca drzewa. Niech B oznacza kule bialg, a CZ
kule czarna.

6 5 Losowanie pierwszej kuli

6 5) 6 5) Losowanie drugiej kuli

@ © @

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz losujemy dwie kule ze zwracaniem, zatem do rozwigzania zadania bierzemy
dwie mozliwosci:

I. Ze wszystkich kul wylosujemy najpierw kule biala, wrzucamy ja do puli wszystkich
i wybieramy kule czarng. Takich mozliwosci jest:
6-5=30.
II. Ze wszystkich kul wylosujemy najpierw kule czarng, wrzucamy jg do puli wszystkich
i wybieramy kule biatg. Takich mozliwosci jest:
5-6 =30.

Wobec tego, stosujgc regule dodawania, liczba wszystkich mozliwych wynikow
doswiadczenia losowego, polegajacego na wylosowaniu ze zwracaniem kul o r6znych
kolorach wynosi:

6-54+5-6 =304 30 = 60.

Przyktad 7

Z talii 52 kart losujemy ze zwracaniem dwie karty. Obliczymy, ile jest mozliwych wynikow
wybrania co najmniejjednego trefla.

Rozwigzanie:

W talii 52 kart jest 13 trefli oraz 39 kart w pozostatych kolorach. Oznaczmy przez T -
karty w kolorze trefl, a przez P - karty w pozostatych kolorach. Przedstawmy
doswiadczenie losowe za pomocg drzewa:



13 39

| wybor T P
13 39 13 39

Il wybor T P T P

Zrédto: GroMar Sp. z o.0., licencja: CC BY 3.0.

Jezeli wylosujemy dwa trefle, to liczba wynikow wynosi:
13 - 13 = 169.
Jezeli wylosujemy jednego trefla, to liczba wynikéw wynosi:
13-39+39-13 = 507 4 507 = 1014.
Wobec tego, jezeli losujemy dwie karty ze zwracaniem i mamy wybra¢ co najmniejjednego
trefla, to liczba wszystkich mozliwych wynikow wynosi:
169 + 1014 = 1183.
Miejsce na Twoje notatki

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapoznaj si¢ z ponizszg animacja, dotyczgca losowania ze zwracaniem.



LOSOWANIE ZE ZWRACANIEM

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1EiFxk3CMHaT
Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Animacja dotyczgca losowania ze zwracaniem.

Polecenie 1

Oblicz, ile jest wynikéw doswiadczenia losowego, ktdre polega na rzucie dwa razy symetryczna
szescienng kostka do gry, a nastepnie rzucie dwa razy symetryczng moneta.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/R1EiFxk3CMHaT

Polecenie 2

Oblicz, ile jest wynikéw doswiadczenia losowego, ktore polega na:

a. czterokrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry,

b. sze$ciokrotnym rzucie symetryczng moneta.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.
Polecenie 3

Oblicz, ile jest wynikéw doswiadczenia losowego, ktdre polega na rzucie jeden raz symetryczna
moneta, a nastepnie rzucie trzy razy symetryczng o$mioscienng kostka do gry.

Zrédto: GroMar Sp. zo.0., licencja: CC BY 3.0.

Zestaw ¢wiczen interaktywnych
Cwiczenie 1

lle czteroliterowych kodéw mozna otrzymac z 26 liter alfabetu, jezeli litery mogg sie
powtarzac¢? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 4-26
O 26*

O 426

Zrodto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 2

Potacz w pary doswiadczenie losowe z liczbg wszystkich wynikow tego doswiadczenia.

rzut dwa razy monetg i szeScienng

kostka do gry $

rzut pie¢ razy monetg 24

rzut monetg i czworoscienng kostka do 39
gry

rzut dwa razy szescienng kostka do gry 79

oraz monetg

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

Zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

0 Jezeli rzucamy dwukrotnie symetryczna szescienng kostka do gry, a nastepnie
monety, to liczba wszystkich wynikéw doswiadczenia jest rowna 36.

Jezeli rzucamy trzykrotnie symetryczng czworoscienng kostka do gry, to liczba
wszystkich wynikéw doswiadczenia jest rowna 64.

0 Jezeli rzucamy dwukrotnie symetryczng szeScienna kostka do gry, to liczba
wszystkich wynikéw doswiadczenia jest rowna 12.

0 Jezeli rzucamy czterokrotnie symetryczng monetg, to liczba wszystkich wynikéw
doswiadczenia jest réwna 16.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Mamy do dyspozycji cyfry 3, 4, 5, 6. Budujemy z tych cyfr liczby, w ktérych cyfry moga sie

powtarzaé. Zatem:

______________

,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,

\512] 256] 1024 64”128]

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Czterocyfrowych numeréw PIN, w ktérych cyfry moga sie powtarzac jest‘

Szescioliterowych wyrazow (majacych sens lub nie), w ktorych litery moga sie powtarzac

i mozna je utworzy¢ z liter A, B, C jest ’

Trzycyfrowych liczb utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest‘ ’

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6

Uporzadkuj rosnaco liczby, ktére sg rozwigzaniami ponizszych zadan.

Rozwiazujesz test sktadajacy sie z 10 pytan. Zakreslasz jedna z trzech odpowiedzi. Na
ile sposobéw mozesz rozwigzac caty test?

Rozwigzujesz test sktadajacy sie z 8 pytan. Zakreslasz jedng z czterech odpowiedzi.
Na ile sposobdéw mozesz rozwigzac caty test?

Rozwigzujesz test sktadajacy sie z 12 pytan. Zakreslasz jedng z dwéch odpowiedzi.
Na ile sposobdw mozesz rozwigzac caty test?

Zrodto: GroMar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Cwiczenie 7

Oblicz, ktérych liczb jest wiece;j:

a. trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja cyfry 1, 3, 5, 7, czy czterocyfrowych,
w ktérych zapisie wystepuja cyfry 5, 7, 9,

b. czterocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja cyfry 1, 3, 5, 7, 9, czy pieciocyfrowych,
w ktérych zapisie wystepuja cyfry 2, 4, 6, 8.

Zrédto: GroMar Sp. zo.0., licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 8

Kamil zapomniat trzech ostatnich cyfr dziewieciocyfrowego numeru telefonu komérkowego. lle
maksymalnie préb musi wykona¢ aby poda¢ poprawny numer, jezeli wie, ze byty to cyfry
parzyste?

Zrédto: GroMar Sp. z o.0., licencja: CC BY 3.0.
Stownik
kombinatoryka

dzial matematyki, zajmujacy sie zbiorami skonczonymi oraz odwzorowaniami miedzy nimi
doswiadczenie losowe

procedura, ktdorag mozna powtarza¢ wielokrotnie, majgca okreslony zbior wynikow
reguta dodawania

przy wyborze pewnego elementu z dwoch zbioréw, z ktorych pierwszy ma m elementow,
a drugi n elementow oraz zaden element nie jest wspolny dla obu tych zbioroéw, mozna to

zrobi¢ na m + n sposobow
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