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W tejlekcji skupimy sie na zastosowaniu miary lukowej do opisywania rozwartosci katow ze
szczegolnym uwzglednieniem wielokatow foremnych. Przypomnimy niektore zaleznosci

i wlasnosci wielokatow zwigzane z katami. Miara tukowa ma wiele zalet, ktore zdecydowaty
o tym, ze stosuje si¢ ja w trygonometrii i analizie matematycznej, ale ze wzgledow
historycznych w geometrii nadal uzywamy miary stopniowej, ktora pochodzi od
Babilonczykow (1800-1600 lat p.n.e). W Babilonii obowigzywat system sze$c¢dziesigtkowy, co
zapewne miato tez wptyw na podzial kata pelnego na 360 = 6 - 60 rownych czesci
zwanych stopniami. Kazdy ze stopni podzielono z kolei na 60 minut, a kazdg z minut na 60
sekund. Prostota tego systemu sprawia, ze bez wigkszych problemow stosujemy go dzi$ nie
tylko w geometrii. Jednak na pewnym etapie nauki matematyki dojdziesz do wniosku, ze
miara tukowa jest duzo bardziej uzyteczna.

Twoje cele

o Wyznaczysz miary tukowe katow opisanych miarg stopniowa.
o Wyznaczysz miary stopniowe katow opisanych miarg tukowa.

o Wyznaczysz miary lukowe katow w wielokatach foremnych.



Przeczytaj

Przypomnijmy, ze wielokat foremny to taki wielokat, w ktorym wszystkie katy wewnetrzne
majg rowne miary i wszystkie boki majg rowne dtugosci. Ponadto na kazdym wielokacie
foremnym mozemy opisa¢ okrag - jego srodek znajduje si¢ w punkcie przecigcia
symetralnych bokéw. Srodek okregu opisanego na wielokgcie foremnym jest $rodkiem
ciezkosci (barycentrum) tego wielokata. Jest tez Srodkiem symetrii gwiazdzistej (obrotowej)

tej figury.

Przypomnijmy rowniez, ze kat potpelny ma 180" w mierze stopnioweji 7 radianow

w mierze tukowej. Miary dowolnych katow mozna przelicza¢ z jednej miary na drugg
rozwiazujac proporcje (o oznacza miare stopniowa kata, x oznacza miare tukowa tego
samego kata)

T < 180°,

T < o

lub skorzysta¢ z wynikajgcych z niej wzorow
a-m=180" -z,

_ 180° . _ .
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Rozwazmy teraz wielokat foremny o n bokach (n € N, n > 3). Woéwczas miara srodkowego
kata o opartego na cieciwie bedgcejbokiem wielokata to %00 lub % [rad].

Przyktad 1

Miara kata srodkowego opartego na boku pieciokata foremnego wpisanego w dany okrag

jest rowna % radianow.

Miare kata wewnetrznego n-kata foremnego mozemy obliczy¢, korzystajgc z sumy miar
katéow wewnetrznych trojkata. Suma miar katow wewnetrznych trojkata AK B jest rowna
180° lub 7r[rad].
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Zatem

2,), —180° —a = 180° — 360° __ 180°-n—360"

n n

lub w mierze tukowe;j

2y=mm—a=m— % — 77‘”7:277 = W(nn_z) [rad].

Miare kata wewnetrznego mozna tez wyznaczy¢ korzystajac ze znanego wzoru na sume
miar katow wewnetrznych wielokgta. Wzor orzeka, ze suma miar katow wewnetrznych n-
kata jest rowna 180° (n — 2) lub 7(n — 2)[rad]. Poniewaz w wielokacie foremnym wszystkie
katy wewnetrzne sa przystajace, wiec miare jednego z nich otrzymamy po podzieleniu
sumy miar wszystkich katow przezich liczbe

180°$ln—2) lub 7r(nn—2) [rad].

Przyktad 2

Obliczymy na dwa sposoby miare kata miedzy bokami osSmiokgta foremnego:




a) Kat srodkowy oparty na boku o$miokata wpisanego w dany okrag ma miare 28—” =7

Miara kata przy podstawie trojkgta rownoramiennego ABI utworzonego przez dwa

s

Z), za$ miara

promienie okregu oraz bok osmiokgta wen wpisanego jest rowna - - (7r —
s

kata miedzy bokami o$miokata to 2 - % . (7r — Z) = % radianow.

b) Ze wzoru na sume .S miar kgtow wewnetrznych n - kata wypuktego S = (n — 2) -,

obliczamy, ze suma miar kgtow wewnetrznych osmiokata jest rowna (8 — 2) - m = 6.

Zatem miara jednego kata wewnetrznego oSmiokgta foremnego to % = % radianow.

Miara kata wpisanego opartego na cieciwie bedacejbokiem wielokata jest rowna potowie
miary kata srodkowego, wiec

360° 180° 2
=g =% =" =5 =14 = lrad]
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Przyktad 3

Miara kata wpisanego w okrag opisany na pieciokacie foremnym opartego na boku tego

. . 1 2 T . ,
pigciokgta to 5 - £~ = ¢ radianow.

Aby wyznaczy¢ miare kata zewnetrznego wielokata foremnego, wystarczy od miary kata
polpelnego odja¢ miare kata wewnetrznego tego wielokata:

§—180° — 180°-n—360" _ 180°-n—(180°-n—360") _ 360°

n n n

lub

_ m(n—2) _ mp—mnt2r 2m
d=mm— === = = < [rad].



Ten sam wynik mozna uzyskac korzystajgc z faktu, ze suma miar wszystkich katow
zewnetrznych dowolnego n-kata jest rowna 720°, czyli 47. Poniewaz wszystkie katy
zewnetrzne wielokgta foremnego sg przystajgce, wiec miare jednego z nich mozemy
wyznaczy¢ dzielagc sume miar wszystkich przez ich liczbe

__ 720" __ 360° _ 4w _ 27w

Przyktad 4

Aby obliczy¢ miare kata zewnetrznego oSmiokata foremnego, wystarczy od miary kata
polpeilnego odja¢ miare kata wewnetrznego. W przykladzie 2 obliczyliSmy, ze miara kata
wewnetrznego osmiokata foremnego ma miare %, zatem miara kata wewnetrznego to

T — % = % radianow.

Stownik
symetria obrotowa (gwiazdzista)

przeksztalcenie plaszczyzny, w ktorym obrazem dowolnego punktu X jest taki punkt X,
ktory powstaje w wyniku obrotu punktu X wokét ustalonego punktu S ptaszczyzny
o ustalony kat

kat sSrodkowy

kat o wierzchotku w srodku danego okregu

kat wpisany w okrag

kat, ktorego wierzchotek znajduje si¢ na okregu, zas ramiona przecinajg ten okrag



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj wzory zawarte w ponizszej galerii zdje¢ interaktywnych.

Polecenie 2

Na podstawie informacji zawartych w powyzszej galerii rozwigz test. Wskaz wszystkie
poprawne odpowiedzi.

Miara kata
wewnetrznego
pewnego n-
kata foremnego
jest réwna %.

Woéwczas:

n=10 O
n=8 ()

n=5 ()

Miara kata
zewnetrznego
pewnego n-
kata foremnego
jestréwna .
Woéwczas:

n=8 ()
n=16 ()

nie mozna

wyznaczy¢ ()
n

Pole Pole
dwunastokata dwunastokata Pole
foremnego foremnego dwunastokata
wpisanego opisanego na foremnego
w okrag okregu o boku dtugosci
o promieniu 1 | o promieniu 0,5 1 jest réwne:
jest rowne: jest rowne:

3v3 O
6 O

V3 O
3(2 . x/§) O

3(2+\/§) O
3v3 O

3 O 6(2—\/5) O 3(2—x/§) O



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @
Cwiczenie 3 @

Na boku AB kwadratu ABC'D budujemy trojkat rownoboczny ABE. Wyznacz miare kata
DEC'. Rozwaz dwa przypadki. Odpowiedz podaj w mierze tukowe;.

Cwiczenie 4 @

Wyznacz miary wszystkich mozliwych katow miedzy przekatnymi pieciokata foremnego.
Odpowiedz podaj w mierze tukowej.




Cwiczenie 5
Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Pytania

Kat miedzy przekatnymi pieciokata foremnego moze mie¢ miare
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Kat miedzy przekatnymi szesciokata foremnego moze miec¢ miare

[ | ox | wofn
0 gg

Kat miedzy przekatnymi siedmiokata foremnego moze mie¢ miare
4
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Kat miedzy przekatnymi wychodzacymi z tego samego wierzchotka o$miokata foremnego
moze mie¢ miare
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Cwiczenie 6 @

a) Oblicz pole osmiokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 2.
b) Oblicz pole o$miokata foremnego o boku 2.



Cwiczenie 7

Maébwimy, Ze figura F’ jest obrotowosymetryczna, jesli istnieje taki punkt .S, ze obraz F” figury
F przez obrét (w dowolng strone) o kat o mierze mniejszej niz 360° wokdt punktu S pokrywa
sie z figurg F'. Rozstrzygnij, czy podane wielokaty foremne sg srodkowosymetryczne. Czy s3
obrotowosymetryczne? Zaznacz TAK lub NIE.

Wielokat Czy jest Czy jest Czy jest
foremérpdkowosymetryczny? obrotowosymetryczny? osiowosymetryczny?
Trojkat . . .
r6wnoboczny Tak () Nie () Tak O Nie () Tak O Nie (O
Kwadrat Tak (O Nie () Tak O Nie () Tak O Nie ()
Pieciokat . . .
foremny Tak (O Nie () Tak O Nie () Tak O Nie ()
Szesciokat . . .
foremny Tak (O Nie () Tak O Nie () Tak (O Nie ()
Siedmiokat . . .
foremny Tak () Nie () Tak O Nie () Tak O Nie (O
Osmiokat |l ) I Nie O Tk O | Nie O | Tak O | Nie O
foremny
99-kat Tak (O Nie () Tak O Nie () Tak (O Nie ()
foremny
100-kat Tak () Nie () Tak O Nie (O Tak O Nie (O

foremny



Cwiczenie 8

Uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby otrzymaé wyprowadzenie wzoru na pole n-kata

foremnego o boku a.

2

Zapiszmy powyzsze wyrazenie nieco inaczej: Py = “T .

1—cos

sin 2=
n

o7
n

Po zastosowaniu wzoréw na sinus i kosinus katow podwadjnych mamy:

(12:R2—i—R2—2R-Rcos271—7r

a’? = 2R2(1 — Ccos 2”)

n

Po podstawieniu wyrazenia na R? do wzoru na pole tréjkata otrzymujemy:

2

2 a
R = 2(17cos%)
_a ) ZSin%cos%
Pa=% 1—(1—2sin’ L)

Py=+R*-sinZt

Teraz skorzystamy ze wzoru, ktéry orzeka, ze pole tréjkata jest rowne potowie
iloczynu jego dwoéch bokdw i sinusa kata zawartego miedzy nimi:

s

s s s
p :a_2.2smncosn :a_z'cosn :a_zctg1
A 4 o gin? & 4 " sinZ 4 n

n

Poniewaz n-kat foremny sktada sie z n takich trojkatéow, jego pole mozemy policzy¢

Ze WzZoru:

Najpierw wyznaczymy promien R okregu opisanego na rozwazanym n-kacie

foremnym.
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O

214

114

114

O

O

O

O

O

214

114

112

214



Po przeksztatceniach ostatniego wyrazenia otrzymujemy wzér na pole tréjkata
W najprostszej postaci:

Z powyzszej rownosci wyznaczamy R?:

W tym celu zastosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata rownoramiennego
o bokach R, R, a i kacie miedzy ramionami o mierze rownej 271—”:

Cwiczenie 9

Potacz w pary wielokaty foremne z ich polami.

o$miokat foremny o boku 1 P=5ctg ¢
pieciokat foremny o boku 2 P=3 (2 + \/§)
siedmiokat foremny o boku 2 P =643
szeSciokat foremny o boku 2 P=2 (1 — \/5)

dwunastokat foremny o boku 1 P="7Tctg -
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O
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Dla nauczyciela

Autor: Marzena Kwasniewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Miara lukowa katow w wielokatach foremnych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1. stosuje miare tukowa, zamienia miare lukowg kata na stopniowg i odwrotnie;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza miary tukowe katow opisanych miarg stopniowg,
e wyznacza miary stopniowe katow opisanych miarg tukowsg,
e wyznacza miary tukowe katow w wielokatach foremnych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

o dyskusja;

e rOzZmMOWa nauczajagca w oparciu o tresci zawarte w Samouczku i ¢wiczenia
interaktywne.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: ,Miara tukowa katow
w wielokgtach foremnych”.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$s wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na trzy grupy. Uczniowie na przemian odpowiadaja na
pytania zapisana wczesniej. Grupa, ktora odpowie bezblednie na najwigkszg liczbe
pytan wygrywa rywalizacje i moze zosta¢ nagrodzona ocena.

2. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytal polecenie numer 1 z sekcji ,Galeria
zdje¢ interaktywnych”. Uczniowie zapoznajg si¢ z materialem i zapisujg ewentualne
problemy z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego
treS¢ wspolnie wyjasniajgc zaistniate watpliwosci.

3. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

4. W kolejnym kroku uczniowie realizujag w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
poréwnujg otrzymane wyniki z inng para.

5. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajq si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Zwiazek miedzy miarg tukowg a stopniowg
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzystac¢ jako materiat
stuzacy powtorzeniu materialu w temacie ,Miara tukowa katow w wielokatach
foremnych”.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DK9z6X5f7

