Nierownosc opisujgca koto
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Zrédto: Jeremy Perkins, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Nie wiadomo kto i kiedy wynalazt koto. Ale juz okoto roku 3500 p.n.e. uzywano ich
w Mezopotamii jako kot garncarskich i do transportu.

Wspbtczesne koto garncarskie

Zrédto: Taylor Heery, dostepny w internecie: www.unsplash.com.



Oprocz szeregu niezastgpionych zastosowan praktycznych koto jest rowniez bardzo
ciekawym obiektem matematycznym. Tym razem bedziemy zajmowac si¢ kotami
umieszczonymi w kartezjanskim ukladzie wspotrzednych. W tym materiale omowimy
nierownos¢ opisujacg koto.

Twoje cele

» Poznasz definicje kota.
» Dowiesz sig, jak sprawdzi¢, czy dany punkt lezy wewnatrz kota.

» Zastosujesz nierownos¢ opisujacg koto do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Definicja: koto

Kotem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow P plaszczyzny,
ktorych odlegtos¢ od punktu O jest mniejsza lub rowna r.

Punkt P nalezy do kota o srodku w punkcie O = (a, b) i promieniu r wtedy i tylko wtedy,
gdy spetniona jest nierowno$¢ |OP| < r.

Powyzszy warunek mozemy zapisa¢ nastepujgco: \/ (z —a)® + (y — b)*> < r, co prowadzi
do nieréwnosci (z — a)? + (y — b)? < 72 przedstawiajacej koto o srodku w punkcie
O = (a,b) i promieniu r.

Przyktad 1

Nierownos¢ z2 + (y — 1)? < 4 przedstawia koto o $rodku w punkcie (0,1) i promieniu 2
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Przyktad 2
Znajdziemy $rodek i promien kota danego nieréwnoscig 2 + y? — 4z — 4y — 8 < 0.
Rozwigzanie:

Aby wyznaczy¢ promien i wspolrzedne Srodka kota sprowadzimy powyzszg nierownos¢
do postaci: (z — a)* + (y — b)* < r2,




W tym celu przeksztalcamy lewq strone nieréwnosci wykorzystujac wzory skroconego
mnozenia:

w2—|—y2—4:c—4y—8:(:c2—2-2x+4)—4—|—(y2—2-2y+4)—4—8:
=(z—2)°+(y—2)°—-16<0.

Otrzymujemy nieréwnos¢ opisujaca koto w postaci: (z — 2)* + (y — 2)* < 16.

Mozemy teraz odczytac, ze nieréowno$¢ z2 + y? — 4z — 4y — 8 < 0 przedstawia koto
o $rodku O = (2,2) i promieniu 4.

Przyktad 3

Sprawdzimy, czy nierOwnosci:
Azl +yP—z—y<0

b)xz? +9? + 122 — 2y +49 < 0
opisuja koto.

Rozwigzanie:

Musimy sprawdzi¢, czy te nierbwnosci mozna sprowadzi¢ do postaci
(z — a)? + (y — b)? < r? zwanej postacia kanoniczna.

a) Sprawdzmy pierwsza nieréwnos¢: z° + > —z —y < 0.
Zacznijmy od rozwazenia réwnowaznej postaci: z2 — z +y? — y < 0:

Bedziemy przeksztalca¢ rownowaznie nieré6wnosci by ostatecznie sprowadzic je do
postaci kanonicznej. z* — 2 - % z+y’ —2- %y <0
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Tym samym nieréwnoé¢ z2 + y> — z — y < 0 opisuje koto o érodku (%, %)1 promieniu
V2
2

b) Sprawdzmy druga nier6wnosc:

x? + 1 + 12z — 2y + 49 < 0.
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Podobnie jak poprzednio bedziemy dazy¢ do postaci kanonicznej, w tym celu
przeksztatcimy nieréwnoéci rownowaznie: 2 + 12z + y* — 2y +49 < 0

(z+6)°—36+(@y—1)°—1+49<0
(x+6)*+ (y—1)* < —12

Liczba —12 nie jest kwadratem zadnej liczby rzeczywistej, wigc nierownos¢
z? + y? — 4z — 4y — 8 < 0 nie przedstawia kota.

Wniosek:

Nierowno$¢ z2 + y? — 2azx — 2by + ¢ < 0 przedstawia koto wtedy i tylko wtedy, gdy
2 p2 - ot T 7 72 , .
a® 4+ b* — ¢ > 0, promieniem tego kota jest liczba v a? 4 b2 — c a srodkiem punkt (a, b).

Dowdd: Nierownoéé z2 + y? — 2ax — 2by + ¢ < 0 mozemy zapisa¢ rownowaznie jako
(:v—a)2 —a®+ (y—b)2 — b +c< 0, czyli (az—a)z + (y—b)2 < a4+ b —c Jestto
posta¢ kanoniczna réwnania okregu o promieniu 7 i Srodku w punkcie (a, b), gdy

r?2 = a® + b? — c. Stad warunek a? + b?> — ¢ > 0.

Przyktad 4
Zbadamy, czy punkt P = (—1, 0) lezy wewnatrz kota (z — 1)? + (y + 3)? < 5.
Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy wspolrzedne punktu P spelniaja nierownos¢ kota:
(z—1)>+(y+3)* <5.

Podstawiajac wspotrzedne do lewej stony nierownosci kota otrzymujemy:
(-1-1)2+(0+3)2=44+9>5

Zatem punkt P nie nalezy do kota danego nieréwnoscig (z — 1)? + (y + 3)? < 5.
Przedstawmy te sytuacje w uktadzie wspolrzednych:

Z postaci kanonicznej odczytujemy, ze przedstawia ona koto o srodku w punkcie
O = (1,—3) i promieniu r = v/5.
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Przyktad 5

Dany jest prostokat ABCD o wierzchotkach A = (1,1), B= (7,1),C = (7,5) i

D = (1,5). Wyznaczymy minimalny promien kota, o srodku umieszczonym w $rodku
boku AB, aby w cato$ci koto zakryto ten prostokat. Napiszemy nieréwnosc¢ opisujacg to
koto.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez O $rodek odcinka AB. Niech zatem O = (z,,y,), gdzie z, = £4°L,
_ Yatys

Yo = —5

Po podstawieniu wspotrzednych otrzymujemy: zg = 24322 = LT — 4

_ o yatys __ 14+1 __
Yo="5 =5 =1L
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Zauwazmy, ze minimalny promien kota powinien by¢ rowny dtugoséci odcinka OC.
Dlugos¢ odcinka OC obliczymy ze wzoru na odlegto$¢ dwoch punktow A = (z1,y1) i

B = (z3,92): AB‘ = \/(CE2 - 371)2 + (y2 — y1)2-

W naszym przypadku, r = |OC|,C = (7,5)i O = (4, 1).

r= ‘OC" = \/(7—4)2+(5— 1)° = V32 +42 = /25 =5,
Nierowno$¢ opisujaca koto ma zatem postaé: (z — 4) 4 (y — 1) < 25.

YA
6

5




| Minimalny promien kota o $rodku w punkcie O = (4, 1) wynosi 5.

Stownik
koto o srodku O i promieniu r

kotem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny,
ktorych odlegtos¢ od punktu O jest mniejsza lub rowna r



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca nierdwnos$¢ opisujacag koto, a nastepnie rozwiaz zadania
i sprawdz odpowiedzi.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DpHsSRF]]

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcejnieréwnosci opisujacej koto.

Polecenie 2
Sprawdz, czy punkt P = (—3, 5) lezy wewnatrz kota (z — 4)” + 32 < 16.
Polecenie 3

Oblicz pole figury utworzonej z punktow, ktérych wspotrzednie spetniajg podwodjng
nieréwnosé: 5 < z2 + 32 — 4z < 12,



https://zpe.gov.pl/a/DpHsSRF1j

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Nieréwnosc¢ (x + 2)2 + y2 < 5 opisuje koto o $rodku w punkcie S' i promieniu r, gdy:

O S=(-2,0),r=5
O S:(2a0)’r:\/g
O S§=(2,0),r=5

O 8=(-2,0.r=+5

Cwiczenie 2

Dobierz nieréwnosc¢ opisujaca koto do srodka i promienia tego kota.

(z+5)7°+(@y—17)° <64 S=(-5"7r=38
(z+5)°+(@y—T7)%<8 S=(5,-7),r=28
(x—5)72+ (y+7)° <64 S=(5-7),r=2V2

(z—5)°+(y+7)°<8 S=(=57),r=2V2



Cwiczenie 3

Woybierz nieréwnosci opisujace koto.

() 22 4+9* -4z +6y+7<0
() 224+ —42+7<0
() 224+ y*+4x—6y+9<0

() 224+ +42+7<0

Cwiczenie 4

Nieréwnoéc 2 + y2 + 4z — 6y + 9 < 0 opisuje koto. W puste miejsca wstaw odpowiednie
liczby.




Cwiczenie 5

Dane jest koto opisane nieréwnoscia (z + 1)2 + (y — 3)2 < 7. Wsrdd ponizszych punktéw
wskaz te, ktore nalezg do tego kota.
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Cwiczenie 6

Dane jest koto opisane nieréwnoscia 22 + 2 + 10z — 2y — 143 < 0. Ocen prawdziwo$é
ponizszych zdan.

Prawda Fatsz

O O

Punkt P = (7, —4) nalezy
do tego okregu.

Punkt QQ = (—9, —12) lezy
na zewnatrz tego okregu.

Punkt (\/B, 11 + \/§)Ie2y

wewnatrz tego okregu.

O O



Cwiczenie 7 @

Dany jest prostokat ABCD o wierzchotkach A = (-2 ,-3),B=(3,-3),C = (3,13) i
D = (—2,13). Na odcinku BC umieszczamy punkt S w taki sposéb, ze |C'S| = +|BS|.
Punkt S jest Srodkiem kota, ktére w catosci zakrywa ten prostokat. Wybierz zdania
prawdziwe.

Minimalny promien tego kota wynosi 13.

Takie koto mozna opisac nieréwnoscia (z — 3)? + (y — 9)* < 169.

O 0O O

Takie koto mozna opisa¢ nieréwnoscia 2 + y?> — 6z — 2y + 9 — 159 < 0.

(] Srodkiem tego kota jest punkt S = (3,1).

Cwiczenie 8 O

Pole figury utworzonej z punktow, ktérych wspoétrzednie spetniajg podwojng nierdwnosc
75 < 2?2 + 3 + 8z + 6y < 200 wynosi:
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Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: matematyka
Temat: Niero6wnos$c¢ opisujgca koto.

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:

Zakres podstawowy:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej
Uczen:

3) oblicza odleglos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych,;
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (z — b)* = 2.
Zakres rozszerzony:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej
Uczen:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
uczen:

» zna definicje kota,
» potrafi poda¢ wspotrzedne Srodka kota i jego promien korzystajgc z nieréwnosci kota,
 planuje czynnoSci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia Srodka kota i jego promienia,



» zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami,

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem animacji i cCwiczen interaktywnych,
» pokaz multimedialny,
e rozwigzywanie zadan pod kontrolg nauczyciela.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach,
e praca catego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
o tablica interaktywna/rzutnik multimedialny,
e e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

e uczniowie przypominajg rownanie okregu,
e uczniowie podaja metody wyznaczenia Srodka okregu i jego promienia,
e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

e nauczyciel poleca przeanalizowanie przyktadow zawartych w sekcji Przeczytaj,

e uczniowie w parach analizujg przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj,

» nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek,

e uczniowie ogladajg animacje i omawiajg ja wraz z nauczycielem, nastepne samodzielnie
rozwigzuja zadania pod nig,

« uczniowie indywidualnie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez
nauczyciela, wspolnie omawiajg odpowiedzi.



Faza podsumowujaca:
» uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien,
e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane
na lekciji.

Materialy pomocnicze:
Okrag i koto

Okrag

Koto

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ animaciji jako prace witasng przed lekcja.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DCel9bHZU
https://epodreczniki.pl/a/kola-i-okregi/DPkdOsPJ5
https://epodreczniki.pl/a/pole-kola/D10GPXtio

