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Zrédto: Michael Gaida, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Atomium to budynek znajdujacy si¢ w Brukseli. Przedstawia on powigkszony okoto 165
miliardow razy model krysztatlu zelaza. Dziewigc¢ kul “nasladujacych” atomy umieszczonych
jest w wierzchotkach szeScianu i na przecieciu jego przekatnych. Polgczono je za pomocg
rur, w ktorych znajduja si¢ ruchome schody. Wewnatrz “atomoéw” znajduja sie restauracje

i punkty widokowe. Jak z matematycznego punktu widzenia nazywaja si¢ elementy tej
wspaniatej budowli?

Atomium, Bruksela



Zrédto: Atomium, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Twoje cele

» Nazwiesz odcinki graniastostupa prawidlowego czworokatnego.

o Wykorzystasz zaleznosci pomiedzy odcinkami w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym.

» Wyznaczysz miary katow w graniastostupie prawidtowym czworokatnym.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne oraz wiasnosci trojkgtow prostokatnych do
obliczania dtugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidiowym

czworokatnym.



Przeczytaj

Definicja: przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Przekatng graniastostupa prawidtowego czworokatnego nazywamy odcinek taczacy dwa
jego wierzchotki, ktory nie jest zawarty w zadnej $cianie graniastostupa.

przekatna
graniastostupa

Definicja: przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Przekatng Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokatnego nazywamy
odcinek taczacy dwa przeciwlegle wierzchotki Sciany bocznej. Jej dlugos¢ wynika
z twierdzenia Pitagorasa, poniewaz trojkat utworzony przez krawedz podstawy, krawedz
boczng i przekatng jest prostokgtny. Diugo$¢ przekgtnej Sciany bocznej wynosi va? + b2,

przekatna
Sciany bocznej

\




Definicja: przekatna podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego

Przekatna podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego to odcinek tgczacy

dwa przeciwlegle wierzchotki podstawy. Jej dlugos¢ wynika z twierdzenia Pitagorasa,

poniewaz trojkat utworzony przez krawedzie podstawy i jej przekatna jest prostokatny.
Dhugoé¢ przekatnej podstawy wynosi av/ 2.

przekatna
podstawy

Przyktad 1

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosc a, zas
krawedZ boczna jest dlugosci b. Wykazemy, ze przekatna tego graniastostupa ma diugos¢

d = Vb2 4+ 2a?.

Rozwigzanie:



javascript:void(0);

Niech d oznacza dlugo$¢ przekatnej graniastostupa, d, bedzie dlugoscia przekatne;j
podstawy.

Wowcezas dp = av/ 2.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa, otrzymujemy: d> = dp2 + b%, nastepnie po podstawieniu
za d, = a/2 otrzymujemy d? = 2a® + b%, zatem d = v/b? + 2a2.

Przyktad 2

Obliczymy dtugos$¢ wysokosci graniastostupa prawidlowego czworokatnego o krawedzi
podstawy dlugosci 6, jesli sinus kata miedzy przekatng Sciany boczneja krawedzig

- . 3V13
podstawy jest rowny —3z=.
Rozwigzanie:

Przyjmimy oznaczenia jak na rysunku:

o bv13
A T,CO da_]e.ds = —3 -

Skoro sin a = 31—\/31_3,to: b _ 3V/13

Z twierdzenia Pitagorasa:
2
2 2 _ (bV/13
62 + b2 = (T) .
2 _ 13p?
36 +0° = =5—

4
5 = 36
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b> =81,astad:b =19
Przyktad 3

Przekatna d graniastostupa prawidlowego czworokatnego o dtugosci b tworzy
z krawedzig podstawy kat, dla ktorego tga = %. Obliczymy dlugos¢ wysokosci tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:

Rozwazmy graniastostup prawidtowy czworokatny przedstawiony na rysunku.

C

Trojkat ABC” jest prostokatny, zatem mamy tga = — = %, stad a = %c.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy d? = a? + ¢?, a podstawiajgc zaleznoé¢
a= %c otrzymujemy d = %c, zatemc = 4,a = 3.

Mozemy obliczy¢ dugosé wysokosci. Mamy h = v/¢2 — a2.
Podstawiajac wyliczone wczeéniejwartosci otrzymujemy b = /16 — 9 = /7.
Przyktad 4

Kat miedzy przekatnymi sgsiednich Scian bocznych graniastostupa prawidtowego
czworokatnego ma miare 30°. Wyznaczymy dtugos$¢ krawedzi podstawy tego
graniastostupa, jesli przekatna Sciany bocznej ma dtugosc 8.

Rozwigzanie:



Rozwazmy graniastostup prawidtowy czworokatny przedstawiony na rysunku.

Dl a Cl

b
8 cm
-C
a

Trojkat AC D, jest rownoramienny (ramiona AD; i C' D, sg przekatnymi Scian bocznych),
zatem miary katow <<D; AC' i <D,C A wynosza 75°.

Wyznaczymy dlugosc¢ przekatnej podstawy tego graniastostupa. Z twierdzenia sinusow:

8 d

P
sin 75° ~  sin 30°

dy-sin 75" =8 - +

Obliczymy warto$¢ sin 75° korzystajac ze wzoru na sinus sumy katow:

sin 75° = sin (30° +45°) = sin 30° - cos 45° + sin 45° - cos 30° = 246
Zatem:

16(VE-v2) _
dP:@:ﬁfﬁ: 1 :4<¢6_‘/§)

Oczywiscie: d, = av/2, stad:

V6—v2
Przyktad 5

Obliczymy cosinus kata ostrego, jaki tworzg przekatne graniastostupa prawidlowego
czworokatnego, jesli stosunek dlugosci krawedzi bocznej do krawedzi podstawy wynosi



3 : 2
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunkach:

(dp)” = (22)" + (32)",

zatem: d), = z4/13.

Wyznaczymy teraz dtugo$¢ odcinka A’C"
|A°C| = V1322 + 4% = V17

Z twierdzenia cosinusow w tréjkacie A’SD’:

(2z)* =2- (mﬁ) -2 <x‘/_7) - COS @

%aﬂ .cosa = %ﬁ — 42
17 2 9 2
5 COS @ = 5(1}'
_ 9
cosa = 7=
Stownik

graniastostup prawidtowy czworokatny

Wyznaczymy dlugos¢ przekatnej Sciany boczne;:

Al

o]fe)

2%



graniastostup prosty, ktérego podstawg jest kwadrat
twierdzenie Pitagorasa

w dowolnym tréjkgcie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugos$ci przeciwprostokatnej tego trojkata



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj polecenie zamieszczone pod
nia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D45gt7mj4


https://zpe.gov.pl/a/D45gt7mj4

Polecenie 2

Na rysunkach przedstawiono odcinki w graniastostupie prawidtowym czworokatnym.
Przeciagnij w odpowiednie miejsca nazwy tych odcinkdw i wzory, za pomoca ktérych mozna
obliczy¢ ich dtugosci.

av/3 ‘ przekatna szeécianu ’
V2a? + b2

przekatna graniastostupa |

prawidtowego czworokatnego

przekatna sciany bocznej
graniastostupa prawidtowego
czworokatnego




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 ¢
Na rysunkach ponizej przedstawiono graniastostup prawidtowy czworokatny. Oblicz

dtugosc odcinka x i zaznacz prawidtowg odpowiedz.

Cwiczenie 2 @)
Cwiczenie 3 QO
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Przekatne graniastostupa prawidtowego czworokatnego przecinaja sie pod katem 60°.
Do budowy szkieletu tego graniastostupa zuzyto drut o dtugosci 32. Oblicz dtugos¢

krawedzi podstawy tego graniastostupa.




Cwiczenie 8 @
W graniastostupie prawidtowym czworokatnym o krawedzi podstawy dtugosci 12
i krawedzi bocznej dtugosci 16 potaczono $rodki krawedzi wychodzacych z jednego

wierzchotka. Wyznacz wartosci cosinusow katéw tego tréjkata.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugos$ci odcinkow w graniastostupie prawidlowym czworokatnym
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

X. Stereometria

Zakres podstawowy

Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

5) okresla, jakg figurg jest dany przekrdéj prostopadtoscianu plaszczyzng;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» nazywa odcinki graniastostupa prawidtowego czworokatnego;

» wykorzystuje zaleznoSci pomiedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym
czworokatnym;

e wyznacza miary katow w graniastostupie prawidtowym czworokatnym;

« stosuje funkcje trygonometryczne oraz wtasnosci trojkatéow prostokatnych do
obliczania dlugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidiowym
czworokatnym.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa
o stoliki zadaniowe
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

« tablica interaktywna/tablica

o pisak/kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z definicjami poszczeg6lnych odcinkow zawartych we
wstepie do sekcji ,Przeczytaj”. Analizujg rowniez rozwigzania przyktadow 11 2.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnie¢cia w trakcie lekcij.
2. Uczniowie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z przyktadami 3 - 5 z sekcji ,,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione rozwigzania i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji “Prezentacja
multimedialna” Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity si¢ po
zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie pracuja metodg stolikow zadaniowych (na kazdym stoliku po dwa ¢wiczenia
interaktywne). Rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne, pracujac w grupach wyznaczonych



przez nauczyciela.
Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacije
z lekciji.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg polecenie 2 z sekcji ,Prezentacja multimedialna”.
Materialy pomocnicze:

Graniastostup prosty i jego wlasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach
Wskazowki metodyczne:

Prezentacje¢ multimedialng mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu o graniastostupach.
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