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Jednym z etapOw badania przebiegu zmiennoSci funkcji jest okreslenie przedziatow
monotonicznos$ci funkcji. W materiale podsumujemy wiadomosci na temat
monotonicznosci funkcji. Uzyjemy monotonicznos¢ roznych funkcji do rozwigzywania
ciekawych problemow matematycznych. Wykorzystamy w tym celu rowniez rachunek
rozniczkowy. Bazujac na wiedzy teoretycznej oraz omowionych przykladach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

Naszkicujesz wykres funkcji spetniajgcy okreslone warunki.

Wykazesz monotonicznos$¢ funkcii.

Okreslisz wlasnosci funkcji, przy wykorzystaniu jej monotonicznosci.

Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje monotonicznosci funkciji.
Definicja: Monotonicznos¢ funkcji

Funkcja jest monotoniczna w catej swojej dziedzinie, gdy jest rosnaca, malejaca, stata,
nierosngca lub niemalejaca.

W ponizszych przyktadach pokazemy, ze monotonicznos$¢ funkcji ma duze znaczenie
w badaniu wlasnosci funkciji, czy szkicowaniu wykresow o zadanych wtasnosciach.

Jezeli funkcja f jest ciagla i malejaca w przedziale (a, b), to:

 warto$¢ najwieksza tej funkcji w przedziale (a, b) wynosi f(a), a warto$¢ najmniejsza

f(b).
Jezeli funkcja f jest ciggla i rosngca w przedziale (a, b), to:

 warto$¢ najmniejsza tej funkcji w przedziale (a, b) wynosi f(a), a warto$¢ najwieksza

f(b).
Przyktad 1

Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(z) = 4+ — 2. Wykazemy, ze wartoscia

najmniejszg tej funkcji w przedziale (—2,4) jest (—3), a wartoscia najwieksza 0.
Rozwigzanie:

Udowodnimy najpierw, ze funkcja jest rosngca w catej swojej dziedzinie.
Zalozmy, ze x1, x2 € Dyoraz x1 < 2.

Wtedy f(z2) — f(z1) = +22 — 2 — (321 — 2) = 522 — 51.

Poniewaz x; < Ty, zatem %wz — %:cl = %(mz — 1) > 0, czyli

f(z1) < f(z2).

Stad, wobec dowolnosci 1, o wnioskujemy, ze funkcja jest rosnaca.

Zatem warto$¢ najmniejsza funkcji f jest przyjmowana dla argumentu x = —2.
Wobec tego f(—2) = 5 - (-2) —2 = 3.

Zatem warto$¢ najwieksza funkcji f jest przyjmowana dla argumentu x = 4.




Wobec tego f(4) = £ -4—2=0.
Przyktad 2
Wykazemy, ze funkcja zadana wzorem f(z) = ax + bdlaa < 0ib € R jest malejaca.
Rozwigzanie:
Zalozmy, ze z1, x2 € Dyoraz x1 < 2.
Wtedy f(z2) — f(z1) = ax2 + b — (az1 + b) = axs — ax;.
Poniewaz z1 < @9, zatem axy — axy = a(zs — x1) < 0, czyli
f(z1) > f(z2).
Stad, wobec dowolnosci 1, o wnioskujemy, ze funkcja jest malejaca.
Przyktad 3
Naszkicujemy wykres funkcji f, ktéra spetnia nastepujgce warunki:
 fjestrosngcaw przedziatach (—4, —2) oraz (2, 5),
 fjest malejgca w przedziale (—2, 2),
 fjeststala w przedziale (5, 8).
Rozwigzanie:

Wykres funkcji speiniajgcej podane warunki moze przedstawiac si¢ nastepujaco:




Zauwazmy, ze istnieje nieskonczenie wiele réznych wykresow funkciji, ktore spetniajg
podane warunki.

Wazne!

Odbicie wykresu funkcji f wzgledem osi Y ukladu wspotrzednych lub jego przesuniecie
wzdtuz osi X moze zmieni¢ przedzialy monotonicznos$ci funkciji f.

Przyktad 4

Sprawdzimy, czy funkcja okreélona wzorem f(z) = z? jest monotoniczna w catej swojej
dziedzinie.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze dziedzing funkcji okreslonejwzorem f(z) = z? jest zbior liczb R.
Wezmy trzy dowolne argumenty, ktore nalezg do dziedziny tej funkciji.

Wtedy:

f(=3)=9

f(0)=0

f(2) =4

Poniewaz —3 < 0 < 2 oraz f(—3) > f(0)i f(0) < f(2), zatem funkcja nie jest
monotoniczna w catej swojej dziedzinie, ale jest przedziatami montoniczna.

Przyktad 5

Naszkicujemy wykres dowolnej funkciji, ktora jest przedziatami rosnaca, ale nie jest
monotoniczna.

Rozwigzanie:
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Funkcja nie jest monotoniczna w catej swojej dziedzinie, ale jest rosngca w przedziatach
(—00,2) oraz (2, 00).

Ciekawostka

Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale dodatnia, to funkcja jest w tym
przedziale rosnaca. Jezeli pochodna funkcji w pewnym przedziale jest ujemna, to funkcja
jest w tym przedziale malejaca.

Przyktad 6

Okreslimy monotoniczno$c¢ funkcji, jezeli wykres jej pochodnej przedstawiono na
ponizszym rysunku.
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Rozwigzanie:
Z wykresu odczytujemy, ze:

e f(z) <0dlaz € (—2,0), zatem funkcja f jest malejaca w przedziale (—2,0)

e f(z) >0dlaz € (0,5), zatem funkcja f jest rosngca w przedziale € (0, 5).

Stownik
monotonicznos¢ funkcji

wlasnos¢ funkciji, ktora okresla zmiang wartosSci tej funkcji wraz ze wzrostem
argumentow

pochodna funkcji

miara, okreslajaca szybkos¢ zmian wartosci funkcji wzgledem zmiany argumentow



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Obejrzyj galerie zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Niech f : X — Y oraz A C X. F@cja f jest:

e rosngca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentéow z, x> € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

[ (@1) < f (2),

e malejaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow x, > € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

f(z1) > f(22),
e stata w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow x1,z2 € A z nierdwnosci x; < x2 wynika, ze

f(z1) = [ (z2),
e nierosnaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow z1,z2 € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

f(z1) = f(22),

e niemalejaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentéow x1, 2 € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

f(z1) < f(22),
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Niech f : X — Y oraz A C X. Funkcja f jest:

e rosngca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow xy,z2 € A z nierdbwnosci x; < x2 wynika, ze

f(x1) < f(x2),

e malejaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentéow z, x> € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

f(z1) > f(22),

e stata w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow x, 2 € A z nierdbwnosci x; < x> wynika, ze

f(z1) = [ (z2),
e nierosnaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentow x1, 2 € A z nierdbwnosci x; < x2 wynika, ze

J(z1) = [ (22),

e niemalejaca w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentéow z1,z2 € A z nierébwnosci x; < x> wynika, ze
f(xl) S f(%'g),

1. {audio}Monotoniczno$¢ funkciji f.

O W — A S T a— ! — ——— —

R o/ e

- L

T -

WA S A

»

% -

-



Polecenie 2

Okresl monotonicznos$¢ funkcji zadanych wzorami:
a) f(x) = -3z +5

b) f(z) = 22 — 4z + 1

0 f(z) = 2la|

d) f(z) = =3



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x — 4 o dziedzinie (—6, 10).
Ocen, czy ponizsze stwierdzenia sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz stwierdzenie
prawdziwe.

() Wartos$¢ najwieksza tej funkcji wynosi (—6).
() Roznica wartosci najwiekszej i wartosci najmniejszej funkcji wynosi (—16).

() Wartos$¢ najmniejsza tej funkcji wynosi (—10).

Cwiczenie 2 @)

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Funkcje monotoniczne to tylko funkcje rosnace i malejace.
[ ] Kazda funkcja niemalejaca jest funkcja rosnaca.
(] Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca.

(] Kazda funkcja stata jest zaréwno funkcja niemalejaca, jak i nierosnaca.




Cwiczenie 3 @

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f.

-6 -5 -4 -3 -2 -1 123456X

Przeciagnij liczbe w puste pole, aby otrzymac prawdziwe zdanie.

Jezeli wykres funkcji f przesuniemy wzdtuz osi X o 3 jednostki w lewo, to funkcja bedzie

____________________________

____________________________




Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = 3x — 1. Potacz w pary podzbidr dziedziny tej
funkcji z suma wartos$ci najmniejszej i najwiekszej tej funkcji na danym podzbiorze.

(—3,2) 10
(0,5) 13
(1,3) —17

<_4a_1> —5



Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji.

4 3 -2 10 1 2345678X

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem. Przeciagnij kazdy element do odpowiedniej
grupy.

Wtasnosci, ktére pasujg do wykresu funkcji:

f(=2) > £(2)

istnieje przedziat, na ktérym
funkcja jest stata

Witasnosci, ktére nie pasujg do wykresu funkcji: funkcja jest malejaca

w przedziale (—3, 0)

f(=2) < £(5)

funkcja jest przedziatami
monotoniczna

funkcja jest monotoniczna
w catej swojej dziedzinie




Cwiczenie 6

Wykaz, ze funkcja okreslona wzorem f(z) = —5 dlaa < 0 jest rosnacadlaz > —2.

Cwiczenie 7

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.
Jezeli maksymalnymi przedziatami, w ktérych funkcja f jest rosnaca oraz malejaca, sa
odpowiednio przedziaty (—oo, 2) oraz (2, ), to:

O f(=1) > f(3)
() dziedzing tej funkcji jest suma przedziatow (—oo, 2) U (2, 00)

() zbiorem wartosci jest zbior liczb R

Cwiczenie 8

Naszkicuj wykres funkcji, spetniajgcy jednoczesnie nastepujace warunki:

zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (—3, 3),

funkcja jest rosnaca w przedziale (—4, 1),

funkcja jest malejaca w przedziale (—6, —4),

rozwiazaniem réwnania f(z) = 3 sa liczby nalezace do przedziatu (1, 4).



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie monotonicznosci funkcji

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istniejg)
w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« szkicuje wykres funkcji spetniajacy okreslone warunki;

» wykazuje monotonicznos¢ funkci;

 okresla wilasnosci funkcji, przy wykorzystaniu jej monotonicznosci;

» wykorzystuje zdobytg wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



drzewo pomystow;

metoda krokodyla;

liga zadaniowa;

burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiaggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,Wykorzystanie
monotonicznosci funkcji”

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie poroéwnanie
jego rozwigzania. Grupy tworza drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przykiady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metodg krokodyla.
Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia si¢”
tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

e Monotonicznos¢ funkcji
e Monotoniczno$c¢. Przyklady

Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ do realizaciji
tematu ,Okreslanie przedzialow monotonicznosci funkcji na podstawie jej wzoru” lub
jako zadanie domowe dotyczace analizy problemu w zakresie wykorzystania
monotonicznosci funkciji.
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