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Jak porownywac ztozonosc obliczeniowa?

Zrédto: Brian Kostiuk, domena publiczna.

Wiesz juz, jak zdefiniowac zlozonos¢ obliczeniowq i jakie jej rodzaje mozemy wyroznic.

Do rozwigzania jednego problemu wykorzysta¢ mozemy rozne algorytmy - kazdy z nich
moze miec¢ inng (czasem skrajnie inng!) ztozono$¢ obliczeniowa. W jaki sposob porownywac
ztozono$¢ obliczeniowg, by wybra¢ algorytm najodpowiedniejszy do rozwigzania
konkretnego problemu?

Wiecejinformacji o ztozonos$ci obliczeniowej algorytmow znajdziesz w e-materiatach:

o Zlozono$c¢ obliczeniowa algorytmow,

 Algorytmy o ztozonosci kwadratowej,

e Algorytmy o zlozonosci logarytmiczneji liniowo-logarytmiczne;j,
o Algorytmy o zlozonosci wyktadnicze;j.

Twoje cele

» Zdefiniujesz operacje dominujgce.
e Przeanalizujesz ztozono$¢ czasowgq algorytmow.

» Przesledzisz koncepcje pamieciowej ztozonosci obliczeniowe;j.
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Przeczytaj

Ztozonos¢ obliczeniowa

Wiesz juz, jak mozemy zdefiniowac ztozonosc¢ obliczeniowg - opisaliSmy to w e-materiale
ZtozonosS¢ obliczeniowa algorytmow. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu pozwala okresli¢
ilos¢ zasobow komputerowych niezbednych do wykonania czynnosci opisanych

w algorytmie w zaleznosci od rozmiaru danych wejSciowych.

Analiza ztozonosci obliczeniowej

Analiza zlozonoSci obliczeniowej jest kluczowym narzedziem w pracy programisty
pomagajacym w wyborze optymalnych algorytmoéw dla réznych zastosowan.

W innych e-materiatach przedstawiliSmy rozne klasy ztozonosci obliczeniowej, ktore
mozna przypisac algorytmom. Porownywanie ztozonosci obliczeniowej roznych algorytmow
pozwala na ocen¢ ich wydajnosci. Aby to zrobic¢, nalezy zidentyfikowac¢ klase ztozonosci
kazdego algorytmu i poréwnac je wzgledem siebie.

Wazne!

Warto jednak pamietac, ze ztozonos¢ obliczeniowa jest jednym z wielu czynnikow
wptywajacych na wydajnosc¢ algorytmu w praktyce.

Analiza zlozonoSci obliczeniowej pomaga programistom w wyborze najlepszych algorytmow
dla réznych zastosowan, szczegolnie w sytuacjach, gdy istotna jest efektywnos¢. Dzieki
analizie ztozonoSci obliczeniowej mozemy unika¢ wykorzystywania algorytmow o wysokiej
ztozonoSci obliczeniowejw przypadkach, gdy moga one prowadzi¢ do problemow

z wydajnoscig systemu, zwlaszcza przy duzych zbiorach danych.

Analiza zlozonoSci obliczeniowej pozwala rowniez oceni¢, czy proponowane usprawnienia
w istniejacych algorytmach faktycznie wptyng na poprawe ich wydajnosci.

W praktyce analiza ztozonoSci obliczeniowej nie zawsze jest wystarczajgca do wyboru
najlepszego algorytmu, poniewaz musimy uwzgledni¢ takze inne czynniki, np.:

o zlozono$¢ pamieciowa,
e ograniczenia sprzetowe.

Analiza zlozonoSci obliczeniowej moze by¢ przeprowadzana zaréwno teoretycznie, jak
i eksperymentalnie. W teoretycznym podej$ciu badamy algorytm pod katem liczby operacii,
ktore wykonuje w zaleznosSci od wielkosci danych wejsciowych.
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Eksperymentalne podejScie polega na przeprowadzaniu testow wydajno$ci, mierzac
rzeczywisty czas wykonania algorytmu dla réznych wielkosci danych wejsciowych.

Dostepne sg rozne narzedzia i techniki do tego wykorzystywane. W tym e-materiale
zaprezentujemy podejscie teoretyczne.

Przyktadowe problemy

Sortowanie

W przysztoSci poznasz rozne algorytmy sortowania. W e-materiatach opisujemy
nastepujgce:

» sortowanie przez wybieranie,
e sortowanie przez wstawianie,
» sortowanie bgbelkowe,

e sortowanie kubetkowe,

e sortowanie pozycyjne,

» sortowanie przez zliczanie,

e sortowanie przez scalanie.

Sortowanie przez wybieranie

Sortowanie przez wybieranie dziata na zasadzie wyszukiwania najmniejszego (lub
najwickszego) elementu w tablicy i zamiany jego pozyciji z pierwszym (lub ostatnim)
elementem. Nastepnie proces jest powtarzany dla pozostatych elementow.

W przypadku sortowania przez wybieranie do czynienia mamy ze ztozonoscig O(n?).

Sortowanie przez wstawianie

Sortowanie przez wstawianie polega na iteracyjnym wstawianiu elementéw do uprzednio
posortowanej czesci tablicy. Algorytm ten przeglada elementy od drugiego do konca tablicy,
porownuje je z elementami posortowanymi wczesnieji wstawia je na odpowiednie miejsce.

W przypadku sortowania przez wstawianie do czynienia mamy ze ztozonoécig O(n?).

Sortowanie babelkowe

Sortowanie babelkowe dziata na zasadzie porownywania sgsiednich elementow w tablicy
i zamiany ich miejscami, jesli sa w zlej kolejnosci. Proces ten jest powtarzany, az do
uzyskania posortowanej tablicy.
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W przypadku sortowania babelkowego do czynienia mamy ze ztozonoécig O(n?).

Sortowanie kubetkowe

Sortowanie kubetkowe dziata przez podziat wartosci na kilka ,kubetkow” (przedziatow)
i sortowanie ich niezaleznie, zwykle za pomocg innego algorytmu sortowania. Po
posortowaniu elementow w kazdym kubetku sg one tgczone z powrotem, tworzac
posortowana tablice.

W przypadku sortowania kubetkowego do czynienia mamy ze ztozonoscia O(n + k) dla
przypadkéw optymistycznego i $redniego oraz O(n?) dla przypadku pesymistycznego.

Nie bedziemy analizowac kolejnych algorytmow. Na tym etapie mozemy zdecydowac, ze
najmniejsza ztozonos¢ obliczeniowq dla tego przypadku ma algorytm sortowania przez
wstawianie.

Poréwnanie ztozonosci algorytmow sortowania

Sprawdzmy ztozonos¢ obliczeniowg poszczegolnych algorytmow dla danego zbioru danych.
W e-materiale Jak wybra¢ odpowiedni algorytm sortowania? omawiamy to, w jaki algorytm
sortowania nalezy wybra¢ w danym przypadku - nie bedziemy brac¢ tego teraz pod uwage,
natomiast warto mie¢ to w pamieci w konteksScie tego, o czym juz zostalo powiedziane - na
efektywnosc¢ algorytmu wptywa nie tylko ztozono$c¢ obliczeniowa, ale rowniez to, czy jest
odpowiednim wyborem dla danego problemu.

Zatozmy, ze chcemy posortowac niemalejaco dany zbior: {2,7, 0, 5, 2, 3,15,1, 9, 12, 94, 87}.
Jak bedzie wygladac¢ ztozonos¢ obliczeniowa poszczegolnych algorytmow?

Aby okresli¢ liczbe operacji dla obu algorytmow, musimy wzia¢ pod uwage ich ztozonos¢
obliczeniowa.

Wiemy, ze ztozono$¢ algorytmu sortowania przez wybieranie wynosi O(n?), zatem
algorytm wykona maksymalnie 144 operacje. Natomiast liczba faktycznych operacji moze
by¢ inna. W przypadku implementaciji zaprezentowanejw e-materiale dotyczacym
sortowania przez wybieranie mozemy okresli¢, ze dla podanych danych zostanie
wykonanych 66 operacji poréwnania oraz 11 operacji zamiany. Daje to w sumie 77 operacji.

ZtozonoSc¢ algorytmu sortowania przez wstawianie do czynienia mamy ze ztozonoscia
O(n?), zatem algorytm réwniez wykona maksymalnie 144 operacje. Natomiast w przypadku
tego algorytmu liczba faktycznych operacji moze by¢ inna. W przypadku implementacji
zaprezentowanejw e-materiale dotyczgcym sortowania przez wstawianie mozemy okreslic,
ze dla podanych danych zostanie wykonanych 55 operacji poréwnania oraz 16 operaciji
zamiany. Daje to w sumie 71 operacji.
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Algorytm sortowania babelkowego charakteryzuje sie ztozonoscia O(n?), zatem algorytm
wykona maksymalnie 144 operacje. Natomiast liczba faktycznych operacji moze by¢ inna.
W przypadku implementacji zaprezentowanejw e-materiale dotyczgcym sortowania
babelkowego mozemy okresli¢, ze dla podanych danych zostanie wykonanych 66 operacji
porownania oraz 43 operacje zamiany. Daje to w sumie 109 operacji.

W przypadku sortowania kubetkowego do czynienia mamy ze ztozonoscia O(n + k) dla
przypadkéw optymistycznego i éredniego oraz O(n?) dla przypadku pesymistycznego.
Wiemy, ze n oznacza liczbe elementow w zbiorze. Co jednak z k? Jest to liczba kubetkow.
Liczbe kubelkoéw obliczamy, odejmujac od najwiekszejwartos$ci w tablicy wartos¢
najmniejszg oraz dodajgc do tego 1.

W analizowanym przypadku k£ = 94 — 0 + 1. Algorytm wykonalby maksymalnie 144
operacje (dla przypadku pesymistycznego) oraz 107 dla przypadkow optymistycznego oraz
Sredniego.

Natomiast liczba faktycznych operacji moze by¢ inna. W przypadku implementacji
zaprezentowanejw e-materiale dotyczgcym sortowania kubetkowego mozemy okresli¢, ze
dla podanych danych zostanie wykonanych 12 operaciji zliczen oraz 95 operaciji inicjalizacji
kubetkow. Daje to w sumie 107 operacji.

W analizowanym przypadku najlepszym wyborem bylby zatem algorytm sortowania przez
wybieranie.

Dlaczego do okreSlania ztozonosci czasowej uzywamy notacji ,duze O”? Dokladne
wyznaczenie czasu realizacji algorytmu jest bardzo trudne. Istnieje wiele czynnikow, ktore
trzeba by bylo wzia¢ pod uwage, m.in. szybko$¢ wykorzystywanego procesora oraz pamieci
czy jezyk programowania. Dlatego zamiast podawania doktadnejliczby sekund wyznaczamy
pewien rzad wielkosci, ktory utatwia przyblizenie czasu wykonywania programu i jest
niezalezny od srodowiska.

Stownik

ztozonos¢ czasowa

ilos¢ czasu potrzebnego do wykonania zadania, wyrazona jako funkcja ilosci danych
notacja duze O

miara okreslajgca, w jaki sposob rosnie wartos$¢ funkcji wraz ze zwigkszaniem jej
argumentow; stuzy do wyznaczania gornych granic asymptotycznych.
operacje dominujace

operacje charakterystyczne dla danego algorytmu, na ogot zajmujace w nim najwiecej
czasu
pamieciowa ztozonos¢ obliczeniowa
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ilos¢ pamieci potrzebnej do wykonania zadania, wyrazona jako funkcja ilosci danych
ztozonos$¢ obliczeniowa

ilos¢ zasobow komputerowych potrzebnych do wykonania zadania
ztozonos¢ optymistyczna

ilo$¢ zasobow potrzebna programowi do zrealizowania zadania dla najkorzystniejszego
przypadku danych; zapisywana za pomocg notacji ,mate O” - o
ztozonos¢ oczekiwana

inaczej ztozono$¢ Srednia; ilos¢ zasobow potrzebna do zrealizowania zadania dla
statystycznie oczekiwanych danych; zapisywana za pomocg notacji theta - ©
ztozonos¢ pesymistyczna

ilo§¢ zasobow potrzebna do zrealizowania zadania w przypadku najgorszych danych;
zapisywana za pomoca notacji ,duze O” - O
przypadek optymistyczny

dane wejSciowe sg juz posortowane w wymaganym porzgdku
przypadek pesymistyczny

dane wejSciowe sg posortowane odwrotnie od sposobu, w jaki mamy je posortowac, np.
jesli chcemy otrzymac tablice posortowang rosnaco, a na wejsciu otrzymamy tablice
posortowana malejgco



Symulacja interaktywna




Polecenie 1

Symulacja przedstawia ztozonosci obliczeniowe réznych rozwigzan tego samego problemu
obliczeniowego - znalezienia NWD dwadch liczb. Dane s3g dwie liczby - a oraz b, takiezea > b
. Naszym zadaniem jest znalezienie ich najwiekszego wspodlnego dzielnika. By to zrobié,
mozemy wykorzystac kilka metod.

e Rozwigzanie sitowe (ang. brute force) - to metoda polegajgca na sprawdzeniu wszystkich
mozliwych przypadkéw w celu znalezienia rozwigzania danego problemu, w tym wypadku
sprawdzamy wszystkie liczby catkowite od 1 do b, poszukujac tych, ktére sg wspolnymi
dzielnikami liczb a oraz b - ztozono$¢ tego rozwiazania to O(min(a, b)).

e Algorytm Euklidesa z wykorzystaniem iteracji - jego ztozonos$¢ obliczeniowa wynosi
O(log(min(a,b))). Wiecej na temat tego algorytmu znajdziesz w e-materiale Algorytm
Euklidesa.

e Algorytm Euklidesa z uzyciem rekurencji - jego ztozono$¢ obliczeniowa wynosi réwniez
O(log(min(a,b))). Wiecej na temat tego algorytmu znajdziesz w e-materiale Algorytm
Euklidesa.

e Rozktad na czynniki pierwsze - jego ztozono$¢ obliczeniowa to O <\/min a, b).

e Algorytm Steina - jego ztozonos¢ obliczeniowa to O(log(a) * log(b)).
Definicja: Algorytm Steina

Algorytm stuzacy do wyliczania najwiekszego wspodlnego dzielnika dwéch liczb naturalnych.
Pozwala znaczaco zmniejszy¢ czas obliczen. Rozwigzanie opiera sie na przyjeciu
nastepujacych zatozen:

1. Przyjmujac, ze NW D(a,0) = NWD(0,a) = a oraz NWD(0,0) = 0, zaktadamy, ze
obliczenia pozostang poprawne.

2. Dla parzystych a, b mamy NWD(a,b) =2- NWD(a: 2,b: 2).

3. Gdy a jest liczbg parzysta, a b jest nieparzysta (pamietajmy o przemiennosci NWD), to
NWD(a,b) = NWD(a: 2,b).
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4. Dla nieparzystych a, b mamy NW D(a,b) = NWD(|a — b| : 2, min(a,b)).

Kroki od 2. do 4. wykonujemy w petli do momentu, w ktéorym a = b albo a = 0.

Przeanalizuj wykres interaktywny. Przyjrzyj sie temu, jak zmienia sie liczba wykonywanych
operacji dla ponizszych par liczb:

przypadek 1: 27 oraz 5,

przypadek 2: 20 oraz 23,

przypadek 3: 15 oraz 12,

przypadek 4: 94 oraz 87.

Przygotuj wtasng symulacje, w ktérej zapiszesz ztozonos¢ obliczeniowa dla réznych rozwigzan
tego samego problemu, np. sortowania zbioru liczb. Ztozonos¢ oblicz dla réznych przypadkéow.

Polecenie 2

Zapisz wnioski wyciaggniete z zaprezentowanej w tej sekcji symulacji.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @
Cwiczenie 1

Wskaz, za pomoca ktérej notacji zapisujemy ztozonos¢ obliczeniowa

() mateo
() duzeA
() matea
() duzeO
Cwiczenie 2

Potacz w pary.

n ztozonosc stata
1 ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna
n log(n) ztozonos¢ wyktadnicza
log(n) ztozono$¢ n-silnia
n! ztozono$¢ liniowa
2" ztozonos¢ kwadratowa

n ztozonos¢ logarytmiczna



Cwiczenie 3

Uzupetnij.

__________

____________________________________________________________

____________________________________________________________

‘nlog(n)”2””n!”n’ log(n) m

Cwiczenie 4

Wskaz, jaki typ ztozonosci ilustruje wykres.

liczba operacji s

o O O

O

______________

ztozonos¢ logarytmiczna

Nie ma takiego typu ztozonosci.

ztozonos¢ stata

ztozono$¢ liniowa

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

______________



Cwiczenie 5

Zdefiniuj ztozonos¢ obliczeniowa.

Cwiczenie 6

Zdefiniuj ztozono$¢ czasowa.

Cwiczenie 7

Wskaz, jakiego typu ztozonoSci nie ilustruje wykres.

liczba operacji 5

ztozonos¢ stata

ztozonos¢ logarytmiczna

ztozono$¢ kwadratowa

O o O

(] ztozonos¢ liniowa

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 8

Okredl, ile operacji wykona ponizszy algorytm dla zbioru {2, 7, 5, 2, 3}, ktéry ma zostac
posortowany nierosnaco.

dla i = 2, 3, 4 ... n wykonuj
pom = tab[i]
j = 1i-1

dopoki j >= 1 oraz tab[j] > pom wykonuj
tab[j + 1] = tab[j]
j=j-1

tab[j + 1] = pom



Dla nauczyciela

Autor: Bartosz Zadrozny
Przedmiot: Informatyka

Temat: Jak poréwnywac zlozonos$¢ obliczeniowa?
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) poréwnuje dziatanie roznych algorytmow dla wybranego problemu, analizuje
algorytmy na podstawie ich gotowych implementacii;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode¢ lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

4) ilustruje i wyjasnia role pojec¢, obiektow i operacji matematycznych
w projektowaniu rozwigzan problemow informatycznych i z innych dziedzin,
postuguje si¢ pojeciem logarytmu;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
» Zdefiniujesz operacje dominujace.

e Przeanalizujesz ztozono§¢ czasowg algorytmow.
» Przesledzisz koncepcje pamieciowej ztozonoS$ci obliczeniowe;.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji), w tym Eclipse 4.4 (lub
nowszej wersji);

» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»Jak porownywac zlozonos¢ obliczeniowgq?”. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:



1. Nauczyciel sprawdza przygotowanie ucznioéw do lekciji.

2. Nauczyciel wySwietla temat oraz cele zaje¢, omawiajgc lub ustalajgc razem z uczniami
kryteria sukcesu.

3. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniéw
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie analizujg tresci z sekciji ,,Przeczytaj” wySwietlone na
tablicy.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 z sekcji ,Symulacja
interaktywna”. Prosi uczniow, aby wykonali je w parach. Nastepnie wybrana osoba
prezentuje propozycje odpowiedzi, a pozostali uczniowie ustosunkowuja si¢ do niej.
Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia jg, udziela tez uczniom informacji zwrotne;.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1 oraz 5-9 z sekcji
»~Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajac je wraz
z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem si¢ jak..."

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 2-4 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
2. Uczniowie wykonujg polecenie 2 z sekcji ,Symulacja interaktywna”

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekciji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy uczniow.



