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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa pojawia si¢ juz w IV wieku p.n.e.

w stynnym dziele Euklidesa pt. Elementy: ,Jesli w trojkacie kwadrat zbudowany na jednym
z bokow jest rowny sumie kwadratow zbudowanych na pozostatych bokach, to kat zawarty
miedzy pozostatymi bokami jest prosty”

W Starozytnym Egipcie, ale tez w Chinach, Babilonie i Mezopotamii wykorzystywano, tak
zwany trojkat egipski (trojkat o proporcji bokow 3 : 4 : 5) do wyznaczania kata prostego za
pomoca sznurka lub liny, podzielonejna 12 czeSci. Prawdopodobnie Pitagoras odkryt te
zaleznos$¢ obserwujac konstrukcje piramid zbudowanych na trojkacie egipskim, na przyktad
piramidy Chefrena w Egipcie.



Piramida Chefrena, Egipt

Zrodto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W literaturze funkcjonuje tak zwany, trojkat indyjski o proporcji bokow 13 : 14 : 15.
Zobaczysz, ze trojkat indyjski nie jest prostokatny.

Twoje cele

o Sformutujesz i udowodnisz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
o Wyznaczysz trojkaty prostokatne, ktorych boki tworzg cigg arytmetyczny.
o Wyznaczysz trojkaty prostokatne, ktorych boki tworzg cigg geometryczny.
o Wymienisz trojki pitagorejskie i okreslisz ich zwigzek z trojkatami prostokatnymi.
» Udowodnisz, ze trojkat o danych bokach jest prostokatny.
e Zastosujesz odwrotne twierdzenie Pitagorasa w sytuacjach praktycznych
i zagadnieniach matematycznych.




Przeczytaj

Twierdzenie: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow dlugosci dwoch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci
trzeciego boku, to ten trojkat jest prostokatny.

Dowad

Zakladamy, ze dtugoéci bokéw tréjkata wynosza a, b, ¢ oraz a® + b* = ¢?. Dla
uproszczenia rozwazan zakladamy, ze a > b.

Niech a bedzie kgtem migedzy bokami a, b. Pokazemy, ze o nie moze by¢ ani katem
ostrym ani katem rozwartym, wiec musi by¢ katem prostym.

1. Przypus$¢my, ze « jest kagtem ostrym.

C T D % B

Wysokos¢ h jest prostopadia do BC, wiec dzieli trojkat na dwa trojkaty prostokatne.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy h? = b% — 22, h? = ¢ — (a — z)°.

Stad 2 — 22 =2 — (a — z)® = & — a2 + 2ax — 22,

Zatem a? + b? = 2 + 2ax, ale 2ax > 0, wiec nie jest spetniona rownos¢ a? + b? = ¢. To
pokazuje, ze a nie moze by¢ katem ostrym.

2. Przypus$cmy, ze « jest katem rozwartym. Wtedy mamy sytuacje jak na rysunku.




E x C a B

Wykonujemy przeliczenia analogiczne do przedstawionych wyzej: h? = b? — x2,

h?=c— (a+x)
Stad b2 — 22 = — (a + z)* = & — a? — 2az — 2.

Zatem a? + b? = ¢? — 2az, ale 2ax > 0, wiec nie jest spetniona rownos¢ a? + b = 2. To
pokazuje, ze a nie moze by¢ katem rozwartym.

Ostatecznie, a nie jest katem ostrym ani kgtem rozwartym, wiec musi by¢ katem
prostym.

Mozemy udowodni¢ to twierdzenie, wykorzystujac przystawanie trojkatow.

Dowadd

Zaktadamy, ze dtugosci bokow trojkgta ABC wynosza a, b, ¢ oraz a? + b? = c?. Wtedy

c=+Va?+ b2

Konstruujemy drugi trojkat K LM o bokach a, b i kacie prostym miedzy tymi bokami.
Powstal w ten sposob trojkat prostokatny o bokach a, b, wiec jego przeciwprostokgtna na
mocy twierdzenia Pitagorasa ma dtugos¢ v a? + b2. Zatem trojkaty ABC' i K LM maja
rowne boki, wiec na mocy cechy przystawania bok-bok-bok sg przystajace. Stad
odpowiednie katy w tych trojkatach maja réwne miary i stad trojkat ABC jest trojkatem
prostokatnym.

Przyktad 1
Trojkatem egipskim nazywa sie trojkat o stosunku bokow 3 : 4 : 5.
Pokazemy, ze trojkat egipski jest prostokatny.

Rozwigzanie


javascript:void(0);

Boki trojkata egipskiego, to 3a, 4a, 5a dla pewnej dodatniejliczby a.

Wtedy (3a)” + (4a)® = 9a? + 16a2 = 25a% = (5a)”.

Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa jest to trojkat prostokatny.
Przyktad 2

Trojkatem indyjskim nazywa sie trojkat o stosunku bokow 13 : 14 : 15.

Pokazemy, z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa, ze trojkat indyjski nie
jest prostokatny oraz wykorzystujgc twierdzenie Pitagorasa rozwazymy, jak powinny
zmienic¢ sie dtugosci bokow, zeby dostac trojkat prostokatny.

Rozwigzanie

Oznaczamy dtugos$ci bokéw trojkata indyjskiego: 13a, 14a, 15a dla pewnej dodatniej
liczby a.

Wtedy (13a)? + (14a)® = 16942 + 196a2 = 365a2. Natomiast (15a)® = 225a2. Poniewaz
nie zachodzi rownos¢ Pitagorasa, to trojkat nie jest prostokatny.

Rozpatrzmy teraz, jakim stosunkiem powinny wyrazac si¢ boki, by trojkat byt prostokatny.
Obliczymy dtugos¢ przeciwprostokatnej, gdy przyprostokatne maja dtugosci 13a i 14a.
Wtedy ¢ = (13a)® + (14a)’ = 365a%, wiec ¢ = v/365a.

Obliczymy dtugos¢ przyprostokatnej, gdy pozostate boki majg dtugosci 14a i 15a.

Wtedy b° = (15a)° — (14a)’ = (15a — 14a)(15a + 14a) = 2942, wiec b = /29a.
Przyktad 3

Dane sg dwa boki trojkata dtugosci V2i+/3. Wyznaczymy dtugos¢ trzeciego boku tak,
zeby trojkat byl prostokatny.

Rozwigzanie

Rozwazymy dwa przypadki, gdy

1. nieznany bok = ma dtugo$¢ wieksza od v/ 3. Wtedy z2? = v 52 + \/§2 = 5. Stad
z = v/5;

_ —2 2
2. nieznany bok z ma dtugo$¢ mniejszg od v/3. Wtedy z = v/3 — V2 =1 Stadz =1

Przyktad 4



Dany jest rownolegtobok, ktorego bok a ma dtugos¢ 30 a przekatna ma diugosc 52.
Wyznaczymy dlugos¢ boku b tak, zeby ten rownoleglobok by} prostokgtem.

Rozwigzanie

Z odwrotnego twierdzenia Pitagorasa musi zachodzi¢ b* = 522 — 30% = 1804.

Stad b = 2+/451.

Trojkaty prostokatne, ktorych boki tworza ciag arytmetyczny
lub geometryczny

Liczbe ¢ = ”Tﬁ nazywamy ,ztotg liczbg”. Tréjkaty o stosunku bokow 1 : \/Tqb : ¢, gdzie ¢
jest ,zlotg liczbg” nazywamy ,trojkatem Keplera”. Diugosci jego bokow tworzg cigg

geometryczny.

Pokazemy, ze trojkat Keplera jest trojkagtem prostokatnym.

Oznaczamy dlugoéci bokow trojkata Keplera: a; av/é = ay/ 1+2*/5 cap=a- 1+2\/g.

Zauwazmy, ze:

2
a1 (a\/a) — a1 al. 1+2\/5 42, 3+2V5

oraz:

2
(ag)? = a2 - (1+2x/5) — a2 1+2Z/5+5 _ 2. 6125 2. 34V5

2
Zatem: a® + (a \/E) = (a¢)2, €O 0oznacza, ze trojkat Keplera jest trojkatem prostokgtnym.

Wyznaczymy teraz, wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa, wszystkie trojkaty prostokatne,
ktorych dlugosci bokoéw tworza ciag arytmetyczny.

Jesli dtugosci bokow tworzg cigg arytmetyczny, to mozemy zapisac je w postaci a, a + 7,
a + 2r, gdzie a,r > 0.

Wtedy
a’?+ (a + r)2 = (a+ 27“)2
a? + a? + 2ar + r? = a2 + 4ar + 412

a? —2ar+12—4r2 =0



(a—7)° —4r2=0

(a—7r—2r)(a—r+2r)=0.

Stad a = (—r), ale ten przypadek wykluczamy, bo nie spetnia zatozenia a,r > 0lub a = 3r.
Zatem dla dowolnego r > 0 wyznaczamy dtugosci bokow 3r, 4r, 5r.

Powstate trojkaty sa podobne do trojkata egipskiego o bokach 3, 4, 5.

Trojki pitagorejskie
Trojka pitagorejska nazywamy trzy liczby catkowite dodatnie a, b, c takie, ze a® 4 b* = c2.
Zazwyczaj trojki pitagorejskie zapisujemy w postaci (a, b, c) gdzie a,b < c.

Z odwrotnego twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat, ktorego boki tworza trojke
pitagorejskg jest prostokatny oraz c jest przeciwprostokatng, a i b sg przyprostokatnymi
tego trojkata. Taki trojkat nazywany jest trojkagtem pitagorejskim. Z twierdzenia Pitagorasa
wynika, ze kazdy trojkat prostokatny o bokach catkowitych jest trojkgtem pitagorejskim.

Trojkat egipski jest trojkatem pitagorejskim, a trojkat indyjski nie jest trojkgtem
pitagorejskim.

Wiasnosc: Wiasnosc tréjek pitagorejskich

Jezeli (a, b, c) jest trojka pitagorejska, to dla dowolnej catkowitej dodatniejliczby &, trojka (
ka, kb, kc) jest trojka pitagorejska. Trojkat o bokach ka, kb, kc jest podobny do trojkata
o bokach a, b, c w skali k.

Dowéd
Jezeli (a, b, c) jest trojka pitagorejska, to a? + b? = c2.

Wezmy dowolng catkowitg liczbe dodatnia k, wtedy ka, kb, kc sa dodatnimi liczbami
catkowitymi.

Wtedy (ka)® + (kb)* = k*a® + k2b? = k*(a® + b?) = k*c® = (kc)’. Zatem (ka, kb, kc) jest
trojka pitagorejska.

Poniewaz stosunek odpowiednich bokow trojkata o bokach ka, kb, kc do bokéw tréjkata
bokach a, b, c wynosi k, to trojkat o bokach ka, kb, kc jest podobny do tréjkata o bokach a,
b, c w skali k.

Z powyzszego dowodu wynika, Ze jezeli (a, b, c) jest trojkg pitagorejska i k jest dowolna
liczba rzeczywistg dodatnig, to tréjkat o bokach ka, kb, kc jest prostokatny, podobny do
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trojkata pitagorejskiego, ale sam nie musi by¢ pitagorejski.

Przyktad 5
Pokazemy, ze prostokatny trojkat rownoramienny nie jest trojkgtem pitagorejskim.

Rozwigzanie

2= a? +a? = 2a% Wtedy c = av'2, wiec c nie jest liczbg wymierna i stad

nie jest liczbg catkowitg.

Rzeczywiscie, ¢

Sposob wyznaczania trojek pitagorejskich
1. Bierzemy dwie catkowite nieparzyste liczby dodatnie m i n takie, ze m > n.

2. Wyznaczamy tréjke pitagorejska (a, b, c) stosujac wzory:

Sprawdzimy, ze wyznaczone wyzejliczby a, b, c tworza trojke pitagorejska.

Po pierwsze a jest liczbg catkowita dodatnig jako iloczyn dwoch liczb catkowitych
dodatnich. Rowniez b i c sa catkowite, bo m i n s3 nieparzyste, wiec ich kwadraty tez sa
nieparzyste. Natomiast roznica i suma liczb nieparzystych sg parzyste, wiec sa podzielne
przez dwa. Ponadto, zatozenie, ze m > n gwarantuje nam, ze b jest liczbg dodatnia.

Zauwazmy, ze:

2
2 2 __ 2 m?—n? _ 4mPnP4+mit—2mPn®4nt
a® + b* = (mn) —|—(T) = 1 =

2
_ m*omPni4nt m2+n? 2
=z = \—= ) =c

co oznacza, ze liczby: a = mn, b = m22_ n o= m2; "’ tworza tréjke pitagorejska.

Przyktad 6

Wyznaczymy trojke pitagorejska majac podane wartosci dwoch liczb catkowitych
dodatnich m = 25in = 21.

Rozwigzanie

a=m-n=25-21 =525

2_p? 2212 —441
b:mzn _2522 _6252 _154:92

m24+n® _ 2524212 _ 6254441 _ 1066 __
2 2 2 2 =533



Stownik

trojkat egipski

trojkat o stosunku bokéw 3 : 4 : 5

trojka pitagorejska

2

trzy liczby catkowite dodatnie a, b, c, takie, Ze a?+b=c

trojkat pitagorejski

trojkat, ktorego boki tworzg trojke pitagorejskg



Schemat interaktywny

Polecenie 1

W schemacie interaktywnym masz mozliwos¢ sprawdzenia, czy trojkat jest prostokatny lub
wygenerowania trojki pitagorejskej.

1. W czesci ,Sprawdz, czy tréjkat jest prostokatny” wpisz dwie dodatnie, catkowite wartosci
dtugosci przyprostokatnych. Nastepnie wstawiaj rozne dtugosci przeciwprostokatnych.
Sprobuj trafié tak, by powstat tréjkat prostokatny.

2. W czesci ,\Wygeneruj trojke pitagorejska” wygeneruj trojke pitagorejska i jej wartosci wstaw

w ,Sprawdz, czy trdjkat jest prostokatny”. Dlaczego otrzymany tréjkat jest prostokatny?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D18MnJO8]J


https://zpe.gov.pl/a/D18MnJO8J

Polecenie 2

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Podane sa dtugosci bokéw trojkatow. Ktore z nich sg prostokatne?

(] 12,13,14

(] 15,817

(] 35,12, 37

] 9,12,15

Polecenie 3

Zbuduj algorytm sprawdzajacy czy tréjkat jest prosotkatny oraz generujacy trojki pitagorejskie,
majac dane a, b - dtugosci przyprostokatnych, ¢ - dtugos$¢ przeciwprostokatnej orazm, n -
liczby nieparzyste.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz te trojke liczb, ktére wyznaczajg dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego:

O 21, 20, 29

O 6,8, 9
O 13, 14, 15

Cwiczenie 2

Wskaz te trojke liczb, ktére wyznaczajg dtugosci bokéw trojkata prostokatnego:

) 26, 28, 30

O 6,8, 10

O 8, 10, 12




Cwiczenie 3 @

Uzupetnij luki w zdaniach. Przeciaggnij odpowiednie wyrazenia.

Trojkat o bokach 3, 4, 5 jest trojkatem Taka tréjka liczb dodatnich
spetniajaca réwnanie a® + b?> = ¢? nazywana jest tréjkai Po wymnozeniu kazdej
z podanych liczb przez dowolng liczbe catkowita dodatnig zaleznos$¢ . Po

Pitagorejska ’ ‘ rzeczywistych ’ ‘ ostrokatnym ’ ‘ wymiernych ’ ‘ Talesa ’ ‘ nie jest ’

pozostaje spetniona ’ ‘ Pitagorejska ’ ‘ Archimedesa ’ ‘ catkowitych ’ ‘ rozwartokgtnym ’

prostokatnym ’ ‘ nie pozostaje spetniona ’

Cwiczenie 4
Wskaz zdania prawdziwe.

Prawda Fatsz

O O

Tréjkat o bokach: 0,5 c¢cm, 12 mm, 1,3 cm jest
prostokatny.

Tréjkat o bokach: 6 cm, 4 cm, 3 cm jest prostokatny.
Trojkat o bokach: 33,6, 3 nie jest prostokatny.

O OO
O OO

Tréjkat o bokach: 8 ¢cm, 15 cm, 1,6 dm nie jest
prostokatny.

Cwiczenie 5

Wykaz, ze réwnolegtobok o bokach dtugosci a = 10 i b = 8 oraz przekatnej dtugosci
d = 2v/41 jest prostokatem.



Cwiczenie 6

Woyznacz trojki pitagorejskie. Wpisz liczby do tabeli.

m n a b c
7 3
13 11
211 1
Cwiczenie 7 @

Mamy patyki dtugosci 3, 4, 5, 8, 9, 15, 15, 17, 36, 39, 40, 41. Zbuduj z tych patykdéw trojkaty
prostokatne tak, by uzy¢ wszystkie patyki.



Cwiczenie 8

Zt6z kwadratowa kartke papieru jak na rysunku.

D Al

03

o o
A B

Punkt A przyktadamy do srodka A’ boku DC.

Uzasadnij, ze trojkat DG A’ jest podobny do tréjkata egipskiego.

Czy mozna inaczej ztozy¢ kartke, by uzyskac inny tréjkat pitagorejski?



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres rozszerzony. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» formutuje i dowodzi twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa;

e wyznacza trojkaty prostokatne, ktorych boki tworzg cigg arytmetyczny lub
geometryczny;

e wymienia trojki pitagorejskie i okresla ich zwigzek z trojkgtami prostokatnymi;

» dowodzi, ze trojkat o danych bokach jest prostokatny;

 stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa w problemach praktycznych
i zagadnieniach matematycznych.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm;
» kognitywizm.

Metody i techniki nauczania:

» pokaz multimedialny;
e analiza pomystow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miata do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg analizy pomystow, zastanawiaja si¢, jak wyznaczy¢ dtugosci bokow

trojkata prostokatnego.

3. Nauczyciel przedstawia definicje trojkata egipskiego.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel formutuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

2. Na podstawie informaciji z seksji ,Przeczytaj” omawia 2 dowody tego twierdzenia.

3. Uczniowie w parach analizujg materiat dotyczacy trojkatow prostokatnych, ktorych
boki tworzg ciag arytmetyczny oraz geometryczny.

4. Nauczyciel omawia sposob wyznaczania i stosowanie trojek pitagorejskich oraz
wskazuje ich zwigzek z trojkagtami prostokgtnymi.

5. Wybrany uczen wykonuje polecenie 1z sekcji ,Schemat interaktywny”. Uczniowie
wspolnie rozwiazuja polecenie 2.

6. Uczniowie samodzielnie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 2, 3, 4, 6, 71 wspolnie

omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:



1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci takie,
jak opisywanie jezykiem matematycznym zjawisk z otaczajacego Swiata, stosowanie
wykresow do opisu funkcji.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wyjasnia wszelkie watpliwosci oraz ocenia prace
uczniow w czasie zajec.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzuja w domu ¢wiczenia 11 5, ktorych nie rozwigzywali w czasie zajec.
2. Uczniowie, analizujgc rozwigzanie ¢wiczenia 8, zastanawiajg sie, jak ztozy¢ kwadratowa
kartke papieru, by uzyskac rézne trojkaty prostokatne.

Materialy pomocnicze:

o Twierdzenie Pitagorasa
» Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Wskazowki metodyczne:
Schemat interaktywny moze by¢ wykorzystany przez uczniow:

e podczas przygotowywania sie do zajec;
» do utrwalania wiedzy;
« jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.
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