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Zr6dto: Dan Burton, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Teoria liczb to prawdopodobnie najstarsza dziedzina wiedzy matematycznej. Liczby,
szczegOlnie liczby pierwsze, fascynowaly starozytnych, ktorzy stworzyli podwaliny
wykonywania trudnych, szybkich obliczen. Zawdzigczamy im ,algorytm Euklidesa” i ,,sito
Erastotenesa”.

Przez wieki matematycy lubowali sie odkrywaniem rozmaitych zalezno$ci miedzy liczbami,
co niestety nie przektadalo si¢ z reguty na praktyczne zastosowania formutowanych
twierdzen.

Dopiero XX wiek przyniost wyrazny przetom - kryptografia wspotczesna nie moze obejs¢
sie bez liczb pierwszych!

W tym materiale pokazemy przyktady kilku zadan o liczbach, prowadzacych do ulozZenia
i rozwigzania rownania. Przy czym beda to réwnania réznych typow. Zatem analiza tego
materialu wymaga znajomosci rozwigzywania rownan nie tylko liniowych.

Twoje cele

» Przeanalizujesz i rozwigzesz zadanie tekstowe ,,0 liczbach”.
e Rozwigzesz rownanie liniowe, kwadratowe, wielomianowe lub wymierne,
poszukujac liczb, ktore spetniajg warunki okreslone w zadaniu tekstowym.




o Uzasadnisz wybor konkretnych liczb sposrod liczb bedgcych rozwigzaniem danego
rownania.
o Stworzysz i zastosujesz indywidualng strategi¢ rozwigzania zadania tekstowego.



Przeczytaj

Przed przystgpieniem do rozwigzywania zadania tekstowego prowadzgcego do rozwigzania
rownania, warto opracowac wilasny algorytm postepowania. Oto jedna z propozyciji takiego
algorytmu.

1. Przeczytajuwaznie tre$¢ zadania, zwracajgc uwage na to, ile jest szukanych wielkosci.

2. Dokonaj analizy zadania - wypisz dane, zaleznosci miedzy danymi (za pomoca wyrazen
algebraicznych), wypisz szukane.

3. Ut6z odpowiednie rownanie - ewentualnie okresl dziedzine rownania.
4. Rozwigz rOwnanie.

5. Ustal, czy znalezione rozwigzanie nalezy do dziedziny rownania i speinia inne warunki
zadania. (Zwro¢ uwage, ze dobre rozwiazanie rownania nie jest jednoznaczne ze
znalezieniem rozwiazania zadania!).

6. Przeczytaj jeszcze raz tre$¢ zadania i okresl, czy wszystkie poszukiwane wielkosci
zostaly znalezione.

7. Sformutuj odpowiedz.

Rozwigzujac zadania podane w tym materiale, zwr6¢ uwage, ze nie zawsze, aby znalez¢
rozwigzanie rownania lub wykazac, ze dane rownanie nie ma rozwigzania, przeksztatcamy
tylko to rownanie rownowaznie. W niektorych przypadkach nalezy przeprowadzi¢ nawet
skomplikowane rozumowanie, korzystajac na przyktad z teorii liczb. W szczegodlnosci
dotyczy to zadan wymagajacych budowania rownania z kilkoma niewiadomymi.

Pierwszy typ zadan o liczbach, to zadania zwigzane z zapisywaniem liczb za pomoc3 cyfr.

Przyktad 1

Jesli liczbe dwucyfrowa K pomnozymy przez sume cyir tejliczby, to otrzymamy 1264.
Znajdziemy liczbe K wiedzac, ze cyfra jednosci tejliczby jest o 2 wieksza od cyfry
dziesigtek.

x - cyfra dziesigtek liczby K, z € {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
x 4 2 - cyfrajednosci liczby K
K = 10z 4+ = + 2 - szukana liczba

x 4+ x + 2 - suma cyfr liczby K




Zapisujemy i rozwigzujemy rownanie wynikajace z tresci zadania.
(10z + = + 2)(x + = + 2) = 1264

(11z +2)(2x +2) = 1264 | : 2

(11z + 2)(z + 1) = 632

112” + 11z 4 2z + 2 = 632

112° + 13z — 630 = 0

OtrzymalisSmy rownanie kwadratowe. Obliczamy wyro6znik trojmianu kwadratowego
i pierwiastki.

A = 169 + 27720 = 27889
VA =167

_ —13-167
1= "2
znaleziona liczba nie jest liczba catkowitg).

= —8% - nie spetnia warunkow zadania, bo jest to liczba ujemna (i

—13+167
T2 = 29

=7
Szukana liczba to
10-7+7+2=179
Odpowiedz:

Szukana liczba to K = 79.

Teraz przyklad zadan zwigzanych z podzielnoscia liczb naturalnych.
Przyktad 2

Znajdz dwie liczby naturalne dodatnie takie, ze ich najwigkszy wspolny dzielnik jest
rowny 14, a najmniejsza wspolna wielokrotnosc¢ jest rowna 630.

Oznaczmy:

x, y - szukane liczby

Na podstawie tego, ze NW D(z, y) = 14, mozemy zapisac
x = 14a, gdzie a € Ny

y = 14b, gdzie b € N, i liczby a, b s3 wzglednie pierwsze




Poniewaz NWW (z, y) = 630, zatem
14ab = 630 | : 14
ab =45

OtrzymaliSmy rownanie z dwiema niewiadomymi, ktore musimy rozwigza¢ w zbiorze
liczb naturalnych.

Lewa strona rownania jest iloczynem dwoch liczb wzglednie pierwszych, zatem chcac
znalez¢ te liczby - zapisujemy liczbe 45 w postaci iloczynu i porownujemy odpowiednie
czynniki.

ab=1-45,zatema =1,b=45,1-45=45i1-14 =14,45-14 = 630

ab = 3 - 15 - liczby a, b nie s3 wzglednie pierwsze

ab=5-9,zatema =5,b=9,5-14 =170,9-14 = 126

Odpowiedz:

Otrzymujemy dwie pary liczb spelniajgcych warunki zadania 14 i 630 oraz 70 i 126.
Przyktad 3

Znajdziemy wszystkie trojki liczb naturalnych dodatnich spetniajgcych rownanie
g2022 | 2022 8,202 _ @

Aby rozwigza¢ rownanie, kazda z poteg zapisujemy w postaci kwadratu.

g2022 | 2022 8,202 _ @

(3[1,1011)2 + <y1011)2 _ 8(z1011)2 —6

Otrzymane réwnanie jest rOwnaniem z trzema niewiadomymi, wiec trudno je rozwigzac,
przeksztalcajgc dalej w sposob rownowazny.

Mozna albo zgadngc¢ rozwigzania, albo znalez¢ je, korzystajac z wiasnosci poteg lub
udowodnic¢, ze rozwigzania nie ma.

Najprosciej jest skorzystac z teorii podzielnosci.

Zauwazmy, ze kwadrat liczby catkowitejw dzieleniu przez 8 daje reszte 0, 1 lub 4. Zatem
suma kwadratow dwoch liczb naturalnych dodatnich w dzieleniu przez 8 moze da¢
reszte 0, 2, 4 lub 5.



Liczba 8 (zmll) ? jest podzielna przez 8. Zatem, gdyby istniaty liczby spetniajgce warunki

. . 2 2 . . . ) .
zadania, to liczba (a:w”) + (y1011) w dzieleniu przez 8 musialaby dac¢ reszte 6, co jak
stwierdziliSmy, jest niemozliwe. Rozwazane roOwnanie nie ma wi¢c rozwigzania.

Odpowiedz:

Nie istniejg liczby naturalne dodatnie speiniajgce warunki zadania.
Czesto zadania o liczbach prowadza do utozenia i rozwigzania rOwnania wymiernego.

Przyktad 4

Suma dwoch liczb jest rowna 1. A suma odwrotnosci tych liczb jest rowna 1?6 .

Znajdziemy te liczby.
Oznaczmy:

x - pierwsza liczba, z # 0

1 — x -drugaliczba,1 —x # 0

Ukladamy rownanie wynikajgce z tresci zadania.

1 1 16
;+l—m_3

Mnozymy obie strony réwnania przez 3z(1 — x) i skracamy.
3(1 —z) + 3z = 16z(1 — )

3 — 3z + 3z = 16z — 162>

16z2 — 16z +3 =0

OtrzymalisSmy rownanie kwadratowe, ktore rozwigzujemy.

A =256 —192 = 64

16-8 1
Z1 32 4
1648 24 3
27— 32 T 32 " 4

Obie uzyskane liczby spetniajg warunki zadania.

Jesli z; = —, to druga z szukanych liczb jest rowna 1 —

EN[SUIEN T
NN

, to druga z szukanych liczb jest rowna 1 —

1
4
Jesli Ty = %




Odpowiedz:
Szukane liczby to 1 i 3
ytog 1y

W zadaniach o liczbach czesto wykorzystuje si¢ wzory skroconego mnozenia. W kolejnym
przyktadzie skorzystamy ze wzoru na szescian sumy. Przypomnijmy ten wzor.

Wzor skroconego mnozenia na sze$cian sumy dwoch wyrazen:
(a +b)° = a3 + 3a2b+ 3ab?® + b3

Przyktad 5

Dane s3 cztery kolejne liczby catkowite.

Suma szeScianow trzech z tych liczb jest rowna szeScianowi najwigkszej z tych liczb.
Wykazemy, ze iloczyn tych liczb jest wiekszy od 300.

Oznaczmy:

z—1,z,x+ 1,z + 2 - dane liczby, gdzie x - liczba catkowita

Zapisujemy rownanie wynikajgce z tresci zadania.

(-1’ +2*+ (& +1)° = (@ +2)°

Podnosimy do szeScianu zapisane wyrazenia i redukujemy wyrazy podobne.
23 —3x>+3z—1+23+23+322+3x+1=2a3+6x>+ 122 +8

2x3 — 622 —6x —8 =10

Dzielimy obie strony rOwnania przez 2.

23— 32> -3z —-4=0

Rozwigzan rownania szukamy wsrod dzielnikow wyrazu wolnego 4. Metodg prob
i btedow mozemy stwierdzi¢, ze jednym w pierwiastkow rownania jest liczba 4.
Korzystajac z tego, rozktadamy na czynniki lewa strone rownania.

3 — 4z’ + 22 -4+ —-4=0
r?’(z—4)+z(z—4)+(x—4)=0

(z—4) (2> +2+1) =0

Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej alternatywy.

r—4=0=>2x=4



javascript:void(0);

lub

z? +z+1=0= A= -3 < 0-rbéwnanie nie ma rozwigzania.
Zatem jedynym rozwigzaniem rownania jest liczba 4.
xr—1=4—-1=3

zT+1=5

T+2=6

Okreslamy iloczyn tych liczb: 3 -4 -5 - 6 = 360 > 300.

OdpowiedZ:

Iloczyn szukanych liczb jest wiekszy od 300, co nalezato wykazac.

Stownik
wzor skréconego mnozenia na szescian sumy dwoch wyrazen

(a+b)* = a® + 3a2b + 3ab? + b®



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje. Sprobuj najpierw samodzielnie rozwigza¢ przedstawione tam zadania,

a dopiero nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIldouuBrb

Film nawigzujacy do tresci lekciji o tytule: zadania o liczbach w rownaniach.

Polecenie 2

Suma cyfr liczby naturalnej dwucyfrowej A jest réwna 11. Jesli przestawimy cyfry tej liczby,

otrzymamy liczbe o 45 wieksza od liczby A. Znajdz liczbe A.


https://zpe.gov.pl/a/DIdouuBrb

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Potrojony kwadrat pewnej liczby dodatniej x jest dwa razy
wiekszy od tej liczby. Liczba x jest rowna:

0 3
0 %
O 1

O 0

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby dodatnie x, y spetniaja réwnanie  + y = 10. Suma
kwadratow tych liczb jest najmniejsza, gdy:

o o O O
I
I




Cwiczenie 3

Suma kwadratéw liczb z, y jest rowna 25. Jesli liczbe = zwiekszymy o 1, a liczbe y
zmniejszymy o 2 to suma kwadratéw tych liczb bedzie réwna 20.
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz

Na podstawie tresci zadania

whnioskujemy, ze O O
x=2y+5.

Réwnanie prowadzace do
rozwigzania zadania, mozna
zapisa¢ w postaci

2 2 _
y* + (2y — 5)” = 25.

Réwnanie spetniajg dwie
pary liczb. O O
Szukane liczby to = 5,
= O O
y=0.
Cwiczenie 4

Rozwigz zadanie i wpisz w kolejnosci rosnacej szukane liczby.

Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe o nastepujacych wtasnos$ciach: w kazdej z tych liczb
cyfra jednosci jest o 3 wieksza od cyfry dziesiatek. Jesli do szukanej liczby dodamy liczbe

o przestawionych cyfrach, to otrzymamy liczbe dwucyfrowa, ktérej cyfra jednosci jest rowna
cyfrze dziesigtek.

Szukane liczby to: ’ ‘ ’ Iub‘

Cwiczenie 5

Jesli do licznika szukanego utamka dodamy 1, to otrzymany licznik bedzie réwny
mianownikowi.

Jesli do mianownika szukanego utamka dodamy 3, to mianownik bedzie dwa razy wiekszy od
licznika.

Znajdz ten utamek i uzupetnij zdanie, wpisujac odpowiednig liczbe.

Mianownik szukanego utamka jest réwny




Cwiczenie 6

Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia (w tym liczby).
Znajdz liczby naturalne z, y spetniajace réwnanie 2+ 22 — 16 = 2Y.

____________________

____________________

Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy liczba 2Y jest szeScianem liczby naturalne;j.
Dla x = 3 otrzymujemy:

22+ 22 —16=2Y

nie spetnia warunkow zadania
Dla x = 4 otrzymujemy:

3+ 22 —16=2Y

y=|

____________________

____________________

Wartos$¢ wyrazenia z® + 22 — 16 nie moze by¢ w tym przypadku szeScianem liczby
naturalnej.

Réwnanie ma wiec tylko jedno rozwiazanie.

Odpowiedz:

Rozwiazanie réwnania to z = 4, y = 6.



() [=+1][o][4][s][3][oa=2"][a*+a* 16| [y][2¢][1]

Cwiczenie 7

Liczby x, y, z sg liczbami naturalnymi wigkszymi od 1 takimi, ze liczby z, y s wzglednie

pierwsze oraz spetniajg réwnanie % + y2 = 22,

z

n
Wykaz, ze nie istnieje liczba naturalna n > 0 taka, ze liczba K = (% + Z) jest liczba

catkowita.
Cwiczenie 8

Znajdz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwieksza z tych liczb jest réwna sumie
kwadratow trzech pozostatych z tych liczb.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania o liczbach w rownaniach

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposéb rownowazny;
2) interpretuje rownania i nierobwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;

4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe;

5) rozwigzuje roOwnania wielomianowe, ktore dajg si¢ doprowadzi¢ do rownania
kwadratowego, w szczeg6lnosci rownania dwukwadratowe;

6) rozwiazuje rownania wielomianowe postaci W(z) = 0 dla wielomianow
doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktore daja si¢ doprowadzi¢ do postaci
iloczynowej metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias lub metodg grupowania.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

« analizuje i rozwigzuje zadanie tekstowe ,,0 liczbach”



e rozwiazuje rownanie liniowe, kwadratowe, wielomianowe lub wymierne, poszukujac
liczb, ktore spetniaja warunki okreslone w zadaniu tekstowym

» uzasadnia wybor konkretnych liczb sposrod liczb bedacych rozwigzaniem danego
rownania

» tworzy i stosuje indywidualng strategi¢ rozwigzania zadania tekstowego

e wspolpracuje w grupie

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» stoneczko
» puzzle eksperckie
e kotimysz

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda stoneczka przypominaja wiadomosci o rownaniach - na kazdym
»-promieniu” stoneczka umieszczaja inny typ rownania i krotkie informacje jak takie
rownanie sie rozwigzuje i na co nalezy zwroéci¢ przy tym uwage.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca w grupach metoda puzzli eksperckich. Poproszeni o to kilka dni wcze$niej
uczniowie, zapoznali si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’ i ,Animacja”. Ich
zadaniem jest przekazanie zdobytych informacji grupom, tak aby kazdy uczen potrafit
rozwigzac¢ analogiczne zadanie.

2. Uczniowie w parach, metodg kot i mysz, rozwigzujg proponowane w materiale
¢wiczenia interaktywne 1 - 4. Przy czym mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania,
a kot, sprawdza ich poprawnos$¢ - po 2 nieudanych probach - kot ,tapie mysz”, ktora



wypada z gry. Aby gra toczyta si¢ dalej - teraz mysz staje si¢ kotem i procedura si¢
powtarza. Prace uczniow nadzorujg nadal eksperci. W razie watpliwoSci proszac
0 pomoc nauczyciela.

3. Koncowym elementem tej czesci zaje¢ jest opracowanie przez kazdego ucznia
indywidualnej strategii rozwigzywania zadania tekstowego o liczbach.

Faza podsumowujaca:

1. 2 - 3 ucznidéw przedstawia opracowane przez siebie algorytmy postepowania -
dyskusja dlaczego proponowana strategia jest efektywna lub nie.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace ekspertow.

Praca domowa:

W ramach pracy domowej uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 5 - 8 z sekcji
»Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:
Zadania tekstowe prowadzace do rozwigzywania rownan wielomianowych o liczbach
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzystac¢, pokazujgc zastosowanie rownan liniowych.


https://epodreczniki.pl/b/zadania-tekstowe-prowadzace-do-rozwiazywania-rownan-wielomianowych-o-liczbach/PccjxUthO

