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Zrédto: Reuben, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Wyobraz sobie, ze musisz narysowac¢ wykres wielomianu stopnia wyzszego niz 2 albo
funkcji wymiernej. Powinienes zatem wiedzie¢, jak zachowuje si¢ taka funkcja dla
argumentow dazacych do +oo i co sie dzieje, gdy argumenty dgzg do —oo. Taka informacije
otrzymasz, gdy obliczysz granice danej funkcji w nieskonczonosci. Dzigki temu materiatowi
nauczymy sie je wyznaczac¢ w najczesciej spotykanych przypadkach.

Twoje cele

e Obliczysz granice w nieskonczonosci funkcji wymierne;j.
» Obliczysz granice w nieskonczonosci funkcji opartej na funkcji wyktadnicze;.

e Obliczysz granice w nieskonczonosci funkcji niewymierne;.



Przeczytaj

Podstawowe wtasnosci granic, symbole nieoznaczone

Zanim rozpoczniemy obliczanie granic w nieskonczonosci, przypomnimy sobie
podstawowe wlasnosci granic.

Twierdzenie: wtasnosci arytmetyczne granic

Dla dowolnych funkciji f i g, majacych wlasciwe (skonczone) granice w +oc:

1_1>IJ£1 f(z) =Fi 1_1)13 g(x) = G oraz dowolnych liczb rzeczywistych a i b, prawdziwe

sa nastepujace wiasnosci arytmetyczne granic:

L lim (a-f(z)+b-g(zx)) =a-F+b-G

T——+00

2. lim (f(z)-g(z))=F- -G

r—+00

3. lim L9 - L oileG£0

T—+00 g(z)

Analogiczne wlasno$ci zachodzg dla granic przy z — —oo.

Zalozenie o skonczonosci granic funkcji fi g bylo istotne. Jezeli tylko jedna z granic bedzie
niewtaéciwa, na przyktad 1_1>IJ£1 9(x) = 400, to niektoére z powyzszych wzordéw pozostang
x (0. ¢]

prawdziwe — oczywiScie pamietajac o odpowiednich dziataniach na nieskonczonosciach -

na przyktad:
lim (f(z) + g(z)) = F + 00 = +oo,
albo
: flz&) _ F _
:EEI—POO g(z) — oo T 0,

ale niektore nie beda juz prawdziwe, na przyktad nie mozemy napisac, ze

lim (f(z)-g(z)) = F - +oo,

T—+00

chyba, ze zalozymy dodatkowo, ze F' # 0.

Dla zobrazowania tego rozwazmy trzy rozne funkcje f, ktore majg w +-oo granice rowna
zero: f1(z) = 1, fa(z) = L i f3(z) = 2 oraz szczegolna funkcje g(z) = z?
o niewlasciwej granicy w +-o00. Zauwazmy, ze w kazdym z tych przypadkow otrzymamy inny

wynik granicy iloczynu:

lim (fi(z)-g(z)) = lim z = +o0,

T—+00 T—+00


javascript:void(0);

lim (fe(z)-g(z)) = lim 1=1,

T——+00 T——+00
Jim (fy(2) - g(x)) = lim 5 =0.

W niektorych przypadkach mamy sytuacje nieprzewidywalne, czyli tak zwane symbole

nieoznaczone. Najczestsze z nich to: 0 - oo, iU =, 00 — 00.

Jezeli w zadaniu napotkamy granice, sprowadzajgcg sie do symbolu nieoznaczonego, nie
wystarczy uzycie przedstawionych powyzejwlasnosci arytmetycznych granic, trzeba
znalez¢ sposob na takie przeksztalcenie postaci funkciji, zeby symbol nieoznaczony
wyeliminowac.

Funkcja wymierna

Funkcje wymierne to funkcje postaci: %, gdzie P i @ sg wielomianami oraz Q(z) # 0.

Granice wielomianow w nieskonczonosciach sg w miare proste do wyznaczania, bo sg
zawsze niewlasciwe (czyli nieskonczone), a znak nieskonczonosci zalezy od parzystosci
stopnia wielomianu i znaku wspoétczynnika przy najwyzszej potedze. Granice funkcji
wymiernych sg za to o wiele trudniejsze, gdyz sg zawsze postaci <, czyli w postaci symbolu
nieoznaczonego. Czasami wystarczy dokona¢ odpowiedniego uproszczenia.

Przyktad 1

2442’44

25 dlax dazacego do —oo.

Obliczymy granice funkcji f(z) =
Rozwigzanie

Korzystajgc z odpowiedniego wzoru skroconego mnozenia, mozemy zapisac:

. $4+4$2+4 . ($2+2)2 . 2
lim e = lim T = lim (w + 2) = +00.
rz——o00 Tt z——o00 T T——00

Bardzo rzadko jednak mozemy tak mocno uprosci¢ nasza funkcje, zazwyczaj wytaczamy
odpowiednie wyrazenia przed nawias w liczniku i mianowniku, a po ich skroceniu
wyznaczamy wynik koncowy.

Przyktad 2

3zt +42’+4z
242 :

Wyznaczmy granice lim
y Vg € pm
Rozwigzanie

Wytgczamy przed nawias czynnik w najwyzszej potedze, czyli w liczniku z*
aw mianowniku z2. Po skroceniu otrzymujemy:



javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

4 2
lim 3z +4x“+4x
T——00 77 +2 T——00

3+4+-4
= lim <x2L2_’”3) :—l—oo-% = +o00.

T——00 1+ 2

Przyktad 3

1 . . _ 92
Obliczymy granice $1_1>1£100 2§w++3f+5
Rozwigzanie

Postepujac podobnie, jak powyzej, otrzymujemy:

x2(72+%+%>
€T

. —22%+3z+5 .
lim —/———F— = lim ———F—* =
ztoo 3T+l T—+00 333(3—}—%)
T
—2+2 45
= lim (L1 - —= <) =0.=2 =0.
z—+oo \ T 3+z—13 3
Przyktad 4

: : : 2224327
Obliczymy granice $1_1>IJ£100 Epa)

Rozwigzanie

Ponownie, postepujgc podobnie, jak wczesniej, otrzymujemy:

p(ei)

= lim ——=4%
)
T

243 _ T
= lim (1-—= | =1-2=2,
x—+00 3+ZL2 3 3

: 2224327
ml—EiI-loo 3z2+1

Funkcje oparte na funkcji wyktadniczej

W podobny sposob, co powyzej, mozemy potraktowac funkcje bedgce wyrazeniami
algebraicznymi zwigzanymi z funkcjami wyktadniczymi. Wiemy, ze dlaa > 1:

lim a®* =0, lim a® = 4+
T——00 T—>—00

lim a® =400, lim a*=0.
T—r—00 T—+00

Czasami, jak poprzednio, wystarczy uprosci¢ postac funkciji.

Przyktad 5



21727230

Obliczymy granice 1_i>m %Lﬁ
T——00

Rozwigzanie

Uzywajac odpowiedniego wzoru skroconego mnozenia, otrzymujemy:

2% 92 (2 (20427
5o = _lim T =

lim
T—>—00

T——00

= lim (2 +27%) =0+ oo = +o0.

T——00

W niektorych przypadkach pomaga, jak w przypadku funkcji wymiernych, wylaczenie
z licznika i mianownika wyrazu ,najszybciej’ dazacego do nieskonczonosci i, po
niezbednym uproszczeniu, wyznaczenie wyniku koncowego.

Przyktad 6

2z —x
Oblicz ranice lim =25—+5°
ymy g ¢ ey too 3B°—bH %

Rozwigzanie

Wytgczamy przed nawias w liczniku 5%, a w mianowniku 52:

B 5% (94 8”
. —2.5%45% .. ( 520 ) p
m1—1>£I-1c>o 357 —5% ml—lgll-loo 5% (3— 5_4z) =@ =10

5(1?

T T =245\ _ L =240 _
_ml—l>ﬁloo(5 e ) = F00: 355 = —00.

Przyktad 7

. . . 344:t+1
Oblicz ranice lim =,
ymy g ¢ A s

Rozwigzanie

Wytgczamy, zarowno w liczniku, jak i w mianowniku, czynnik: 447,

lim 348 gy 0BT
T—+00 24 T—+00 4t (24747 1)

— 1 344 N 4340
= ml_lﬁloo(l 2-44w—1) =157 =-3

Jezeli liczymy granice przy x dgzgcym do —oo, to musimy pamietac, ze zachowanie funkcji
wykladniczej sie zmienia i wowczas, dla a > 1, funkcja f(x) = a® maleje do zera, a funkcja
f(z) = a ® roénie do plus nieskonczonosci.

Przyktad 8




7272z+77m

Obliczymy granice 1_i>m N
X — 00

Rozwigzanie

Wytgczamy w liczniku 7%, a w mianowniku 7-42,

P N 7o (—2L5 ) _
Hiaas =

774z
5500 STTT z——o00 72 732—

_ T 3z, —27%41\ _ (. 0+l _
= lim (7 37501 ) =0-¢g3 =0

Stownik

granica skonczona w nieskonczonosci

granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub 00), ktora jest liczbg rzeczywistg

granica nieskonczona w nieskonczonosci

granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub 00), ktora jest nieskonczona (—oo lub 0o)
symbol nieoznaczony

wyrazenie algebraiczne, ktore nie ma sensu liczbowego, bedagce umownym sposobem
zapisu przy obliczaniu granic funkcji: % > 0

LNe o]

00 — 00: 0 - 00; 0% 1% 00



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajaca algorytm wyznaczania granic

réznych funkcji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVsv3isfV
Polecenie 2

. . 6
Oblicz i =7


https://zpe.gov.pl/a/DVsv3isfV

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

m (222 41) =

Zaznacz prawidtowg odpowiedz: li
Tr—r+00

O 400
() —o
O 0

O 2

Cwiczenie 2

. e 2
Zaznacz prawidtowg odpowiedz: lim 2ol
z5—00 3

O 0




Cwiczenie 3

Wstaw w wyznaczone miejsce poprawng odpowiedz.

(-] [£] 0] [+=]

Cwiczenie 4

. . r . -_— 2
Zaznacz prawidtowa odpowiedz: lim 21 T =
r—+oo 2TF

O oo

O 0

Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie odpowiedzi pasujgce do funkcji wymiernej %‘:i—i

Funkcja w 400 nie posiada granicy.
Funkcja ma w —oo granice skonczona.
Funkcja ma w +o0 granice skonczona.
Funkcja ma w +0o0 granice nieskonczona.

Funkcja ma w —oo granice nieskonczona.

o o o 0O 0O d

Funkcja w —oo nie posiada granicy.



Cwiczenie 6

Wybierz opis pasujacy do funkcji f(z) = 2 + L.

rd

Funkcja ma w +00 granice Funkcja ma w 400 granice Funkcja w 400 nie posiada
skonczona. nieskonczona. granicy.

O O O

Cwiczenie 7 @
Potacz w pary wzory funkcji i informacje o ich granicach.

f(z) = —a® + 22 Funkcja ma W =00 i W +00 granice
nieskonczona.

Funkcja ma w —oo granice skoriczona,
flz)=2+3 1175 ) , graniee ?
a w |00 nieskonczona.

flz)=1-9% Funkcja ma w —68 i w 00 granice
skonczona.

Funkcja ma w —oo granice
_ 3—2g2 : 4 :
f(z) = T2 nieskonczona, a w +00 granice
skoniczona.

Cwiczenie 8 O

Dana jest funkcja f(z) = 2 — a - 5% z parametrem rzeczywistym a. Potacz wartosci
parametru a z odpowiednimi informacjami o granicy tej funkcji.

Funkcja ma w +o0 granice

a>0 . , .

nieskonczong réwna —oo.
a<0 Funkcja ma w +o00 granice skoriczona.
0 =0 Funkcja nie ma w 400 ani granicy

skonczonej, ani nieskonczone;.

Funkcja ma w +0o0 granice

Nie ma takiej wartosci a. . . .
nieskonczong réwna +o0.






Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ granice funkcji w nieskonczonosci?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice w nieskonczonosci funkcji wymierne;j.
 oblicza granice w nieskonczonosci funkcji opartej na funkcji wyktadnicze;.
 oblicza granice w nieskonczonosci funkcji niewymierne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e analiza przypadku;
e pogadanka z wykorzystaniem prezentaci;
e mapa mysli.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie podstawowych informacji dotyczacych
granic funkcji elementarnych.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metoda analizy przypadku. Analizujg przyktady zawarte
w czesci ,Przeczytaj.

2. Nastepnie uczniowie opracowujg wspolnie mape mysli dotyczacg obliczania granic
poszczegoblnych typow funkcii.

3. Nauczyciel wySwietla i omawia prezentacje. Uczniowie uzupetniajg mape mysli
o dodatkowe informacje.

4. Uczniowie w parach wykonujg ¢wiczenia 1 - 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniow, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa:

» Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenie 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz Polecenie 2 z sekcji
»Prezentacja multimedialna”.

Materialy pomocnicze:



» Granice funkcji elementarnych w nieskonczonosci
Wskazowki metodyczne:

e Prezentacje multimedialng mozna wykorzystac jako powtorzenie przed sprawdzianem
lub jako przypomnienie wiadomosci przy temacie ,Asymptota pozioma wykresu
funkciji”


https://epodreczniki.pl/b/granice-funkcji-elementarnych-w-nieskonczonosci/P19kUziBB

