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= Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

B

Zrodto: 10741031 z Pixabay, domena publiczna.

W tym materiale omowimy dwie najwazniejsze relacje zdefiniowane na zbiorze liczb
rzeczywistych: relacje rownosci i relacje mniejszosci (lub wigkszosci - jak kto woli). Sa to
relacje na tyle istotne, ze ich analogony sa definiowane rowniez na innych (czasami bardzo
abstrakcyjnych) zbiorach, po to, aby mozna byto poréwnywac ich elementy.

Twoje cele

e Zbadasz cechy relacji rownosci i relacji mniejszosci.
e Porownasz liczby rzeczywiste.

» Rozwiazesz nierownosci korzystajac z wlasnosci relacji mniejszosci.


https://pixabay.com/pl/users/10741031-10741031/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3825835
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Przeczytaj

Zgodnie z zasadg trychotomii kazde dwie liczby rzeczywiste mozna poroéwnac, czyli
stwierdzi¢, ktora jest wigksza lub czy sa one rowne. Innymi stowy, jesli a, b sg liczbami
rzeczywistymi, to zachodzi doktadnie jeden z trzech warunkéw: a < b,a = b, albo b < a.

Cechy relacji rownosci

Kazda liczba rzeczywista jest rowna sama sobie, zatem dla kazdejliczby rzeczywistej a
zachodzi a = a. Wlasnosc¢ te nazywamy zwrotnoscig. Mozemy tez powiedziec, ze relacja
rownosci jest zwrotna.

Jesli liczba rzeczywista a jest rowna liczbie rzeczywistej b, to rowniez liczba b jest rowna
liczbie a. Zatem dla dowolnych liczb rzeczywistych jesli a = b, to b = a. Te ceche¢
nazywamy symetrig, a kazda relacje charakteryzujgca si¢ nig nazywamy relacjg
symetryczng.

Jesli liczba rzeczywista a jest rowna liczbie rzeczywistej b, za$ b jest rowne liczbie
rzeczywistej c,to liczby a i ¢ rowniez sg rowne. Czyli dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b,
cjeSlia =bib = c, to a = c. Te wlasno$¢ nazywamy przechodnio$cig, a o réwnosci
mowimy, ze jest relacja przechodnia.

Cechy relacji mniejszosci

Relacja mniejszoSci jest przeciwzwrotna, co oznacza, ze zadna liczba rzeczywista nie jest
mniejsza od siebie same;.

Jezeli liczba rzeczywista z jest mniejsza od liczby rzeczywistej y, to na pewno y nie jest
mniejsze od z. Na tej podstawie relacje mniejszoSci nazywamy przeciwsymetryczna. Relacja
mniejszosci jest przechodnia, co oznacza, ze jesli x < yiy < z,tox < z dla dowolnych
liczb rzeczywistych z, y, 2.

W praktyce wazne bedg jeszcze nastepujace wlasnosci:

a) do obu stron nierownosci mozna dodac albo od obu odja¢ te samg liczbe rzeczywista
zachowujgc przy tym zwrot nieréwnosci. Czyli dla dowolnych liczb rzeczywistych
a, b, c nastepujace nieréwnosci s rownowazne:

e a<bd

e atc<b+e
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e a—c<b-oc

b) obie strony nieréwnosci mozna pomnozy¢ lub podzieli¢ przez liczbe dodatnig
zachowujgc zwrot nieréwnosci albo przez liczbe ujemng zmieniajgc zwrot nieréwnosci.
Zatem dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i dodatniejliczby ¢ rownowazne sa
nieroéwnosci:

e a<b
e a-c<b-c
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Dla ujemnejliczby ¢ rownowazne sg nastepujace nierOwnosci:
e a<bd

e a-c>b-c
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Porownywanie liczb rzeczywistych
Liczby rzeczywiste mozna poréwnan na dwa sposoby - wykorzystujac tak zwane:

e porownywanie ilorazowe, albo
e poroéwnywanie roznicowe.

Porownujemy wielkosci ilorazowo za kazdym razem, kiedy probujemy odpowiedzie¢ na
pytanie, ile razy jedna liczba jest wigksza od drugiej. W tym celu obliczamy iloraz dwoch
wielkosci.

Porownujemy roznicowo w przypadkach, gdy chcemy wiedzie¢, o ile jedna liczba jest
wieksza od drugiej. Wowczas obliczamy roznice tych liczb.

Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b nierownosc¢ a < b jest rownowazna
nieréwnosci a — b < 0, za$ nierownos$¢ a > b oznacza dokladnie to samo, co nieréwnos¢
a—>b>0.

Jezeli liczby a i b sq dodatnie, to nierébwnos$¢ a < b jest rownowazna nieréwnosci 3 < 1
(dodatni ulamek jest wiasciwy doktadnie wtedy, gdy mianownik jest wiekszy od licznika).
Analogicznie dla dodatnich liczb a i b nieréwno$¢ a > b jest rwnowazna nierownosci

% > 1(dodatni utamek jest niewtasciwy doktadnie wtedy, gdy licznik jest wigkszy od
mianownika).



Dla kompletno$ci wspomnijmy jeszcze, ze a = b dokladnie wtedy, kiedy a — b = 0, co jest
rownowazne ¢ = 1 (dlab # 0).

Czesto uzywamy tez innych symboli do oznaczenia porzadku lub poroéwnania liczb:

symbol znaczenie
a<b a jest mniejsze niz b
a>b a jest wieksze niz b
0a<b a jest mniejsze (lub) rowne niz b
- a jest nie wieksze niz b
a>bh a jest wigksze (lub) rowne niz b
- a jest nie mniejsze niz b
Przyktad 1

Wiadomo, ze a < bic < d. Udowodnimy, ze a + ¢ < b + d.
Rozwigzanie

Rozwazmy lewa strong tezy: a + c. Na mocy zalozenia b jest wieksze od a, wiec

a + ¢ < b+ c. Robwniez na mocy zalozenia c < d,zatemb+c < b+ d.Stada+c < b+c
ib+ c < b+ d, zatem z przechodnioS$ci relacji mniejszosci wynika, ze a + ¢ < b+ d. Co
nalezato udowodnic.

Powyzsze twierdzenie pozwala dodawac¢ stronami nierownosci, ktore sa zgodnie
skierowane, co czesto przydaje sie¢ w dowodach réznych zaleznosci.

Przyktad 2

Rozwigzemy nieréwnosci:
a) % >0

b2 >1

Rozwigzanie

Ad. a) Zauwazmy, ze iloraz jest dodatni, gdy dzielna i dzielnik sg tego samego znaku.
Poniewaz 3 jest liczba dodatnig, wigc ulamek % jest dodatni doktadnie wtedy, gdy = > 0.
Zatem nieroOwnosc % > 0 spelniajg wszystkie liczby dodatnie.

Ad. b) Zauwazmy, ze utamek jest wigkszy od 1, gdy jest dodatni i jego licznik jest wigkszy
od mianownika, czyli gdy 3 > x. Jednak z nie moze by¢ liczba ujemng. Rzeczywiscie
gdyby x < 0, wowczas iloraz % bylby ujemny, wiec mniejszy niz 1. Zatem z speinia
warunek 0 < z < 3.




Przyktad 3

Zatozmy, ze x > 51y < 1. Czy mozemy oszacowac wielko$¢ nastepujacych wyrazen:
a)x +y,

b)z —y,

c)x -y,

d) %, przy dodatkowym zatozeniu y # 0,

e) L2

Rozwigzanie

Ad. a) Wartos¢ wyrazenia x + y moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Ad. b) Wartos¢ wyrazenia x — y moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista wieksza niz 4.
Ad. c) Warto$¢ wyrazenia x - y moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Ad. d) Przy dodatkowym zalozeniu y # 0, mamy Ze warto$¢ wyrazenia % moze by¢
dowolng liczbg ujemna oraz dowolng liczbg wieksza niz 5.

Ad. e) Warto$¢ wyrazenia < moze by¢ dowolna liczbg mniejszg niz %
Przyktad 4

Poroéwnamy nastepujgce utamki:

a) 35 i 11
b) 15 i it
)15 iT
Rozwigzanie

Ad. a) Oczywiscie -5 < +r,bo11 > 13.
Ad. b) W przypadku drugiej pary wystarczy zauwazyc, ze pierwszy utamek jest wigkszy
niz % a drugi mniejszy niz %, wiec % > 1—51

Ad. ¢) W przypadku ostatniej pary skorzystamy z faktu, ze znak nieré6wnosci nie zmieni
sie, gdy oba wyrazenia pomnozymy przez liczbe dodatnig 91. Otrzymamy wowczas liczby
351 39. Zatem % > 15—3



Przyktad 5
Uporzadkujemy liczby 0, (3), = i +.
Rozwigzanie

Oczywiscie -+ = 0,3 < 0, (3). Jednoczesnie 0, (3) = + > —. Musimy wiec znalez¢
sposob na porownanie liczb 1% i % Pomnozmy je przez 10m. Wowczas otrzymamy 3w
oraz 10. Zatem 5 < L < 0,(3).

Stownik
relacja

odzwierciedlenie oddzialywania miedzy dwoma badz wigkszg liczba podmiotow,
przedmiotow, cech, obiektow matematycznych

relacja przeciwsymetryczna, relacja asymetryczna

relacja, ktora jezeli zachodzi dla pary (x, y), to nie zachodzi dla pary (y, x)

relacja przechodnia (tranzytywna)

relacja, ktora jesli zachodzi dla pary (z, y) oraz pary (y, z), to zachodzi tez dla pary (z, 2)

relacja zwrotna

relacja, w ktorej kazdy element zbioru jest w relacji sam z soba



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj wtasnosci relacji réwnosci i relacji mniejszo$ci oméwione w prezentacji.

Polecenie 2
Na podstawie prezentacji rozwiaz test. Ocen prawdziwosc¢ zdan.

Zdanie Prawda Fatsz
Jedliz =4iy=3,to
xy = 12. O O

JeSlizy =12, tox =4
y=3.

Jeslia < bic<d,to
a—c<b-—d.

Jeslia < b, to
a+1<b+ 2.

Jedlia < b,to —a < —b.

Jedliz >1ix <3, to
r = 2.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1
Poréwnaj liczby. Wstaw znak <, > lub =.

Poréwnaj liczby
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Cwiczenie 2 @)

Przyporzadkuj nieréwnosciom w nagtéwkach warunki im rownowazne (opisujace te same
zbiory liczbowe). Przeciagnij i upusc.

z>1
22> -2 || —22>2|
2w <2 |20 >2

. —z—1<0 || -2z <2
z+1>0||z—-1<0
—z<—1||—z—1>0
2z < -2 || 2> -2

. z+1<0||2z< -2
1-2>0|[—z+1<0

z < (—1)




Cwiczenie 3

Liczby z i y spetniaja warunki podane w lewej kolumnie. Przyporzadkuj parom liczb (z, y)
oszacowanie ich sumy.

l<x<2id<y<d —-l<zer<2id<y<dl<zer<2i —4<y<h,
—l<z<2i —4<y<)H, 2<zx<li —b6<y<4 2<zx<—1i
—H<y<—4-2<z<li —-d6<y<—4-2<z<-1i -5<y<4

Warunkidlaliczb z iy Oszacowanie sumy liczb
r+vy

l<zx<2id<y<b

—l<z<2i
4<y<>s

l<zx<2i
—4<y<bH

—l<z<2i
—4<y<5>H

—2<z<li
—5<y<4

—2<zxz<—-1i
—h<y< -4

—2<x<li
—S<y< —4

—2<zr<—-1i
—5<y<4




Cwiczenie 4

Liczby z i y spetniaja warunki podane w lewej kolumnie. Przyporzadkuj parom liczb (z, y)
oszacowanie ich réznicy.

1<zr<34<y<d —-1<e<3dd<y<dhl<e<yd -b<y<—4, -1<z <3,
—H<y< 4, 1<x<3, 4<y<j,-1l<x<3 -4<y<5b

Warunkidlaliczb z iy Oszacowanie réznicy liczb =
iy

1<z<3,4<y<sb

—-l<z<34<y<b

1<z <3,
—-H<y< —4

-l<z<3,
—-H<y< —4

l<z<3 4<y<b

—-l<z<3,
-4 <y<5H

Cwiczenie 5

Potacz w pary warunki réwnowazne (oznaczajace doktadnie to samo).

a-b>0 a>0ib>0
a-b>0ia+b>0 (@>0ib>0)lub(@a<0ib<0)
a-b>0ia+b<0 (@>0ib<0)lub(@a<0ib>0)

a-b<0 a<0ib<0



Cwiczenie 6
Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Dokoncz zdanie:

Relacja réwnosci

jest: zwrotna [ ] symetryczna (] przechodnia [ ]
Relacja mniejszosci .
: jest-J zwrotna [} symetryczna (] przechodnia [ |

Wiadomo, zez < y
. Wynika stad, ze:

—r< -y [ ] —z>-y (] —z<y (]

Wiadomo, ze

z? = 3. Wynika z=y [ Vaz =/ [ zt =y (]

stad, ze:

Cwiczenie 7 @

Rozstrzygnij, czy dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, jeSlia < bic < d, to
a—c<b-—d.

Cwiczenie 8 @

Niech a, b, ¢ beda liczbami catkowitymi roznymi od zera. Przypomnijmy, Ze napis a|b oznacza,
ze a dzieli b (a jest dzielnikiem b, b jest podzielne przez a). Rozwazmy relacje podzielnosci

w zbiorze liczb catkowitych réznych od zera. Ocen prawdziwosé zdan. Wybierz prawda lub
fatsz.

Zdanie Prawda Fatsz
Jesli albib|c, to alc O O

Relacja podzielnosci jest
przechodnia

zwrotna

Relacja podzielnosci jest

O
Relacja podzielnosci jest O
symetryczna O

O] OO



Cwiczenie 9

Rozwigz nierdwnosci.
5

a) r <0

b) 2 <1



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych,;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» bada cechy relacji rownosci i relacji mniejszosci,
» porownuje liczby rzeczywiste,
e rozwigzuje nierownosci korzystajac z wtasnosci relacji mniejszosci.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



 pracaz ekspertem;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych” oraz
wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Prezentacja
multimedialna” Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-6 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
o Zbidr liczb rzeczywistych. Prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,,Uporzadkowanie zbioru liczb rzeczywistych”
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