Dtugosc promienia okregu opisanego na trojkacie
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o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrodto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

W tym materiale przypomnimy definicje okregu opisanego na tréjkgcie oraz dobierzemy
rozne metody wyznaczania dtugosci promienia okregu opisanego, w zaleznosci od rodzaju
trojkata. Zdobyte umiejetnosci moga by¢ przydatne m.in. do rozwigzywania wielu
problemow zwigzanych z zyciem codziennym. Bazujac na wiedzy teoretycznej oraz
omowionych przyktadach, rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Wyznaczysz zalezno$¢ pomiedzy dlugoscig promienia okregu opisanego na
trojkacie, a dlugosciami bokow trojkata w roznych rodzajach trojkatow.

» Zastosujesz rozne wzory na dtugos¢ promienia okregu opisanego na dowolnym
trojkacie.

o Wykorzystasz poznane wzory do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje okregu opisanego na trojkacie.
Juz wiesz

Okrag jest opisany na trojkacie, gdy kazdy wierzchotek trojkata nalezy do tego okregu.

Aby wyznaczy¢ srodek okregu opisanego na trojkacie nalezy skonstruowac symetralne
jego bokow.

Punkt przeciecia symetralnych bokow trojkata jest srodkiem okregu opisanego na tym
trojkacie.

Wyznaczymy, jaka jest dtugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie, w zaleznos$ci od
rodzaju trojkata.

1. Dlugo$é promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym.
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Poniewaz $rodek okregu opisanego jest srodkiem przeciwprostokatnej, zatem dlugos¢ R
promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci a, b
oraz przeciwprostokatnej dlugosci c jest rowna:

R=¢.

2. Dlugos$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie r6wnobocznym.

Srodkowe, wysokoéci oraz symetralne bokéw trojkgta rownobocznego przecinajg sie
w punkcie, bedacym srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie. Punkt ten dzieli kazda
ze Srodkowych w stosunku 2 : 1.



Zatem promien okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym o boku dtugosci a
i wysokosci h jest rowny:

a.

_ _ Vi _ V3
R=3-h=%a % =%

3. Dlugos¢ promienia okregu opisanego na dowolnym trojkacie.

e Ztwierdzenia sinusow wiemy, ze prawdziwa jest rownos$¢: - = 2R.

Wobec tego:
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R= 5%

2sina *

» Poniewaz pole trojkata wyraza si¢ wzorem P = % - b - ¢ sin q, to dlugo$¢ promienia
okregu opisanego na dowolnym tréjkgcie o bokach diugosci a, b, ¢ jest rowna:

_ ake
R_4P-

e Poniewaz pole trojkata wyraza si¢ wzorem P = r - p, gdzie r jest promieniem okregu

wpisanego w trojkat oraz p = %’”c zatem dlugos$¢ promienia okregu opisanego na

dowolnym trojkacie jest rowna:

R = abc

4rp

Przyktad 1

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie o boku a = 8 i kacie
a = 120° lezacym naprzeciwko boku a.

Rozwigzanie:

Do wyznaczenia dtugoSci promienia okregu opisanego na trojkacie wykorzystamy wzor
R =2

2sina *
_ 8 _ 8 4 4 _ 8/3
Wobec tego B = 557957 = 250" — sme0” — 23 — 3
2

Nie zawsze konieczne jest wykorzystanie wyzej wymienionych wzorow. W przypadku
trojkata rownoramiennego wystarczy wykorzystac¢ twierdzenie Pitagorasa.

Przyktad 2

Obliczymy dtugo$¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie rownoramiennym
o podstawie dtugosci 6 i ramieniu dlugosci 8.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat rownoramienny i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:




Dtugos¢ wysokosci h obliczymy z twierdzenia Pitagorasa.
Wobec tego h? + 3% = 82

h? = 55, czyli h = /55.

Zauwazmy, ze & = h — R, zatem z = v/55 — R.
Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, mamy:

z? + 3% = R?

(\/5_—R)2+32:R2

55 — 2v/55R + R2 + 9 = R?

_ 64 _ 32 _ 3255
- 2v55 55 85
Przyktad 3

Obliczymy dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym
rownoramiennym o polu P.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat prostokatny rownoramienny i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia:
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Jezeli pole tego trojkata jest rowne P, zatem do wyznaczenia warto$ci a rozwigzujemy
rownanie:

ca=P

IS

1.
2
a* = 2P, czylia = V2P.

Przeciwprostokatna tego trojkata ma dlugosé av/2 = V2P - v/2 = 24/P.

Do wyznaczenia dlugosci promienia okregu opisanego na tym trojkgcie wykorzystamy

wzor R = %

Zatem R = # — /P.
Przyktad 4

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkgcie rownobocznym, ktorego
pole wynosi P.

Rozwiazanie:

Pole trojkgta rownobocznego o boku a obliczamy ze wzoru P = “2)1/3 , zatem do

wyznaczenia wartosci a rozwiazujemy réwnanie:

p=20

4

Wobec tego 4P = a?/3, zatem a® = % = %\@, czylia = _4P3\/g -



Do wyznaczenia dlugosci promienia R okregu opisanego na tym trojkgcie wykorzystamy

wzor R = a33.

4PV/3 3 I
Zatem R = \/ 33 v3 = 45‘/§.

Przyktad 5
Obliczymy dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie o bokach dtugosci 3, 4, 6.
Rozwigzanie:

Narysujmy rysunek pomocniczy i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia.

/s

Obliczmy cosinus kata o z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow.
Zatem

42=324+62-2-3.6-cosa

_ : _ 29
16 =9+ 36 — 36 - cos , czyli cosa = .

Do wyznaczenia wartoS$ci sinusa kata wykorzystamy jedynke trygonometryczna:

2 2

sin“a+cos“a =1

sin? a + (%)2 =1

2 841
Sin a—f—m—l
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=2 455 . . _ /455 : _ V455
sin” a = {555, Wiec sina = 522 lubsina = — 322,
. . 4455
Kat o jest ostry, zatem sin o = —5—.

Do wyznaczenia dtugosci promienia okregu opisanego wykorzystamy wzor:

R= 42

2sin o
4 72 724/455
Wobec tego R = v T Vi 4%
36
Stownik

symetralna boku tréjkata

prosta prostopadta do boku, dzielgca go na dwie réwne czesci
jedynka trygonometryczna

wzor postaci sin? o + cos? o = 1

twierdzenie Pitagorasa

w trojkacie prostokgtnym kwadrat dtugosci przeciwprostokatnejjest rowny sumie
kwadratow dlugosci przyprostokatnych

twierdzenie sinusow

w dowolnym troéjkacie stosunek dtugosci dowolnego boku do sinusa kata lezacego
naprzeciw boku jest rowny dtugosci Ssrednicy okregu opisanego na tym trojkacie

twierdzenie cosinusow

w dowolnym tréjkgcie kwadrat dowolnego boku réowna si¢ sumie kwadratow dtugosci
dwoch pozostatych bokéw pomniejszonej o podwojony iloczyn tych bokéw i cosinusa

kata zawartego miedzy nimi



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DugZjbnt7

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego dtugosci promienia okregu opisanego na
trojkacie.

Polecenie 2

Oblicz dtugos$¢ promienia okregu opisanego na:

a) trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci 4i 8,

b) tréjkacie réwnobocznym o boku dtugosci 10,

c) tréjkacie o bokach dtugosci 5, 6, 8.


https://zpe.gov.pl/a/DugZjbnt7

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz.

22

N

Dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym z rysunku jest rowna:

O 26

O 2v/2

O V6




Cwiczenie 2 @)
Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

0 Dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym o boku dtugosci
\/5 wynosi 3.

Dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie rownobocznym o boku dtugosci 4

OJ 4\/—

WYynosi —x-

0 Dtugos$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym
o przyprostokatnych dtugosci 6 i 8 wynosi 5.

Dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym

OJ 8\/_

o przeciwprostokatnej dtugosci 8 wynosi
Cwiczenie 3 ¢
Cwiczenie 4
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli tréjkat prostokatny ma przyprostokatne dtugosci 9 i 3, to promien okregu opisanego na

______________

3V2

9
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Cwiczenie 5

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Jezeli jedna przyprostokatna tréjkata prostokatnego ma dtugos¢ 12, a promien okregu

opisanego na tym tréjkacie jest réwny 6, 5, to pole tego trojkata wynosi

Jezeli wysoko$¢ tréjkata rownobocznego ma dtugos¢ 6, to promien okregu opisanego na tym

trojkacie ma dtugosé ‘ ’

Jezeli promien okregu opisanego na tréjkacie rownoramiennym ma dtugosc 2, pole trojkata

wynosi 12, a dtugos¢ ramienia 2v/6, to podstawa trojkata ma dtugosc




Cwiczenie 6

Na rysunkach I'i IT przedstawiono odpowiednio trojkat prostokatny oraz tréjkat
rownoboczny.

ey (1)

N

2v/2 6

Przyporzadkuj stwierdzenia do odpowiednich tréjkatéow.

Dla tréjkata z rysunku I:

dtugosc¢ promienia okregu
opisanego na tym tréjkacie jest
réwna 2v/3

promien okregu opisanego na
tym tréjkacie jest dwa razy
wiekszy niz promien okregu
wpisanego w ten tréjkat

Dla trojkata z rysunku II:

dtugosc¢ promienia okregu
opisanego na tym tréjkacie jest

rowna \/5

Srednica okregu opisanego na
tym tréjkacie jest réwna
dtugosci jednego boku

dtugos¢ promienia okregu
opisanego jest rowna dtugosci
boku podzielonej przez V3

dtugosc¢ promienia okregu
opisanego na tym tréjkacie jest




rowna potowie dtugosci
najwiekszego boku

Cwiczenie 7 @

Oblicz dtugos$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym
o obwodzie 8.

Cwiczenie 8 @

Oblicz dtugosci bokéw tréjkata, jezeli miara jednego z katéw wynosi 60°, pole trdjkata jest

rowne v/ 3, a promien okregu na nim opisanego wynosi 2.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugo$¢é promienia okregu opisanego na troéjkacie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

5) stosuje twierdzenia sinusdw i cosinuséw oraz wzor na pole trojkata 12xaxbxsinY’

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cieciw okregdw oraz odcinkéw stycznych,
w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego w tréjkat,
srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz korzysta z ich
wtasnosci;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza zalezno$¢ pomiedzy dlugoscia promienia okregu opisanego na trojkacie,
a bokami trojkata w roznych rodzajach trojkata;

 stosuje rozne wzory na dlugos¢ promienia okregu opisanego na dowolnym trojkacie;

» wykorzystuje poznane wzory do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

dyskusja;

praca z ekspertem;
metoda krokodyla;
burza mozgow.

Formy pracy:

praca indywidualna;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Dlugos¢ promienia okregu opisanego na

trojkacie”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem

lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢

z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne

pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel

sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5

z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”

metoda krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu
rzeki” i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/nauczytem sie...

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Okrag opisany na trojkacie
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ podczas omawiania tematow
dotyczacych okregdéw wpisanych i opisanych w wielokatach.
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