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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Przypomnij sobie podstawowe wiasnosci funkcji homograficznejzwigzane
z wyznaczaniem postaci kanonicznej funkcji oraz asymptot wykresu funkcii.

W tym materiale wykorzystamy te wiasnosci do konstrukcji wykresu funkcii
homograficznej oraz opisu jej pozostatych wiasnosci.

Twoje cele

» Naszkicujesz wykres funkcji homograficzne;j.
o Wyznaczysz wiasnos$ci funkcji homograficzne;.
» Rozwiazesz zadania dotyczace funkcji homograficzne;.




Przeczytaj

Definicja: Funkcja homograficzna

azr+b
cr+d’

Funkcje wymierna postaci f(z) = gdzie ¢ # 01iad — ¢b # 0 nazywamy funkcja

homograficzna.

Dziedzing funkcji homograficznejjest zbior R \ {—% :
Powyzszy wzor to posta¢ ogélna funkcji homograficzne;j.
Posta¢ kanoniczna funkcji homograficznej

f(z) = 35 +q,7 #0,Dy =R\ {p}.

Wykresem kazdej funkcji homograficznejjest hiperbola.

Wykres funkcji f(z) = rp + g powstaje w wyniku przesunig¢cia wykresu funkciji

g(z) = ~ owektor [p, q|.
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Asymptotami wykresu funkcji f(z) = + g sg proste o rownaniach:

T = p — asymptota pionowa

Yy = g — asymptota pozioma

Zauwazmy, ze funkcja nie jest okreslona dla z = p i wlasnie prosta o rownaniu z = p jest
asymptota pionowgq. Podobnie funkcja nie przyjmuje wartosci y = qi prostay = g jest
asymptota pozioma.

Przyktad 1

5
z—3

Przeksztatlcimy wzor funkcji f(z) = — 4 do postaci ogolne;.

Rozwigzanie

Sprowadzamy wyrazy do wspolnego mianownika oraz wykonujemy dziatania:
fz) = aci3 —4

f(z) = 35 - 4

flz) = =551

fl@) = ==



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Odpowiedz:

Posta¢ ogélna funkcji f to: f(z) = =217

Przyktad 2

Naszkicujemy wykres funkcji f(z) = _jﬁ‘l oraz omoéwimy jej wlasnosci.
Rozwigzanie

Najpierw przeksztalcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

fla) = =251
f(l’) _ 72(x:i)+2
f(ZB) = —2 + le

Nastepnie rysujemy wykres funkcji g(z) = < i przesuwamy go o wektor [1, —2]
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o Dziedzina funkcji: Dy = R\ {1}.

e Zbior warto$ci funkcji: ZWy = R\ {—2}.

» Miejsce zerowe: ¢g = 2.

« Wykres funkcji przecina o§ Y w punkcie (0, —4).

 Funkcja jest malejgca w kazdym z przedziatow: (—oo, 1), (1, 00).



e f(z)>0dlaz € (1,2).
e f(z) <0dlaz € (—o0,1) U (2,00).
o Funkcja jest roznowartosciowa.
» Funkcja nie przyjmuje ani wartosci najmniejszej, ani najwieksze;j.
« Wykres funkcji jest symetryczny wzgledem punktu (1, —2).
» Wykres funkciji jest symetryczny wzgledem prostych: y = ¢ — 3 orazy = —z — 1.
o Wykres funkcji ma asymptote pozioma o rownaniu: y = —2.
o Wykres funkcji ma asymptote pionowg o rownaniu: z = 1.
Przyktad 3

Obliczymy pole prostokata, ktorego boki zawieraja sie¢ w prostych bedacych asymptotami

_ﬁzg oraz w osiach uktadu wspotrzednych.

wykresu funkcji f(z) =
Rozwigzanie

Aby wyznaczy¢ roOwnania asymptot, nalezy przeksztatci¢ wzor funkcji do postaci

kanonicznej
@) = =7
—2(z+4)-1

flz)=-2- 27

Zatem asymptotami wykresu funkcji sg proste o rownaniach: x = —4, y = —2, ktore wraz
z osiami uktadu wspolrzednych ograniczaja prostokat o bokach 4 oraz 2 i polu réwnym 8.



Przyktad 4

4
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Wyznaczymy punkty nalezgce do wykresu funkcji f(z) =
wspotrzedne sg liczbami naturalnymi.

Rozwigzanie

Najpierw przeksztatcimy wzor funkcji do postaci kanoniczne;j:

f(z) = 4
f(ac) _ 4(:1:;71%76
f(il?) =4 - xﬁl

Poniewaz 4 jest liczbg naturalng, warto$¢ funkcji f(x) bedzie liczbg naturalng, jesli
wyrazenie —%— bedzie liczbg catkowitg 4 oraz z — 1 # 1. Zatem = — 1 musi by¢

dzielnikiem liczby 6, czyli:

r—1=-6
lub
r—1=
lub
z—1=-3

lub



r—1=3
lub
r—1=2

lub

lub

z—1=1

lub

x-1=-

zatemz € {7, 4, 3, —5, —2, —1, 0} orazz € Natakze f(z) € N.
Wszystkie warunki spetniajg z € {7, 4, 3, 0}

Odpowiedz:

Punkty o obu wspoétrzednych naturalnych nalezace do wykresu funkciji f, to: (7, 3),
(0,10), (4,2), (3,1).

Przyktad 5

Udowodnimy, ze funkcja f(z) = 322, z # 2 jest malejgca w zbiorze (2, o).
Rozwigzanie

Zalozenie:

f(z) = 322, Dy =R\ {2}, 21,22 € (2,00) i 21 < 22

r—2
Teza:
f(z1) > f(x2)
Dowdd:

Zbadamy znak réznicy wartoéci funkcji f dla argumentéw x, xs € (2, 00):

712 -2  (01-2)(z2-2)  (21-2)(x2-2)

f(xl) . ‘f(xz) _ 3r1—2 3z,—2 _ (3z1—2)(z2—2) (329—2)(z1—2)

_ 3z1xy—621 229 +4- 33125+ 221 +625—4 —4(z1—x2)
(z1—2)(z2—2) (z1—2)(z2—2)

>0



Uzasadnienie:
e ] — 29 < 0z zalozenia, poniewaz x; < xo;
o —4(xy — x9) > 0, poniewaz iloczyn dwoch liczb ujemnych jest liczbg dodatnig;
e 1 — 2 > 02zzalozenia, poniewaz z; > 2;
e 9 — 2 > 02zzalozenia, poniewaz zy > 2;
e (21 —2)(z2 —2) > 0, poniewaz iloczyn dwoch liczb dodatnich jest liczbg dodatnisg;

% > 0, poniewaz iloraz dwoch liczb dodatnich jest liczba dodatnig.

Otrzymali$my nierowno$¢ f(z1) — f(z2) > 0, zatem f(x1) > f(z2), co nalezato
udowodnic.

Stownik

funkcja wymierna

funkcja, ktora jest ilorazem dwoch wielomianow
asymptota

prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdluz krzywej, odleglo$¢ tego punktu od prostej dazy do zera; asymptota funkcji to

asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcii



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Funkcja homograficzna jest szczegdélnym przypadkiem funkcji wymiernej. Jej wykresem
jest hiperbola. Zapoznaj sie z symulacjg interaktywnga, ktéra przedstawia wykres

i wtasnosci hiperboli. Zmieniajac wspotczynniki a, b, ¢ i d obserwuj, jak zmienia sie

wykres funkcji homograficzne;j.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DHw5bGANi

Polecenie 2

—x+1
T+2

z symulacji z Polecenia 1 sprawdz swojg odpowiedz.

Narysuj wykres funkcji f(x) = opisz jej wtasnosci, a nastepnie korzystajac

Polecenie 3

Polecenie 4


https://zpe.gov.pl/a/DHw5bGANi

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Wskaz funkcje homograficzne.

o flz) = =
o f(z)= 212;12
+ fla) = T2
¢ f@) =5
Tz—1
o f(z) = %
Cwiczenie 2
Postac¢ ogolna funkcji homograficznej f(z) = m_+42 — 3 to:
—3z-10
® f(x) - :cﬁ—Ql
o« fl@) =52
: sla) = 2



Cwiczenie 3

Wzér funkcji przedstawionej na rysunku to:

y

-
=3
o f(z) = 2;:34
e f(z) = 23;96__35
o f(z) = ?:z:x:25
e f(z)= ?f__24
Cwiczenie 4
Narysuj wykres funkdji f(z) = 3£ i opisz jej wiasnosci.

Cwiczenie 5
Uzupetnij zdanie. Przeciagnij poprawng odpowiedz.

7 [77 _2, 577]77’ 2 [772, 577]77

13

5x+3 _— 1o
Tz

Aby narysowac wykres funkcji f(z) = 25> nalezy wykres funkcji f(z)

X
przesungc o wektor .............



Cwiczenie 6
Wpisz poprawng liczbe.

Pole prostokata wyznaczonego przez osie uktadu wspodtrzednych oraz asymptoty

wykresu funkcji f(z) = 221 wynosi ............

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8

Wykaz, ze funkcja f(x) = ﬂg jest rosnaca w przedziale (—3, 00).



Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasno$ci funkcji homograficznej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

13) postuguje sie funkcjg f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze funkcja

f(z) = i;l jest monotoniczna w przedziale (—oo, —2).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje funkcje homograficzng;

 rozroznia funkcje homograficzne;

e wyznacza wilasnosci funkcji homograficzne;j;

 rysuje wykres funkcji homograficzne;j;

» przeksztalca wzor funkcji homograficznej z postaci ogolnej do postaci kanonicznej;



e wyznacza réwnania osi symetrii wykresu funkcji homograficznej oraz wspotrzedne
srodka symetrii wykresu;

e wyznacza rownania asymptot wykresu funkcji homograficzne;j;

« dowodzi monotonicznosci funkcji homograficznej w przedziale.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
e pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
 tablica interaktywna/tablica, pisaki/kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z sekcja ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

3. Uczniowie przypominajg najwazniejsze informacje dotyczgce rysowania
i przeksztalcania wykresow funkcji homograficzne;j.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przykiad pozostalym
uczniom.

2. Nauczyciel, w razie potrzeby, pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nastepnie uczniowie pracujg indywidualnie - zapoznajg si¢ z symulacja interaktywng
i wykonuja wskazane polecenia oraz rozwiazujg ¢wiczenia 1 - 4 w sekcji ,Sprawdz sie”.
W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:



1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie okres$laja, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:
Uczniowie majg za zadanie wykonac¢ ¢wiczenia 5 - 8 zawarte w sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

o Wykresy funkcji f(z) = &

T

Wskazowki metodyczne:

o Symulacje interaktywng mozna wykorzysta¢ podczas powtorzenia wiadomosci
o funkcji wymierne;j.

» Symulacje mozna wykorzysta¢ na zajeciach dotyczacych graficznego rozwigzywania
rownan wymiernych.
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