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Zrédto: Karim Manijra, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Na pewno wiesz, ze Sahara to najwigksza
najgoretsza pustynia na Ziemi.

Zapewne kojarzy ci si¢ z bezkresnym
piaszczystym obszarem. A jak jest

w rzeczywistosci? Jak myslisz - ile procent
powierzchni Sahary pokrywa piasek?

Nie wiem jaka dasz odpowiedz, ale wigkszos¢
ludzi twierdzi, ze okoto 80%, cho¢ jest wrecz
przeciwnie - tylko 15% powierzchni Sahary

: SRy ; . pokrywa piasek. Dzieje sie tak dlatego, ze
Pustynia kamienista - Sahara w Algierii powierzchnia pustyni jest bardzo

Zrédto: Florence Devouard, dostepny w internecie: zréZnicowana, w duZej mierze skalista.
commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

Wida¢ wiec, ze usrednianie danych,
w przypadku duzego ich zréznicowania, moze catkowicie wypaczy¢ obraz pewnego
zjawiska czy sytuacji. Aby unikac¢ takich pulapek, w statystyce, oprocz miar tendencii
centralnej, stosuje si¢ jeszcze inne miary. Z niektorymi z nich zapoznasz si¢ w tym
materiale.



Twoje cele

» Poznasz niektore miary rozproszenia i porownasz je z miarami tendencji centralne;j.
» Obliczysz rozstep, odchylenie przecietne i wariancje danych przedstawionych

w rozny sposob.
» Przeanalizujesz i zinterpretujesz wariancje¢ danego zestawu danych statystycznych.



Przeczytaj

Miary rozproszenia

Rozpatrzymy wyniki dwoch serii rzutow kostka do gry.
Seria1 Seria 2

4, 4,4, 4, 4 1,3, 4,66

W obu przypadkach srednia arytmetyczna liczby wyrzuconych oczek jest rowna 4. Mediana
obu zestawu danych tez jest rowna i wynosi 4. Jednak oba te zestawy danych wyraznie si¢
roznia. Pierwszy zestaw nie jest zroznicowany, a drugi - zroznicowany. Widac¢ wiec, ze
zastosowanie miar tendencji centralnej nie opisuje dobrze roéznic miedzy tymi zestawami.

Aby wiec analiza danych byla pelniejsza, warto zastosowac jeszcze charakterystyki
zroznicowania (rozproszenia) danych, zwane miarami rozproszenia (dyspersji). Miary te
pozwalajg na okreslenie, jak duze sg réznice (odchylenia) miedzy poszczegolnymi
warto$ciami jednostek zbiorowosci, a ich wartoscig przecigtng (Srednig).

Definicja: Miara rozproszenia

Miary rozproszenia (rozrzutu, zmiennosci, dyspersiji) to miary charakteryzujace stopien
zroznicowania miedzy sobg jednostek statystycznych pod wzgledem badanej cechy.

Przykladowe miary rozproszenia to rozstep, wariancja, odchylenie standardowe.

Rozstep
Rozstep jest miarg stuzgcg do wstepnej analizy rozproszenia.
Definicja: Rozstep

Rozstepem (obszarem zmienno$ci) nazywamy roznice miedzy najwiekszg a najmniejszg
wartoscig cechy w szeregu statystycznym.

Rozstep oznaczamy litera R.
R = LTmazr — Tmin

gdzie:
Tmaz — NAjwicksza wartos¢ cechy,
Tmin — Najmniejsza wartos¢ cechy.

Przyktad 1



W tabeli przedstawiono oceny z historii uzyskane przez Anie, Ewe i Julka.
Osoba Oceny z historii

Ania 4, 5,6,4,5,4,6
Ewa 3,4,4,4,4,3,3,3
Julek 2,1,3,4,4,4, 3,5
R=6-4=2
R=4-3=1

R=5-1=4

Odchylenie przecietne
Definicja: Odchylenie od $redniej

Odchyleniem wartoS$ci x; cechy statystycznej od Sredniej arytmetycznej Z nazywamy
liczbe |z; — Z|.

Przyktad 2

Policzono ile bombek zawieszono na 4 choinkach stojgcych na Placu Ratuszowym.
Otrzymano nastepujace wyniki: 126, 47, 24, 183.

Obliczymy Srednig arytmetyczng liczby bombek i dla kazdego wyniku podamy
odchylenie od $redniejliczb bombek.

Rozwigzanie:

Obliczamy $rednig arytmetyczng:

7 = 1260474244183 _ g5

Obliczamy odchylenie od $srednie;j.
Argumenty i Wartosci

x; 126 47 24 183
lz; — x| | [126 — 95| =31 | [47—95/ =48 |24 —-95| =71 | |183 — 95| =88
Whniosek:

Najwigksze odchylenie od sredniejjest w przypadku choinki, na ktorej zawieszono 183
bombki.




Miarg rozproszenia, ktora uwzglednia wszystkie dane rozktadu (a nie poszczegolne
elementy - tak jak odchylenie od $redniej), jest odchylenie przecietne (Srednie).

Definicja: Odchylenie przecietne

Odchyleniem przecietnym zestawu danych statystycznych z;, 3, ..., z, od ich
Sredniej arytmetycznej T nazywamy liczbe:

d— |z1—Z|+|z2—Z|+. . .4|zn—T]
n

Przyktad 3

Obliczymy odchylenie przecietne dla zestawu danych z Przyktadu 2.

d= 31+481—71+88 — 59, 5 ~ 60

Mozemy powiedzie¢, ze liczby bombek na poszczeg6lnych choinkach roznia si¢ o ok.
60 od Sredniej dla wszystkich choinek.

Wariancja

Podstawowg miarg zmiennosSci obserwowanych wynikow jest wariancja. Wariancja
informuje o tym, jak duze jest zréznicowanie wynikow w danym zbiorze danych - czy
wyniki sg bardziej czy mniej skoncentrowane wokot srednie;.

Definicja: Wariancja

Wariancjg zestawu danych statystycznych z;, 3, ..., =, nazywamy Srednig
arytmetyczng kwadratow odchylen od ich Sredniej arytmetyczne;j z.

Wariancje oznaczamy symbolem o (o - sigma) i okre$lamy wzorem:

o2 — (21-2)+(zo—2)°+.. 4 (2,—2)°
n

Przyktad 4

W loterii fantowej wziety udziat 3 osoby. Kazda wyciagneta 10 loséw. Pierwsza z osob
wyciagneta 4 losy pelne, druga 6, a trzecia 2. Obliczymy wariancje wyciagni¢cia losow
peinych.

Obliczamy Srednig arytmetycznag liczb: 4, 6, 2.

T = 4+§+2 — 4
Obliczamy wariancje.

2 _ (4-4"+(6-9°+(2-4)" _ 04444
g = 3 =3

I
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Q
n
\]



Wariancja jest rowna w przyblizeniu 2, 7.
Przyktad 5

Obliczymy wariancje¢ dla zestawu danych zapisanych w tabeli liczebnosci.

Argumenty i Wartosci
Warto$¢ x; cechy 2 4 6 10
Liczebnos¢ n; 2 5 1 2

Obliczamy $Srednig arytmetyczng.

2:244-5+6-1+10-2 __ 442046420 __ 5

T = 2151112 = 10

Obliczymy wariancje.

9 2:(2—5)+5-(4—5)+1-(6—5)*+2-(10—5)*
o= 10

2 _ 294514114225 _ T4 _
o= 10 =1 =74

Wariancja dla podanego zestawu danych jest rowna 7, 4.

Przyktad 6

Obliczymy rozstep, Srednig arytmetyczng, odchylenie przecietne i wariancje dla
zestawu danych: —4, 10, -1, 0, 5.

Rozwigzanie:

Zapisujemy dane w postaci uporzagdkowanego szeregu statystycznego.
e T T9 I3 Ty L5
i -1 0 5 10

Obliczamy rozstep.
R=$5—$1:10—(—4)=14

Obliczamy $rednig arytmetyczng.

—4-140+5+10 _ o

r = 5

Obliczamy odchylenie przeci¢tne.

—4—2|+]10—2|+|—1—2|+[0—2|+|5—2
d— | [+[10—2|+| . [+0—-2[+[5-2] _ 6+8+§+2+3 — 4.4

Obliczamy wariancje.


javascript:void(0);

2 (=4-2+(10-2)*+(-1-2)°+(0-2)°+(5-2)°
o = 5

2,92 92092 92
0.2:6—0-8-1-?%4-2—!-3 :%:24,4

Na podstawie wartosci uzyskanych parametrow zauwazamy, ze zroznicowanie danych
jest duze (roznica miedzy wartoscia najwiekszg a najmniejszg to az 14, wariancja to
24,4).

Stownik
wariancja zestawu danych statystycznych

Srednia arytmetyczna kwadratow odchylen od ich sredniej arytmetycznej T



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami wyznaczania miar rozproszenia pokazanymi w galerii zdje¢
interaktywnych. Zinterpretuj w kazdym przypadku uzyskane wyniki.

Polecenie 2

Dla zestawu danych: —6, —2, 0, 2, 6, 12 oblicz rozstep, $rednig arytmetyczng, odchylenie
przecietne, wariancje.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj nazwe do odpowiedniego opisu.

Srednia arytmetyczna kwadratéw
odchylen zestawu danych od ich Wariancja
sredniej arytmetycznej

Réznica miedzy najwiekszg
a najmniejsza wartoscig cechy Odchylenie przecietne

W szeregu statystycznym

lloraz sumy odchylen od Sredniej przez

. Srednia arytmetyczna
liczbe danych v v

lloraz sumy wartosci danych przez ich

) Rozst
liczbe &

Wartos¢ bezwzgledna réznicy miedzy

, . . . Odchylenie od sredniej
wartoscia cechy a srednig arytmetyczng

Cwiczenie 2

Wskaz wszystkie zestawy danych, dla ktérych rozstep jest wiekszy od 6.

7,7, 8,7 10,7, 13, 7

~3, —1,6,1,4,2, 8,5

6,2 8 5 64,3, 2 3

o o 0O 0O

3,4,0,9,1, 10, 5, 7



Cwiczenie 3

Dane sa rézne liczby: 6, x, 10, gdzie x < 10. Uzupetnij tabele, wpisujac odpowiednie liczby.

Srednia arytmetyczna Rozstep
6 |
z |
| | 3
| ! z

Cwiczenie 4

Pie¢ oséb wybrato sie na grzyby. Kazda z tych oséb znalazta odpowiednio: 6, 10, 7, 12, 5
grzybow.

Oblicz dla kazdego wyniku odchylenie od $redniej Z liczb zebranych grzybdéw. Przeciggnij
odpowiedni wynik w prawidtowe miegjsca.

BB e =)




Cwiczenie 5

Sprzedawczyni zanotowata rozmiary sprzedanych tego dnia bluzek:

34, 38, 36, 42, 46, 38, 40, 38.

Korzystajac z danych podanych przez sprzedawczynie, okres$l ktére z podanych zdan s3
prawdziwe.

(] Wariancja rozmiaréw sprzedanych bluzek jest réwna 10, 8.

Srednia arytmetyczna tego zestawu danych jest ponad dziesieciokrotnie wyzsza od
odchylenia przecietnego.

O

Odchylenie przecietne tego zestawu danych jest réwne 2, 75.

Mediana tego zestawu danych jest réwna rozstepowi.

O O O

Mediana tego zestawu danych jest réwna dominancie.

[ ] Odchylenie przecietne tego zestawu danych jest mnigjsze od 3.

Cwiczenie 6

Ustaw w odpowiedniej kolejnosci obliczenia prowadzace do wyznaczenia wariancji danych:
3, 4, 5.

Obliczenie sredniej arytmetycznej: T = 3%”5 =1 =
Obliczenie odchylenia od sredniej dla kazdego wyniku: R
3—4|=1,|14—4|=0,|5—-4|=1 v
Odpowiedz: 0% ~ 0,7 =
Wyznaczenie liczby danych:.n=1+1+1=3 =
Obliczenie wariancji: o’ = w = % =



Cwiczenie 7 @

Wariancja danych zapisanych w tabelce ponizej jest rowna:

Argumenty i Wartosci

Wartosc¢ x; cechy 1 2 4 10

Liczebnosc n; 2 5 2 1

O 55
O 3
O 5,5

O 6,4

Cwiczenie 8 @

Maciek w tym semestrze otrzymat z geografii trzy czworki, dwie piatki, cztery tréjki i szostke.
Oblicz wariancje dla tych danych.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wariancja

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.

Uczen:

3) oblicza $rednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje median¢ i dominante;

4) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych
odpowiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych empirycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza rozstep, odchylenie od $redniej, odchylenie przecigtne i wariancje zestawu
danych

 interpretuje i operuje informacjami przedstawionymi za pomocg tekstu lub tabeli

» dobiera odpowiedni model matematyczny do sytuaciji z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



o puzzle eksperckie
o kotimysz

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja poznane miary tendencji centralne;.

2. Nauczyciel przedstawia dwa zestawy danych (np. 10, 10,10 i 1, 10, 19), ktorych Srednia
arytmetyczna i mediana sg takie same.
Dyskusja — czy miary tendencji centralnej dobrze opiszg rozrzut danych.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, proponuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca w grupach metoda puzzli eksperckich. Poproszeni o to kilka dni wcze$niej
uczniowie, przygotowali materiaty dotyczace istoty i sposobu obliczania rozstepu,
odchylenia od Sredniej, odchylenia przecietego i warianciji. Ich zadaniem jest
przekazanie zdobytych informacji grupom, tak aby kazdy uczen potrafit obliczy¢ dane
wielkosci.

2. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie metoda
kot i mysz rozwigzuja proponowane w materiale ¢wiczenia interaktywne. Przy czym
mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot, sprawdza ich poprawno$¢ - po 2
nieudanych probach - kot ,tapie mysz”, ktora wypada z gry. Aby gra toczyla sie dalej -
teraz mysz staje si¢ kotem i procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zaje¢ jest dyskusja — czy poznane miary rozproszenia dobrze
charakteryzujg zebrane dane - co pomaga, a czego brakuje do dobrejinterpretacii
danych.

2. Uczniowie - eksperci opowiadajg o pracy grup, dzielg si¢ swoimi spostrzezeniami,
zwracajg uwage na mocne i stabe strony pracy.

3. Uczniowie dokonujg oceny kolezenskiej partneroéw z zabawy - kot i mysz.



Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie poszukali w dostepnych zrodtach informacji innego, niz
poznany na zajeciach, wzoru na wariancje i udowodnili go.

Materialy pomocnicze:

e Miary rozproszenia
» Pojecie prawdopodobienstwa

Wskazowki metodyczne:

Z galeria zdje¢ interaktywnych ucznioéw moga zapoznac¢ eksperci, omawiajac odpowiednie
pojecia.
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