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Zrodto: dostepny w internecie: pxfuel.com.

Do konca XIX wieku rachunek prawdopodobienstwa byt dziatem ... fizyki. Poczatki badan
teoretycznych rachunku prawdopodobienstwa byly do$¢ banalne - wykonywano proste
doswiadczenia - rzucano kostka lub monetg i zapisywano wyniki. Nic wiec dziwnego, ze
pierwsza ksigzka poSwiecona zdarzeniom losowym miata nazwe Sztuka rzucania.



Gracze w karty
Autor: Paul Cézanne
Rok wykonania: 1893-1896

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Okazuje sie jednak, ze wielu wybitnych matematykow utrzymywato si¢ z hazardu. Na
przyklad z gry w karty lub ko$ci. Musieli postepowac w ten sposob, aby gra (ktorg inicjowali)
sprawiala wrazenie sprawiedliwej. Inaczej mogli skonczy¢ z nozem w plecach. Sytuacja
wymuszata wiec na nich okre$lenie szansy wygraneji opracowanie odpowiedniej strategii
gry. Nie bylo to jednak mile widziane przez przeciwnikow i jeden z uczniow wybitnego
matematyka Cordano zaptacil nawet za swoja wiedze obcietymi palcami prawej dioni.

JesteSmy dopiero na poczatku zglebiania tajemnic rachunku prawdopodobienstwa, wiec na
razie pewnie nie uda Ci si¢ wygra¢ w trzech ruchach partii szachow, ani skresli¢ ,,szostki”
w totolotka. Ale wszystko przez Tobg.

Na razie poznaj elementarne zasady algebry zdarzen losowych.
Twoje cele

o Okreslisz sume, roznice, iloczyn zdarzen.

» Zastosujesz prawa dziatan na zdarzeniach, okreslajac zdarzenia sprzyjajace danemu
zdarzeniu.

o Okreslisz zdarzenie przeciwne do danego.




Przeczytaj

Zdarzeniem losowym nazywamy kazdy podzbior zbioru zdarzen elementarnych. Zdarzenia
losowe s3 zatem pewnymi zbiorami, a wigc mozemy wykonywac na nich takie same
dziatania, jak na zbiorach. Przy czym w tym materiale bedziemy zaktadac, ze rozwazane
zdarzenia sg podzbiorami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych.

Definicja: Suma (alternatywa) zdarzen

Sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A U B, ktoremu sprzyjajg zdarzenia
elementarne w sprzyjajgce zdarzeniu A lub zdarzeniu B.
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Mozemy zatem powiedzie¢, ze sumg zdarzen A i B jest zdarzenie polegajgce na tym, ze
zajdzie przynajmniej jedno z tych zdarzen.

Przyktad 1

W kapeluszu znajdujg sie karteczki, na ktorych zapisane sg liczby: 0, 3, 5, 6, 7, 10. Z pudia
Arek wycigga jedng karteczke.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na wyciggnieciu karteczki, na ktorej zapisana jest liczba
podzielna przez 5,

B - zdarzenie polegajace na wyciagnieciu karteczki, na ktorej zapisana jest liczba
parzysta.

Wtedy zdarzeniem A U B bedzie wyciagniecie karteczki, na ktdrej zapisana jest liczba
podzielna przez 5 lub liczba parzysta.

Zatem:
AU B=10, 5, 6, 10}.
Definicja: lloczyn (koniunkcja) zdarzen

lloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A N B, ktéremu sprzyjaja zdarzenia
elementarne w sprzyjajagce zdarzeniu A i zdarzeniu B.

weEANBsweAiwe B

Mozemy zatem powiedzie¢, ze iloczynem zdarzen A i B jest zdarzenie polegajace na tym,
ze zajdzie zarowno zdarzenie A, jak i zdarzenie B.



Przyktad 2

W kapeluszu znajdujg si¢ karteczki, na ktorych zapisane sg liczby: 0, 3, 5, 6, 7, 10. Z pudta
Arek wycigga jedng karteczke.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na wyciggnieciu karteczki, na ktorej zapisana jest liczba
podzielna przez 5,

B - zdarzenie polegajace na wyciagnieciu karteczki, na ktorej zapisana jest liczba
parzysta,

C - zdarzenie polegajace na wyciggnieciu karteczki, na ktorej zapisana jest liczba
nieparzysta wigksza od 6.

Wtedy:

» zdarzeniem A N B bedzie wyciagniecie karteczki, na ktérej zapisana jest liczba
parzysta podzielna przez 5,

« zdarzeniem A N C bedzie wyciagniecie karteczki na ktérej zapisana jest liczba
nieparzysta wieksza od 6 podzielna przez 5.

Zatem:
ANB= {O, 10}
ANC =10

lloczyn zdarzen A i C z przykladu 2 jest zbiorem pustym. Takie zdarzenia nazywamy
wykluczajacymi sie.

Definicja: Réznica zdarzen

Roznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A \ B, ktéremu sprzyjajg zdarzenia
elementarne w sprzyjajgce zdarzeniu A i niesprzyjajace zdarzeniu B.

weEA\B<—=wecAiw¢g B

Mozemy zatem powiedzie¢, ze roznica zdarzen A i B jest zdarzenie polegajace na tym, ze
zajdzie zdarzenie A inie zajdzie zdarzenie B.

Przyktad 3
Z talii 52 kart losujemy jedna.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wylosowaniu damy,
B - zdarzenie polegajace na wylosowaniu karty koloru pik.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Wtedy zdarzeniu A \ B odpowiada wylosowanie damy, ktora nie jest koloru pik,
natomiast zdarzeniu B \ A odpowiada wylosowanie karty koloru pik, ktéra nie jest dama.

Definicja: Zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy zdarzenie A’ takie, ze

A =0\ A

Zauwazmy, ze:

e AUA =Q
e ANA =10
Przyktad 4

Rzucamy dwoma kostkami do gry.

Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na wyrzuceniu sumy oczek réwnej12. Wtedy
zdarzeniem A’ bedzie zdarzenie - suma oczek jest r6zna od 12.

Dzialania na zdarzeniach podlegaja prawom analogicznym do praw rachunku zbioréw.
Prawa dzialan na zdarzeniach A, B, C' - zdarzenia tego samego zbioru zdarzen

elementarnych
ANB=BNA Przemiennos¢ iloczynu (koniunkcji) zdarzen
AUuUB=BUA Przemienno$¢ sumy (alternatywy) zdarzen
ANn(BNnC)=(AnB)NC Lacznoé¢ iloczynu zdarzen
AUu(BUuC)=(AuB)UuC Faczno$¢ sumy zdarzen

Rozdzielnos§¢ iloczynu zdarzen wzgledem sumy
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) ~darze

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Rozdzielnos¢ sumy zdarzen wzgledem iloczynu

zdarzen
(ANB) =AUPB Prawo de’ Morgana
(AUB) =ANHB Prawo de’ Morgana

Przyktad 5
Niech A, B, C' beda podzbiorami tego samego zbioru zdarzen elementarnych.

Dla przyktadu wykazemy prawdziwoS$¢ rownosci

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
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Dowod:

Nalezy wykaza¢,ze AN (BUC) C (ANB)U(ANC)i
AN(BUC)D (ANB)U(ANO).

Udowodnimy tylko pierwszy z zapisanych zwigzkow, dowod drugiej zaleznosci
pozostawiamy Ci do samodzielnego rozwigzania.

Niechw € AN (BUC).Wtedyw € Aiw € (BUCQC).
Rozpatrzymy trzy przypadki.

lLweAweBiwgC

Wtedy

weANB=we (ANB)U(ANCO).
2weAw¢g Biwe

Wtedy

weANC=we (ANB)U(ANCQO).
BweAweBiwe(C

Wtedy

weEANBiwe ANC=we (ANB)U(ANC).

Przyktad 6

Niech A, B beda zdarzeniami nalezacymi do tego samego zbioru zdarzen
elementarnych.

Korzystajgc z praw dzialan na zdarzeniach, wykazemy, ze
(AUB)N(A'NB)=0

Korzystamy z prawa de’ Morgana.
(AUB)N(A’NB)=(AUB)N(AUBY)

Zdarzenia AU Bi (A U B)’ sg zdarzeniami przeciwnymi, ich iloczyn jest wiec
zdarzeniem niemozliwym.

Zatem:

(AUB)N(A’NB) =10

Co nalezato wykazac.

Stownik



suma (alternatywa) zdarzen

sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A U B, ktoremu sprzyjajg zdarzenia
elementarne w sprzyjajgce zdarzeniu A lub zdarzeniu B

iloczyn (koniunkcja) zdarzen

iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A N B, ktéremu sprzyjaja zdarzenia
elementarne w sprzyjajgce zdarzeniu A i zdarzeniu B

roznica zdarzen

roéznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A \ B, ktéremu sprzyjajg zdarzenia
elementarne w sprzyjajgce zdarzeniu A i niesprzyjajace zdarzeniu B



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Postaraj sie samodzielnie rozwigzywac podane przyktady. Poréwnaj
rozwigzania.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D6xcgx97d

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej algebry zdarzen losowych.

Polecenie 2

Wykaz, zejesli A C QiBC Qto A’N(AUB) = A'NB.


https://zpe.gov.pl/a/D6xcgx97d

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Rzucamy raz kostka i moneta. Zdarzenie A = {(6, O)} mozemy opisaé nastepujaco:

wypadta liczba oczek mniejsza od 3 i orzet.

wypadta liczba oczek podzielna przez 3 i nie wypadt orzet.

o O O

wypadta nieparzysta liczba oczek i orzet.

() wypadta liczba oczek podzielna przez 3 i nie wypadta reszka.

Cwiczenie 2

Dane s zdarzenia A, B tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych. Wskaz rownos¢
prawdziwa.

O (AuB)N(AuB)=A

O (AuB)N(AUB)=BnNnA

O (AuB)N(AUB)=A\B

O (AUuB)N(AUB)=B




Cwiczenie 3

Rzucamy trzy razy moneta. Okresl liczbe zdarzen sprzyjajacych kazdemu z podanych zdarzen,
wpisujac odpowiednie liczby.

Zdarzenie A - ani razu nie wypadta reszka.

4] = |

Zdarzenie B - co najmniej raz wypadt orzet.

Bl =| |

Zdarzenie C - za pierwszym i drugim razem wypadto to samo.

cl =] |

Zdarzenie D - za pierwszym i za trzecim razem wypadto co innego.

D] =| |




Cwiczenie 4

Na diagramie przedstawiono zdarzenia losowe A i B.

Potacz w pary - zdarzenia i odpowiadajace im zdarzenia sprzyjajace.

ANB 0
(A\B)NB {6}
(B\A)UB {2, 7}

B\ A {2, 6, 7}

A\ B {3, 4, 5}



Cwiczenie 5

Niech() £ A C Qi) # B C Q, Ai B sa podzbiorami wtasciwymi zbioru 2 oraz A # B.
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] AuUB=BnNnA
(] BNA=ANB
() An0D=10
(] AuQ=4A4
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7 @

Rzucamy jednokrotnie czworoscianem, na Sciankach ktérego umieszczone s3 liczby: 1, 2, 3, 4.

Wtedy Q = {1, 2, 3, 4}. Rozpatrujemy zdarzenia:

A={we: w> 2}

B={weQ: 2< w4}

C={we: w=1}

Wypisz zdarzenia sprzyjajace zdarzeniom: AN B, A\ B, (ANC)U (B\ A4), A’U A.



Cwiczenie 8

Trzej strzelcy strzelajg do tego samego celu.

Oznaczmy zdarzenia:

A - pierwszy strzelec nie trafit,

B - drugi strzelec nie trafi,

C - trzeci strzelec nie trafit.

Zapisz, uzywajac odpowiedniej symboliki, zdarzenie:

1. zaden ze strzelcéw nie trafif,

2. trafit tylko pierwszy strzelec,

3. trafit przynajmniej jeden strzelec,

4. przynajmniej jeden strzelec nie trafit.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Algebra zdarzen losowych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla sume, roznice, iloczyn zdarzen losowych

 stosuje prawa dzialan na zdarzeniach, okreslajac zdarzenia sprzyjajace danemu
zdarzeniu

o okresla zdarzenie przeciwne do danego

» dobiera odpowiedni model matematyczny do sytuacji z kontekstem realistycznym

» przeprowadza rozumowanie kilkuetapowe, podaje argumenty uzasadniajgce
poprawno$¢ rozumowania

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 lekcja bez stow
o grafitti
o drzewo ewaluacji

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ta lekcja ma by¢ lekcjg, w czasie ktorej ani nauczyciel, ani uczniowie nie uzywaja stow.
2. Zatem poczatkiem zaje¢ jest animacja, na podstawie ktorej uczniowie ustalajg (bez stow)
temat i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie zapoznaja si¢ z materialami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj.
Teraz tgcza si¢ w pary. Ich zadaniem jest udowodnienie rownosci zapisane;j
w Poleceniu 11 uzasadnienie prawdziwosci lub nieprawdziwosci rownosci zapisanych
w Cwiczeniu 2 (uczniowie musza nadal porozumiewac sie bez stow).

2. Uczniowie ktorzy udowodnili ktoras z rownosci moga zapisac jg w postaci twierdzenia
i pokaza¢ swojdowdd na tablicy. Jesli ktoras z par ma inny sposoéb dowodzenia, tez go
zapisuje. Nauczyciel powinien tak stymulowac prace uczniow, aby na tablicy pojawito
sie kilka roznych dowodow danego twierdzenia.

3. Podsumowaniem tej czesSci zaje¢ powinno byc¢ sporzadzenie, przez uczniow
pracujacych w czworkach, grafitti obrazujgcego dziatania na zdarzeniach.

Faza podsumowujaca:

1. Na galeziach drzewa ewaluaciji (drzewo przygotowuje wczesniej nauczyciel) uczniowie
zapisujg uksztaltowane umiejetnosci. Pod drzewem ewentualne pytania, problemy,
ktore im sie nasunely w czasie zajec.

2. Nauczyciel odpowiada na pytania uczniow (nadal bez stow), ocenia prace par i grup.

Praca domowa:



Kazdy z uczniow ma za zadanie rzucenie 20 razy kostka do gry, zapisanie wynikow i na ich
podstawie okreslenie 3 zdarzen elementarnych opisujacych uzyskane wyniki lub ich czes¢
(np. tylko w pierwszych 3 rzutach).

Uczniowie, ktorzy nie posiadaja kostki do gry, moga podobne do$wiadczenie wykonac
rzucajgc moneta.

Materialy pomocnicze:

 Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wiasno$ci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzysta¢ do pracy w grupach, gdy zajecia beda prowadzone inna
metoda niz lekcja bez stow.


https://epodreczniki.pl/a/klasyczna-definicja-prawdopodobienstwa-wlasnosci-prawdopodobienstwa-obliczanie-prawdopodobienstw-zdarzen-losowych/DqwzWvu3w

