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Zastosowanie funkcji trygonometrycznych do
wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach ptaskich

Zrédto: Andrew Ridley, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Funkcje trygonometryczne pozwalaja w latwy sposob oblicza¢ dtugosci odcinkow
w trojkatach prostokatnych, a co za tym idzie, rowniez w innych wielokgtach.

S

Zrédto: Tomasz Paszek, licencja: CC BY 3.0.



Takie mozliwosci sg wykorzystywane przede wszystkich w geodezji i budownictwie, gdzie
czesto niemozliwe jest wykonanie dokladnych pomiaréw wszystkich bokow wielokata,
natomiast nie jest trudnos$cig obliczenie miary konkretnych katow przy uzyciu
odpowiednich narzedzi.

Twoje cele

o Udowodnisz wzor na wysoko$c¢ trojkata rownobocznego oraz przekatng kwadratu.
o Wykorzystasz funkcje trygonometryczne do obliczenia dtugosci bokow wielokatow.
» Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa.

» Zilustrujesz zadania tekstowe i zaplanujesz ich rozwigzanie.




Przeczytaj

Wysokos¢ trojkata rownobocznego

W architekturze, budownictwie czy sztukach uzytkowych czesto stosuje sie ksztalt trojkata
rownobocznego. Rowniez na lekcjach matematyki mozna spotkac¢ wiele zadan, gdzie ten
rodzaj trojkata sie pojawia, a wzor na jego wysokos¢ pamieta prawie kazdy. Skad jednak on
wynika?

Przyktad 1
Wyznaczymy wzor na wysokos¢ trojkata rownobocznego.

Rozwigzanie

A & D B
Aby wyznaczy¢ wzor na wysokosc¢ trojkgta rownobocznego wystarczy rozpatrzy¢ funkcije
sinus <BAC.

Istotnie, sin <BAC = sin60° = @ Mamy wiec
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skad ostatecznie otrzymujemy

_ aV3
h—T-

Okazuje sie zatem, ze wzOr na wysokosc¢ trojkgta rownobocznego i co za tym idzie, rOwniez
na jego pole, mozna w tatwy sposob wyprowadzic¢ z funkcji trygonometrycznych. Podobnie
mozemy wyznaczy¢ wzor na przekatng kwadratu.

Przekatna kwadratu

Przyktad 2

Niech dany bedzie kwadrat o bokach dlugosci a oraz przekatnej dtugosci d. Wyznaczymy
wzor na przekatna kwadratu.

Rozwigzanie

Przekatna dzieli kwadrat na tréjkaty réwnoramienne o katach przy podstawie 45°.

45°

450 K

Mamy zatem
. o o a
sin45” = 7,

skad otrzymujemy

i ostatecznie

d = av2.
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Zastosowanie funkcji trygonometrycznych w praktyce

Wyobrazmy sobie teraz, ze chcemy zmierzy¢ wysokoS¢ pionowego obiektu, np. drzewa.
Wybierajgc punkt dostatecznie daleko od mierzonego obiektu (im dalej, tym doktadniejsze
beda obliczenia) wystarczy zmierzy¢ odlegtos¢ w poziomie miedzy punktem, a drzewem
oraz odpowiedni kat.

Przyktad 3

Czubek drzewa wida¢ z odlegtosci 20 metrow pod katem 22°(z poziomu ziemi).
Obliczymy wysoko$¢ drzewa.

Rozwigzanie:

Przyjmujac ze drzewo rosnie pionowo problem ten mozna przedstawi¢ na ponizszym
rysunku.

20 m

Teraz, aby obliczy¢ wysoko§¢ drzewa, mozna zastosowac¢ funkcje tangens.

o wysoko$¢ drzewa
tg22 = 20m

Korzystajgc z tablic otrzymujemy, ze tg 22" ~ 0,4040 i co za tym idzie

wysokos¢ drzewa ~ 0,4040 - 20 m ~ 8,1 m.

Na tym przyktadzie widag, jak istotne dla geodezji czy budownictwa sa funkcje
trygonometryczne.

Rozpatrzmy teraz problem od innej strony. Niech tym razem znane bedg odlegtosci,
a potrzebujemy wyznaczy¢ miar¢ odpowiedniego kata.

Przyktad 4



Samolot leci 6000 m nad ziemig prosto na lotnisko oddalone o 50 km. Wyznaczymy, jaki
kat opadania powinien obra¢ samolot, aby wyladowac¢ na lotnisku.

Rozwigzanie:

Zacznijmy od zilustrowania problemu zadania.

TS 50 000 m

16000 m

Zauwazmy, ze tg o = % = 0, 12. Wystarczy teraz odczyta¢ wartos¢ kata a z tablic

funkcji trygonometrycznych i otrzymujemy, ze kgt opadania powinien wynosi¢ niecate
7.

Dtugosci odcinkow w wielokatach sa potrzebne m.in. do wyznaczania pola. Problem ten
mozna jednak odwrocic, jak w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 5

Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 45°, a pole wynosi 2+v/2. Obliczymy wysokos¢
tego rombu.

Rozwigzanie:

Z jednej strony wiemy, ze P = ah, z drugiej natomiast sin45° = % (a - dlugos¢ boku
rombu; h - dlugos¢ jego wysokosci).

Rozwigzujemy uklad rownan

ah = 2v2
V2 _ h

2 a

i dalej
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a= h\/i’




skad

22 — /2,

Przeksztalcajgc rownanie otrzymujemy
h2V?2 = zv/ 5,

i ostatecznie, wiedzac, ze > 0 mamy
h =z

Na koniec rozwigzemy jeszcze jeden przyktad, tym razem z trapezem prostokatnym.
Zwrocmy uwage, ze funkcje trygonometryczne czesto ulatwiajg rozwigzac problem, ale nie
sa jedyna droga do prawidtowego rozwigzania.

Przyktad 6

Dany jest trapez prostokatny ABCD, gdzie AB jest dluzszg podstawg, |AB| = 8 cm,
|AC| = 6 cmi |[<ACD| = 30°. Obliczymy dtugo$¢ przekatnej BD.

D C
o
30°

Rozwigzanie:

Rozpatrzmy trojkat prostokatny AC'D. Wtedy

sin30° = —|A6D|,
a dalej otrzymujemy

1 _ |AD|

2 6

i ostatecznie
|AD| = 3 cm.

Zastosujemy teraz twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ABD.




32 + 82 = |DBJ?
Oczywiscie |[DB| > 0i otrzymujemy |DB| = v/73 cm.

Uwaga:

Zadanie mozna rozwigzac inaczej, nie uzywajac funkcji trygonometrycznych,

a zauwazajac jedynie, ze trojkat AC'D jest potowa trojkata rownobocznego ACE, jak na
ponizszym rysunku.

A 8 B

Wtedy |AD| = 3 |AC| skad wynika, ze |AD| = 3 cm. Dalej postepujemy tak samo jak
wyzej, stosujac twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ABD.

Stownik

wysokos¢ tréjkata



odcinek taczacy wierzchotek trojkata z jego przeciwlegtym bokiem (lub jego
przedluzeniem) i prostopadty do tego boku; przez wysoko$c¢ trojkata rozumie si¢ rowniez
dtugosc¢ tego odcinka

przekatna

odcinek 13czacy dwa wierzchotki wielokata, ktory nie jest bokiem



Prezentacja multimedialna

Prezentacja dotyka kolejnego problemu dotyczacego pomiaru odlegto$ci. Wyobrazmy
sobie szeroka rzeke, trudng do przeptyniecia, zbyt szerokg lub niebezpieczng. Zadanie
polega na tym, aby wykorzystujgc funkcje trygonometryczne sprobowac wyznaczyc jej

szeroko$¢ z mozliwie duzg dokladnoscig.

Polecenie 1

PrzesledzZ kolejne kroki prezentaciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DBddyVhRr

Polecenie 2
Otwodrz mape, np. Szczecina i oblicz szerokosc rzeki w ten sam sposdb. Poréwnaj

otrzymany wynik z rzeczywistg szerokoscig rzeki wynikajaca z mapy i jej skali.


https://zpe.gov.pl/a/DBddyVhRr

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 O
Wiedzac, ze w tréjkacie ABC': sina = 0,48 oraz h = 3, 12, wskaz wszystkie zdania

prawdziwe.




Cwiczenie 3
Dany jest romb ABC D o bokach dtugosci a jak na rysunku. Uzupetnij ,,?”

odpowiednimi funkcjami trygonometrycznymi.

a) Wysokos$é rombu mozemy obliczy¢ stosujac wzér h = a-? lub h = a-?
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Cwiczenie 4 Q®

Na rysunku przedstawiono tréjkat ABC.

Cwiczenie 5 Q®

Cwiczenie 6 @
Wierzchotek masztu widac z punktu A pod katem 327, a z punktu B pod katem 48°.
Podstawa masztu oraz punkty A i B leza na jednej prostej. Maszt ma wysoko$¢ 25 m.
Jaka jest odlegtos¢ (z doktadnoscig do 1 m) miedzy punktami A i B, jedli leza one po tej

samej stronie masztu?

Cwiczenie 7 @
Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest o 6 dtuzsza od dtuzszej
przyprostokatnej. Sinus mniejszego kata ostrego tego trojkata wynosi %. Wyznacz

obwdd tego tréjkata.

Cwiczenie 8 @
Dtuzsza podstawa trapezu jest Srednicg okregu o promieniu 6, a krétsza - rownolegta

do niej cieciwa. Oblicz pole powstatego trapezu, jezeli kat ostry tego trapezu ma miare
60°.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Paszek
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie funkcji trygonometrycznych do wyznaczania dtugosci odcinkow
w figurach plaskich

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°,60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkciji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

3) znajduje za pomoca tablic lub kalkulatora przyblizong warto$¢ kata, jesli dana jest wartos¢
funkcji trygonometrycznej;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty).

VIIL. Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokoéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wickszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach
plaskich oraz obliczania pol figur.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;



kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:

okresla wyznacza dtugos¢ wysokosci trojkgta rownobocznego i przekatnej kwadratu;
stosuje twierdzenie Pitagorasa;

odczytuje z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych;

wykorzystuje funkcje trygonometryczne do rozwigzania probleméw geometrycznych,;
przeprowadza analize problemu i schemat jego rozwiazania.

Strategie nauczania:

konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:

rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych;
dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja sobie wzor® na wysokos¢ trojkata rownobocznego oraz na

przekatng kwadratu.

2. Nauczyciel prosi o przypomnienie definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego

w trojkacie prostokatnym.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie analizujg i udowadniajg wzor na dlugos¢ wysokosci trojkata rownobocznego
oraz na dlugos¢ przekatnej kwadratu. Nauczyciel omawia poprawno$¢ dowodu.

2. Uczniowie, pracujgc w zespotach, wykonuja polecenia dotyczgce prezentacii.

3. Nauczyciel inicjuje dyskusje i tak nig kieruje, aby uczniowie samodzielnie postawili tezy
i sprobowali je uzasadnic.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o wskazanie najwazniejszych, omawianych
podczas lekciji, elementow.

2. Nauczyciel wskazuje praktyczne zastosowania funkcji trygonometrycznych do obliczen
dtugosci odcinkéw mowigc np. o geodeziji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:

» Zastosowanie wartosci funkciji trygonometrycznych katow ostrych do obliczania
dtugosci odcinkow w wielokatach

Wskazowki metodyczne:

Analiza przyktadu opisanego w prezentacji multimedialneji wykonanie polecen z nig
zwigzanych moze stanowi¢ prace domowg dla uczniow.
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