Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci. Przeksztatcanie
wykresu funkcji wyktadniczej

Wykresy funkcji wykladniczych. llustracja interaktywna: przeksztatcanie wykresu funkciji
wyktadniczej. Wykresy funkcji wyktadniczych. llustracja interaktywna z przyktadami
wykresow funkcji wyktadniczych - okreslanie zbioru wartosci funkcji. Animacja: prezentacija
zbioru wartosci funkcji wyktadniczej. Animacja: wykresy symetryczne wzgledem osi Y.

OkreSlenie wtasnosci funkcji wyktadniczej. Animacje: przesuniecie wykresu funkcji
wyktadniczych wzdtuz osi XiY. Przykilady przesuniecia funkcji wyktadniczej wzdiuz
podanej osi uktadu wspotrzednych.

Przykltady przeksztatcen funkcji wyktadniczej. Animacje: przesuniecie wykresu funkciji
o podany wektor.

Rysowanie funkcji wyktadniczej opisanej wzorem. Wyznaczanie wzoru funkcji wyktadnicze;.
Okreslanie najwiekszeji najmniejszej wartosci funkcji wyktadniczej. Okreslanie zbioru
wartosci i argumentow funkcji wyktadnicze;j.

Badanie wiasnosci funkcji wykladniczej. Przeksztatcanie wykresu funkcji wykladnicze;.
Zasob zawiera interaktywne ¢wiczenia.

Badanie wiasnosci funkcji wykladniczej. Przeksztatcanie wykresu funkcji wykladnicze;.
Zasob zawiera interaktywne ¢wiczenia.

Badanie wlasnosci funkcji wyktadniczej. Przeksztatlcanie wykresu funkcji wyktadnicze;j.
Zasob zawiera ¢wiczenia, w tym interaktywne.

Badanie wlasnosci funkcji wyktadniczej. Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadnicze;j.
Zasob zawiera zadania z mozliwo$cig zobaczenia wskazowki lub rozwigzania. Ilustracje
interaktywne: wykres funkcji wyktadniczeji odczytywanie wartosci funkcji z wykresu.



Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci.
Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej

Wiedze na temat poteg o wyktadnikach naturalnych, catkowitych i wymiernych,
uzupelnimy krotka informacja o potedze o wyktadniku niewymiernym.

Zakladamy, ze podstawa a jest liczbg rzeczywista, dodatnia, wyktadnik x jest dowolng liczbg
niewymierng, na przyktad 3‘/5, 27,

Potega a” jest liczbg, ktorej przyblizenie mozemy znalez¢, przyjmujac przyblizenie
wymierne wykladnika z i ewentualnie podstawy a. Oczywiste jest, ze im lepsze
przyblizenie wykladnika i podstawy, tym doktadniejsza wartos¢ wymierng potegi
otrzymamy. Na przyktad:

3V2 o 314 — 3% — /314 ~ 4,656

32 o gl4 — 31 — /3141 & 4 707

1414

3v2 o gl414 _ g5 — 100\0/31414 ~ 4,728,
Korzystajgc z kalkulatora, otrzymamy:

32 ~ 4,728804388.

Mozemy teraz przyjac, ze wyrazenie a” jest dobrze okreslone dla kazdejliczby rzeczywistej

x i kazdejpodstawy a > 0.
Definicja: Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadniczg nazywamy funkcje okreslong dla kazdejliczby rzeczywistej x
wzorem f(z) = a”, gdzie a jest ustalong liczba dodatnig i r6zng od 1.

Warunek wystepujacy w tej definicji, dotyczacy podstawy a, wynika z tego, ze jedynie dla
a > 0 mozemy jednoznacznie okresli¢ funkcje f(x) = a” dla kazdejliczby rzeczywistej x.
Zauwazmy, ze dla a < 0 funkcja nie bylaby okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej, np. nie
daloby sie obliczy¢ f (%), gdyz oznaczatoby to konieczno$c¢ obliczenia pierwiastka
kwadratowego z liczby ujemnej, a taki nie istnieje. Dla @ = 0 nie mozna okresli¢ funkciji dla



zadnejliczby x niedodatniej. Z innego powodu zakladamy, ze a # 1 . Dla a = 1 funkcja jest,
co prawda, okreslona dla kazdejliczby rzeczywistej x, ale wowczas jest to funkcja stata

flz)=1" = 1.
Funkcji f(z) = 1 = 1 nie bedziemy uznawac¢ za funkcje wykladniczg, gdyz ma ona inne

wiasnosci niz kazda z funkcji wyktadniczych.
Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym apletem przedstawiajgcym przyktady réznych funkcji wyktadniczych.
Odczytaj z rysunku wspotrzedne punktéw i wpisz w luki ich wartosci.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/PLEILabWW

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 1

Naszkicujmy wykres funkciji okreslonej dla kazdejliczby rzeczywistej  wzorem
f(z) = 2%,

W tym celu uzupelnijmy tabele wartosciami funkciji dla kilku wybranych argumentow.

z —2 —1 —+ 0 = 1 2 3



https://zpe.gov.pl/b/PLElLabWW
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Uzupelniamy tabele, wpisujac obliczone warto$ci funkciji f.
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Zastanoéwmy sie, jak funkcja f bedzie sie zachowywa¢ dla bardzo matych argumentow. Na
przyktad

1

_ o—100 __
f(-100) = 271 = .

Jest to liczba dodatnia, ale na tyle mala, Ze nie uda nam si¢ dokladnie zaznaczy¢

w uktadzie wspotrzednych punktu (—100, ﬁ), ktory lezy na wykresie tej funkcji. Dla
jeszcze mniejszych argumentow wartosci funkcji bedg nadal dodatnie, ale jeszcze blizsze
zeru. Kazda, bardzo, bardzo bliska zeru liczba dodatnia jest warto$cig tej funkcji
wyktadniczej dla pewnego ujemnego argumentu.

Geometrycznie oznacza to, ze lewa cze$¢ wykresu funkcji f zbliza si¢ do osi X, czyli do
prostej o rownaniu y = 0. Te prosta nazywamy asymptota wykresu funkciji.

Krzywa przechodzgca przez wyznaczone punkty (te, ktore znalezliSmy i dowolne inne,
ktore moglibyémy w ten sposob znalez¢) jest wykresem funkcji wyktadniczej f(x) = 2*.
Krzywga taka nazywamy krzywa wyktadniczg albo eksponencjalna.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

Przypatrzmy si¢ teraz wykresom innych funkcji wyktadniczych
f(z) = a”

w przypadku, gdy a > 1.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PLEILabWW
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/b/PLElLabWW

Zauwazmy, ze wszystkie te funkcje sg rosngce, a ich wykresy w catosci lezg nad osig X.
Zatem zadna z tych funkcji nie ma miejsca zerowego. Wszystkie wykresy majg jeden
wspolny punkt. Jest to punkt o wspotrzednych (0, 1), w ktorym wykres kazdej z tych
funkcji przecina o$ Y. Jest tak, poniewaz dla dowolnejliczby @ > 1 mamy a° = 1.

Przyktad 3

Rozwazmy teraz funkcje okreslong dla kazdejliczby rzeczywistej x wzorem g(z) = (%)w
Korzystajgc z wlasnosci poteg, wzor funkcji g mozemy zapisa¢ w postaci

g(z) = <%)w =(27) =2~

To oznacza, ze wykres tej funkcji otrzymamy, znajdujac obraz wykresu funkcji f(z) = 2%
w symetrii osiowejwzgledem osi Y.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze w ten sposob mozemy narysowa¢ wykres kazdej funkcji f(z) = a®, gdzie
a € (0,1). Wykres kazdej takiej funkcji w catosci lezy nad osig X, wiec funkcja nie ma
miejsc zerowych. Rowniez kazdy z wykresoéw funkcji przecina o§ Y w punkcie (0, 1).
Jednak kazda z takich funkciji jest malejgca.

Zapoznaj si¢ z ponizszym filmem, ktory pokazuje jak wygladajg zbiory wartosci dwoch
wskazanych funkcji wyktadniczych.



Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej f(x)=a%,
gdzie a jest ustalong liczba dodatnia i r6zna od 1,
jest przedziat (0,+c0).

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RZCGnYHihMT50
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W animacji zaprezentowano dwa przyklady. W pierwszym przyktadzie przedstawiono
uktad wspotrzednych od minus dziewigciu do dziewigciu oraz z pionowa osig od minus
trzech do jedenastu. Na plaszczyZznie narysowano wykres funkcji f(z) = 2%. Na krzywe;
zaznaczono pewne punkty, ktore zrzutowano na o$ Y. Punkty te maja nastepujace
wspotrzedne: (—7; 0,0078), (0;1), (—3; 0,125), (2;4), (—5; 0,03125), (1;2), (—1; 0,5),
(3; 8). Wszystkie wartosci przyjmowane przez funkcje sa dodatnie. Przyktad drugi.

W ukladzie wspotrzednych narysowano wykres malejacej funkcji f(z) = (%)w, ktory ma
ksztatt tuku. Krzywa znajduje si¢ w drugieji pierwszej cwiartce. W ¢wiartce drugiej wykres
jest niemal pionowy, w pierwszej wyplaszcza sie¢ do dodaniej potosi OX. Na wykresie
wyrozniono kilka punktow i zrzutowano je na pionowg oS. Punkty te majg nastepujace
wspotrzedne: (7; 0,0078), (0;1), (3; 0,125), (—2;4), (5; 0,03125), (—1;2), (1; 0,5),
(—3; 8). Wszystkie wartosci przyjmowane przez funkcje sa dodatnie.

Zapoznaj sie z ponizszym filmem, ktory pokazuje, ze wykresy dwoch funkcji wyktadniczych
o odwrotnych podstawach sg symetryczne wzgledem osi Y.


file:///preview/resource/RZCGnYHihMT5o
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/R3sYycZPdmjSj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia uktad wspotrzednych z pozioma osig X od minus dziewigciu do
dziewieciu oraz z pionowg osig Y od minus trzech do jedenastu. Na ptaszczyznie
narysowano dwie krzywe wyktadnicze, kazda w ksztalcie tuku. Krzywa pierwsza jest
wykresem rosnacej funkcji f(x) = 2% i wyptaszcza sie do ujemnej potosi OX w minus
nieskonczonosci, przecina o§ Y w punkcie (0; 1) i dalej szybko rosnie do plus
nieskonczonosci. Krzywa lezy w drugieji w pierwszej cwiartce i przyjmuje tylko wartosci
dodatnie. Druga krzywa jest wykresem malejgcej funkcji g(z) = 27%. Druga krzywa jest
symetryczna do pierwszej wzgledem osi Y i wyplaszcza sie do dodatniej potosi OX. Funkcje
przecinajg sie w punkcie (0;1). Na wykresie funkcji f zaznaczono punkt (—4; 0,0625). Na
wykresie funkcji g zaznaczono punkt (4; 0,0625), ktory jest symetryczny do pierwszego
wzgledem osi Y. Odlegto$¢ obu punktéw od osi Y wynosi |4, co zapisano na rysunku.
Nastepnie na wykresie funkciji f zaznaczono punkt (3; 0,125). Na wykresie funkciji

g zaznaczono punkt (—3; 0,125), ktory jest symetryczny do pierwszego wzgledem osi Y.
Odlegto$¢ obu punktéow od osi Y wynosi |3, co zapisano na rysunku. Nastepnie na wykresie
funkciji f zaznaczono punkt (1;2). Na wykresie funkcji g zaznaczono punkt (—1; 2), ktory
jest symetryczny do pierwszego wzgledem osi Y. Odlegtos¢ obu punktéw od osi Y wynosi |1
, co zapisano na rysunku. Nastepnie na wykresie funkcji f zaznaczono punkt (2;4). Na
wykresie funkcji g zaznaczono punkt (—2;4), ktory jest symetryczny do pierwszego
wzgledem osi Y. Odlegto$¢ obu punktéw od osi Y wynosi |2, co zapisano na rysunku.

Whniosek: wykresy funkcji f(z) = 2% i g(z) = (%)m sg symetryczne wzgledem osi Y.

Podsumujmy teraz wiasnos$ci funkcji wyktadniczych, wykorzystujac ich wykresy.

Wlasnosci funkcji wykladnicze;j


file:///preview/resource/R3sYycZPdmjSj

Kazda funkcja wyktadnicza f(x) = a® ma nastepujace wihasnosci:

 dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych,

« zbiorem wartosci jest przedziat (0, +00),

« asymptotg wykresu funkcji jest prosta o rownaniu y = 0,

e nie ma miejsc zerowych,

e jest monotoniczna, przy czym gdy a > 1, to funkcja f jest rosnaca,a gdy 0 < a < 1, to
funkcja jest malejaca,

e jest roznowartoSciowa, czyli kazdg wartos¢ przyjmuje tylko dla jednego argumentu,

 wykres funkcji przecina 0§ Y w punkcie (0, 1).

Omowimy teraz przesuniecia wykresow funkcji wyktadniczych wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych. Jezeli przesuniemy wykres funkcji wyktadniczej f(xz) = a” o p wzdtuz osi
X, to otrzymamy wykres funkcji o wzorze g(z) = a® P. Przypomnijmy, ze przesuniecie
onp. p = —2 oznacza przesuniecie wykresu w lewo o 2 jednostki.

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=2* wzdtuz osi X

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RN5jizi6t1YJC
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja dotyczy przesuniecia wykresu funkcji f(z) = 2% wzdluz poziomej osi X. W filmie
przedstawiono uktad wspotrzednych z pozioma osig X od minus dziewig¢ciu do dziewieciu
oraz z pionowa osig Y od minus czterech do dziesi¢ciu. Na ptaszczyznie narysowano
wykres funkcji f(z) = 2%. W przykladzie pierwszym przesunieto wykres tej funkciji o trzy
jednostki w prawo. Na wyjSciowym wykresie zaznaczono przyktadowe punkty, ktore
przesunieto o poziomy wektor o dtugosci trzy. Wektor ten ma zwrot w prawo. Na przykiad
punkt nalezgcy do wyjSciowego wykresu (0; 1) przesunieto do punktu (3; 1), a punkt (2;4)
do punktu (5;4). Przez nowe punkty poprowadzono wykres funkcji przesunietej, ktora
okreélona jest wzorem g(z) = 273, W drugim przyktadzie przedstawiono przesuniecie


file:///preview/resource/RN5jizi6t1YJC

wyjsciowego wykresu o dwie jednostki w lewo. Tutaj rowniez wybrano przyktadowe punkty
nalezace do wykresu funkcji f(x) = 2% i przesunieto je o poziomy wektor o dtugosci dwa.
Wektor ma zwrot w lewo. Na przyktad punkt (0; 1) przesunieto do punktu (—2;1), a punkt
(2;4) do punktu (0;4). Przez nowe punktu poprowadzono wykres przesunietej funkcji
okreélonejwzorem h(zx) = 272,

Przesuniecie wykresu funkcji f(x):(-})“ wzdtuz osi X

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIUbvRnZOF{6v
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja dotyczy przesuniecia wykresu funkcji f(z) = (1)" wzdtuz poziomej osi X.

W filmie przedstawiono uktad wspotrzednych z poziomg osia X od minus dziewieciu do
dziewieciu oraz z pionowg o0sig Y od minus czterech do dziesi¢ciu. Na ptaszczyznie
narysowano wykres funkcji f(z) = (%)x W przyktadzie pierwszym przesunieto wykres tej
funkciji o trzy jednostki w prawo. Na wyjSciowym wykresie zaznaczono przykltadowe punkty,
ktore przesunieto o poziomy wektor o dlugosci trzy. Wektor ten ma zwrot w prawo. Na
przyklad punkt nalezacy do wyjsciowego wykresu (0; 1) przesunieto do punktu (3;1),

a punkt (—2;4) do punktu (0; 4). Przez nowe punkty poprowadzono wykres funkcji

. . , , . 1\2—3 . .
przesunietej, ktora okreslona jest wzorem g(z) = (5) . W drugim przyktadzie
przedstawiono przesuniecie wyjsciowego wykresu o dwie jednostki w lewo. Tutajrowniez

wybrano przykladowe punkty nalezace do wykresu funkcji f(z) = (%)z i przesunieto je

o poziomy wektor o dlugosci dwa. Wektor ma zwrot w lewo. Na przyktad punkt (0; 1)
przesunieto do punktu (—2; 1), a punkt (—2;4) do punktu (—4; 4). Przez nowe punktu

poprowadzono wykres przesunietej funkcji okreslonej wzorem h(z) = (%) i

Jezeli przesuniemy wykres funkcji wyktadniczej f(z) = a” o ¢ wzdtuz osi Y, to otrzymamy
wykres funkcji o wzorze g(z) = a” + ¢. W tym przypadku przesuniecie onp. g = —3


file:///preview/resource/R1UbvRnZOFf6v

oznacza przesuniecie wykresu w dot o 3 jednostki. Asymptota wykresu funkcji g jest teraz
prosta o rownaniu y = gq.

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=2* wzdluz osi Y

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RpbkjCAFnatle
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja dotyczy przesuniecia wykresu funkcji f(z) = 2” wzdtuz pionowejosi Y. W filmie
przedstawiono ukiad wspotrzednych z pozioma osig X od minus dziewieciu do dziewieciu
oraz z pionowg osig Y od minus czterech do dziesieciu. Na ptaszczyznie narysowano
wykres funkcji f(z) = 2%. W przykladzie pierwszym przesunieto wykres tej funkcji o wie
jednostki w gore. Na wyjsciowym wykresie zaznaczono przyktadowe punkty, ktore
przesunieto o pionowy wektor o dlugosci dwa. Wektor ten ma zwrot w gore. Na przyktad
punkt nalezgcy do wyjéciowego wykresu (0; 1) przesunieto do punktu (0; 3), a punkt (2;4)
do punktu (2; 7). Przez nowe punkty poprowadzono wykres funkcji przesunietej, ktora
okreslona jest wzorem h(x) = 2% + 2. W drugim przyktadzie przedstawiono przesuniecie
wyjsciowego wykresu o trzy jednostki w dot. Tutaj rowniez wybrano przyktadowe punkty
nalezgce do wykresu funkcji f(x) = 27 i przesunieto je o pionowy wektor o dtugosci trzy.
Wektor ma zwrot w dot. Na przyktad punkt (0; 1) przesunieto do punktu (0; —2), a punkt
(2;4) do punktu (2;1). Przez nowe punktu poprowadzono wykres przesunietej funkciji
okreslonejwzorem g(x) = 2% — 3.
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Przesuniecie wykresu funkcji f(x):(—%)" wzdiuz osi 'Y
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/RGdWoYIAOASxI
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja dotyczy przesuniecia wykresu funkcji f(z) = (%)m wzdtuz pionowejosi Y.

W filmie przedstawiono uklad wspotrzednych z poziomg osig X od minus dziewigciu do
dziewigciu oraz z pionow3 osig Y od minus czterech do dziesigciu. Na plaszczyzZnie
narysowano wykres funkcji f(x) = (%)x W przyktadzie pierwszym przesuni¢to wykres tej
funkciji o dwie jednostki w gore. Na wyjSciowym wykresie zaznaczono przyktadowe punkty,
ktore przesunieto o pionowy wektor o dtugosci dwa. Wektor ten ma zwrot w gore. Na
przyktad punkt nalezacy do wyjéciowego wykresu (0; 1) przesunieto do punktu (0; 3),

a punkt (—2;4) do punktu (—2; 6). Przez nowe punkty poprowadzono wykres funkci
przesunietej, ktora okreslona jest wzorem h(z) = () + 2. W drugim przykladzie
przedstawiono przesuniecie wyjsciowego wykresu o trzy jednostki w dot. Tutaj rowniez
wybrano przykladowe punkty nalezace do wykresu funkcji f(z) = (%)w i przesunieto je

o pionowy wektor o dtugosci trzy. Wektor ma zwrot w dot. Na przyklad punkt (0; 1)
przesunieto do punktu (0; —2), a punkt (—2;4) do punktu (—2; 1). Przez nowe punktu
poprowadzono wykres przesunietej funkcji okreslonej wzorem g(z) = (%)m - 3.

Przyktad 4

Przesuniemy wykres funkcji f(z) = 3* o m wzdtuz podanej osi uktadu wspotrzednych.
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ky

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Narysujemy otrzymany w ten sposob wykres funkciji g oraz zapiszemy jej wzor.

1. Przesuwajac wykres funkcji f(z) = 3% 0 2 wzdluz osi X, otrzymujemy wykres funkcji
g(x) = 3772,

b
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2. Po przesunieciu wykresu funkcji f(z) = 3 om = —3 wzdluz osi X otrzymujemy

wykres funkcji o wzorze g(z) = 37~ (73) = 3243,
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Po przesunieciu wykresu funkcji wyktadniczej f(z) = 3 om = 1 wzdluz osi Y
otrzymamy wykres funkcji g(x) = 3* 4 1. Poniewaz zbiorem warto$ci funkcji g jest
przedziat (1, +00), wiec mozna narysowac takze prosta o rownaniu y = 1, ktora jest
asymptotg wykresu funkcji g. Rysujemy ja zazwyczaj przerywanag linia.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. Przesunigcie o m = —4 wzdluz osi Y oznacza przesuniecie wykresu w dot o 4
jednostki. Wzor funkcji, ktorej wykres otrzymamy po tym przeksztalceniu, ma postac
f(z) = 3% + (—4) = 3% — 4, a asymptotg jej wykresu jest prosta
y=—4.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

Narysuj wykres funkcji f. Podaj wzor funkcji wykladniczej g, ktérej wykres przesuneliSmy
tak, aby otrzymac¢ wykres funkgcji f. O ile jednostek i wzdtuz ktorej osi uktadu
wspotrzednych wykonali$my to przesuniecie? W jakich punktach wykres funkcji f
przetnie osie Y i X?

L f(z) = (3)7

2. f(z) = 2°"3

3. f(x) =4"+1

4. f(z) = (%)m -3
Rozwigzanie

1. Wykres funkciji f(z) = (%)%4‘(0 wykres funkcji g(z) = (%)mprzesuni(;ty 0 4 wzdtuz
osi X.



kv
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczajac warto$c¢ funkcji f dla argumentu z = 0, znajdujemy wspotrzedne punktu
przeciecia wykresu funkcji f z osig Y. Mamy

£(0) = G)M =2* = 16.

Zatem szukanym punktem jest (0, 16). Caty wykres lezy nad osig X, wiec nie ma
punktow wspolnych z ta osig.

2. Wzér funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci f(z) = 273 = 227(=3)_ Jejwykres
powstaje zatem przez przesuniecie wykresu funkcji g(z) = 2% o (—3) wzdtuz osi X,
czyli o 3 jednostki w lewo.



g(z) =2*

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zeby znalez¢ punkt przeciecia wykresu z osig Y, obliczamy warto$¢ funkcji dla
argumentu 0, czyli

f(0) =273 =8,

Zatem wykres przecina te 0§ w punkcie (0, 8). Z osig X wykres funkcji nie przecina
sie, poniewaz caly lezy nad tg osig.

3. Wykres funkcji f(z) = 4% + 1 jest wykresem funkcji g(z) = 4% przesunietym o 1
wzdluz osi Y.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



f(0) = 4° + 1 = 2, zatem punktem przeciecia wykresu funkcji f z osig Y jest punkt
(0,2). Caty wykres lezy nad osig X, zatem nie istnieje punkt przeciecia wykresu z ta
0sia.

4. Wykres funkcji f(z) = (%)m — 3 powstaje przez przesuniecie wykresu funkcij
9(z) = (§)" 0 —3wzdtuzosi Y.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz wykres funkcji g przecina 0§ Y w punkcie (0, 1), wiec punktem przeciecia
funkcji f z osig Y jest punkt (0, —2). Zeby wyznaczy¢ punkt przeciecia tego wykresu
z osig X, obliczymy argument, dla ktorego funkcja przyjmuje wartosc 0, czyli
0=(3)" —3.Stad (3)° = 3, cayli

() -G) -

Zatem x = —1. Punkt przeciecia z osig X to punkt (—1, 0).



Przesuniecie wykresu funkcji f(x:)=2“ o wektor

o a2l ok i
dlap>0 1Y
prmadak

8

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RCrdQFpwjvQST
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(z) = 2* o wektor [p, ]
w uktadzie wspoirzednych. Rozpatrzono kilka przypadkow. Przypadek pierwszy dlap > 0i
g > 0. Wektor przesuniecia to [3, 2|. Na krzywej wyktadniczej wybrano kilka
przykladowych punktow, ktore przesunieto w wektor i w oparciu o przesunigte punkty
narysowano krzywg przesunieta o wektor [3, 2]. Ostatecznie krzywa zostala przesunieta

o trzy jednostki w prawo i o dwie w gére. Wzoér nowej krzywej to g(z) = 2773 4 2.
Przypadek drugi dlap < 0i ¢ > 0. Wektor przesuniecia to [—3, 1]. Na krzywej
wyktadniczej wybrano kilka przyktadowych punktow, ktore przesunigto w wektor

i w oparciu o przesuniete punkty narysowano krzywg przesunietg o wektor [—3, 1].
Ostatecznie krzywa zostala przesunieta o trzy jednostki w lewo i o jedng w gore. Wzor
nowejkrzywejto h(z) = 2°3 + 1. Przypadek trzeci dlap < 01i ¢ < 0. Wektor przesuniecia
to [—4, — 2]. Na krzywejwyktadniczejwybrano kilka przyktadowych punktow, ktore
przesunieto w wektor i w oparciu o przesunigte punkty narysowano krzywa przesunieta

o wektor [—4, — 2]. Ostatecznie krzywa zostata przesunieta o cztery jednostki w lewo

i o dwie w dot. Wzor nowejkrzywejto k(z) = 2°7* — 2. Przypadek czwarty dlap > 0 i

g < 0. Wektor przesuniecia to [4, — 2]. Na krzywej wykladniczej wybrano kilka
przykladowych punktow, ktore przesunigto w wektor i w oparciu o przesunig¢te punkty
narysowano krzywg przesunieta o wektor [4, — 2]. Ostatecznie krzywa zostata przesunieta
o cztery jednostki w prawo i o dwie w dot. Wzor nowejkrzywejto t(z) = 2774 — 2.



file:///preview/resource/RCrdQFpwjvQST

Przesuniecie wykresu funkcji f(x):(é)l‘ o wektor

Film dostepny pod adresem /preview/resource/R7gHvecqS07sc
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(z) = (%)m o wektor
[p, q] w ukladzie wspotrzednych. Rozpatrzono kilka przypadkéw. Przypadek pierwszy dla
p > 01iq > 0. Wektor przesuniecia to [3, 2]. Na krzywej wyktadniczejwybrano kilka
przykladowych punktow, ktore przesunieto w wektor i w oparciu o przesunigte punkty
narysowano krzywa przesunietg o wektor [3, 2]. Na przyktad punkt (0; 1) przesunieto do
punktu (3;3), a punkt (—2;4) do punktu (1; 6). Ostatecznie krzywa zostala przesunieta

o trzy jednostki w prawo i o dwie w gore. Wzor opisujacy nowa krzywa to

g9(x) = (%)m_?’ + 2. Przypadek drugi dlap < 01i ¢ > 0. Wektor przesuniecia to [—3, 1]. Na
krzywej wyktadniczej wybrano kilka przyktadowych punktow, ktore przesunieto w wektor
i w oparciu o przesuniete punkty narysowano krzywg przesunietg o wektor [—3, 1]. Na
przyktad punkt (0; 1) przesunieto do punktu (—3;2), a punkt (—2;4) przesunieto do
punktu (—5;5). Ostatecznie krzywa zostata przesunieta o trzy jednostki w lewo i o jedna
w gore. Wzor opisujacy nowg krzywa to h(z) = (%)T'H + 1. Przypadek trzecidlap < 01

g < 0. Wektor przesuniecia to [—4, — 2]. Na krzywej wykladniczejwybrano kilka
przykladowych punktow, ktore przesunigto w wektor i w oparciu o przesunig¢te punkty
narysowano krzywg przesunieta o wektor [—4, — 2|. Na przyktad punkt (0; 1) przesunieto
do punktu (—4; —1), a punkt (—2; 4) przesunieto do punktu (—6; 2). Ostatecznie krzywa
zostata przesunieta o cztery jednostki w lewo i o dwie w dot. Wzor opisujacy nowa krzywa
to k(z) = (%)er4 — 2. Przypadek czwarty dlap > 01 g < 0. Wektor przesunigcia to

[4, — 2]. Na krzywej wykladniczejwybrano kilka przyktadowych punktéw, ktore
przesunieto w wektor i w oparciu o przesunigte punkty narysowano krzywa przesunieta
owektor [4, — 2]. Na przyktad punkt (0; 1) przesunieto do punktu (4; —1), a punkt (—2;4)


file:///preview/resource/R7gHvecqS07sc

przesunieto do punktu (6; 2). Ostatecznie krzywa zostata przesunieta o cztery jednostki

w prawo i o dwie w dot. Wzor opisujacy nowa krzywa to t(x) = (%)x_4 —2.

Zapoznaj si¢ z ponizszym apletem przedstawiajgcym przeksztalcenia wykresu funkcji
wyktadniczej. Zwro¢ uwage, jak przeksztatcanie wykresu wplywa na wzor funkciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/b/PLEILabWW
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 6

Narysujemy wykres funkcji

L f(x) = —4*
2. f(z) =—(3)" +2
Rozwigzanie

1. Wykres funkcji f(x) = —4% jest symetryczny wzgledem osi X do wykresu funkciji
g(x) = 4°.



https://zpe.gov.pl/b/PLElLabWW

g(x) = 4°
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Zeby sporzadzi¢ wykres funkcji f(z) = — (%)a3 -+ 2, narysujemy najpierw wykres

funkcji g(z) = (%)x Nastepnie znajdziemy wykres do niego symetryczny wzgledem
osi X. Jest to wykres funkcji h(z) = —(5)", ktory z kolei przesuniemy o 2 wzdhuz
osi Y. W ten sposob otrzymamy wykres funkcji f.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 7
Narysujmy wykres funkcii

1 f(z) =933



2. f@) = ()" +(3)°
Rozwigzanie

1. Przeksztat¢my wzoér funkcji f, korzystajgc z wlasnosci potegowania.
1
flz)=9-v3.37=32.37 .37 = g2y +e = 3042y
Zatem, zeby narysowac¢ wykres funkcji f, przesuwamy wykres funkciji g(z) = 3% o
(—2%) wzdtuz osi X.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Zapiszmy wzor funkcji w nastepujacy sposob

fa)=(3)"+(F) =2 ()" =) (3)"=(3)" - Zatem rysujemy
wykres funkcji g(z) = ()", a nastepnie przesuwamy go o 1 wzdtuz osi X.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Wyznaczymy wzor funkcji wyktadniczej f(z) = a”, majac dany punkt (—2, =) lezacy na
jej wykresie.

Skoro punkt (—2, 4—19) lezy na wykresie funkcji f, wiec dla argumentu z = —2 funkcja

przyjmuje warto$é¢ f(—2) = 4. Mamy wiec

Po przeksztatceniu rownanie to przyjmuje posta¢ 72 = a2, stagd a = 7. Zatem wzor
funkcji f ma posta¢ f(z) = 7*.
Przyktad 9

Sprawdzimy, czy punkt A = (4, 4) lezy na wykresie funkcji f(z) = (\/5) .

Wystarczy sprawdzi¢, czy dla argumentu z = 4 funkcja f przyjmie wartos¢ 4. Poniewaz
4

f(4) = (\/5) = 22 = 4, wiec punkt A lezy na wykresie funkcii f.

Przyktad 10

Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza warto$¢ funkcji wyktadniczej f(x) = (\/5>
w przedziale (—2,0)?

Funkcja f(x) = (\/5) jest rosnaca, poniewaz v/5 > 1,adlaa > 1 funkcja wykladnicza

g(x) = a® jest rosngca. Zatem najmniejsza warto$¢ funkcja osigga dla najmniejszego



argumentu z przedziatu (—2,0), czyli dla x = —2, a najwieksza dla najwiekszego
argumentu z tego przedziaty, czyli dla x = 0. Mamy wigc warto$¢ najmniejszg
—2 0
f(=2) = (\/5> = (\/1_)2 = + oraz warto$¢ najwieksza f(0) = (\/5) =1
5
w przedziale (—2,0).
Przyktad 11

Okres$l monotoniczno$¢ funkcji f(x) = <§)x i na tej podstawie porownaj liczby
=\ 10 =\ 20
(%) oraz (%) :

Poniewaz a = @ € (0,1), wiec funkcja f(x) = (@)xjest malejaca. Zatem dla

mniejszego argumentu przyjmuje wartoS¢ wieksza. Poniewaz 10 < 20, wiec

(9)"- ()"

Przyktad 12

1
3

Wyznaczymy wszystkie argumenty funkcji f(z) = ( )m, dla ktorych wartoé¢ funkcji jest

1. rébwna 81,
2. wieksza od 81,
3. co najmniejrowna 81.

Narysujmy wykres funkeji f(z) = (+)".

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Funkcja wyktadnicza jest roznowartoéciowa, czyli kazda warto$¢ y € (0, +00) jest
przyjmowana tylko dla jednego argumentu. Szukamy takiego argumentu z, dla

ktorego f(z) = 81, czyli (3)” = 81. Mamy (1)* = (1), stad & = —4.



2. Funkcja f(x) = (%)m jest malejaca, czyli warto$ci wieksze od 81 funkcja f przyjmuje

dla argumentéw mniejszych od © = —4. Zatem f(z) > 81 dlaz € (—oo, —4).

3. Wartoéci co najmniej rowne 81 funkcja f(z) = (%)x przyjmuje dla argumentow

mniejszych lub réwnych (—4). Zatem f(z) > 81 dlaz € (—o0, —4).

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci Przeksztatcenia wykresu
funkcji wyktadniczej Zadania



Cwiczenie 1 O
Ponizej przedstawiono wykresy pewnych funkcji. Dopasuj do kazdego wykresu wzér funkcji,
ktéra przedstawia.

f@) =2 2

= N w ES

%

-2 -1 o1 2 3

2 flz) =272

4 3 2 -1 o

e
-3 -2 -1 0 1 2
Y
0 o
= = =l 0 1 2
- f(.’L') — 2x—0—2
-2
-3
-4
Sk
4
3
2 flz) =27 +2
I
0\#
-2 -1 0 1 2 3
Iy
2
1
. = flz)=-2°




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2

Dana jest funkcja wyktadnicza y = (%):c Wyznacz wartos$¢ funkcji y dla podanych

wyktadnikéw z, a nastepnie uzupetnij luki. Kliknij w luke, aby rozwing¢ liste, i wybierz
brakujaca liczbe dla kazdej réwnosci.

C p=-ly=
e z=-2,y : ---------------------
. z=-5y=
'w:_iy; -----------------------

(%] (Z] 2] E[E]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1
2




Cwiczenie 3 @
Rozwazmy funkcje wyktadnicza f(:c) = 2772, Przeciagnij i upus¢ punkty w odpowiednim
miejscu na wykresie.

y :

4

(3,f(3))  (0,7(0)) (4f(4) (2,f(2)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 >

Ktory z ponizszych punktow lezy na wykresie funkcji f(ac) = (%)m” Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O @3
O (-2,9)
O (4:v3)

O (1,0)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Uzupetnij ponizsze rownosci odpowiednimi liczbami. Kliknij w luke, aby rozwingc liste,
i wybierz brakujaca liczbe dla kazdej réwnosci.

o) (52 ] () (2] [2°) (2] (2] (=]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Przedstaw podane liczby w postaci potegi. Kliknij w luke, aby rozwina¢ liste, i wybierz
brakujaca liczbe dla kazdej réwnosci.

o 2 =
. L _ PP ——————
vz oL
. 1
3
. V34
. VT
.ol
% Sooooooooooonl
L] 1 pum ’ ‘

E

314t |[17] 2% |23 3t || 2%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

5]




Cwiczenie 7

Na wykresie ktorej funkcji lezy punkt A = (—1, 3)? Zaznacz poprawna odpowiedz.
O flz)=9"
x
O f@)=(v3)

O flz) =3"

_ (1)\*
O f(=)=(3)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Zaznacz wzér funkcji rosnacej.
O f@)=(3)
O fla)=37"
O f@)=(3)"

O flz)=-3"

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 @)

Ktéry z ponizszych przedziatéw jest zbiorem wartosci funkcji f(z) = (0,5)” okreslonej dla
kazdego x € (—1,2)? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O (3:4)

1
O (1:2)
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 ©

Ktora z ponizszych funkcji przyjmuje wytacznie dodatnie wartosci? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O flz) =-2°
O flz)=3"7"
O flx)=-5"+7

O fl@)=2"-3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11 @)

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(xz) = a” lezy punkt (—2, 3). Jaka warto$¢ przyjmuje a?
Zaznacz poprawng odpowiedz.

1
O a=3

O a=

g

() a=3

O a=v3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12 ¢

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.

Po przesunieciu wykresu funkcji f(x) = (%)xo —3 wzdtuz osi X otrzymamy wykres funkcji

okreslonej wzorem:
O y=(3)"-3

O y=(

wlro

)" +3
O y=(3)"

O y=(3)""

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

Jaka posta¢ ma wzér funkcji g, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji

xr
f(z) = (ZT\@) wzgledem osi Y? Zaznacz poprawng odpowiedz.

_ V2"
O gla)= (£
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.
Funkcja wykfadnicza f(x) = 10% nie przyjmuje wartosci:

O 1
O 50

() 10000

O —100

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15

Dokoncz zdanie, wybierajagc poprawng odpowiedz.
Wykres funkcji f(z) = 3% — 3 przecina 0$ Y w punkcie:

O 3,0

Q (07 _3)

O (07 _2)

O (0,1)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

Znajdz punkt przeciecia wykresu funkcji f z osia Y. Narysuj wykres tej funkciji.
Lf@) = ()"
2. f(z) = 3v+2

3. f(x) =4* -3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



iczenie 17

Narysuj wykres funkcji
L f(z) = -3
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4-=-F--F=--l-=-d ==+ -k =-—---d=-=-4+ ==k =-=-l-=-4Hd=-=4 - -}
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |
j A A ) A H i D I i M e e Ry Eiy B
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |
11 I ] ] [] | | | ] ] ] ] ] |
Vl I | | I | | | I | I I | |
Jo Ll b ool _uL___J__1__L
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |
4--F--F--l-=-d=-=-+=--F=-—---d-=-4+=--F=-=-l-=-4d-=-4--}
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |
1T--r--r--I--"1--r--r-"f- -°--"T-""r-"r-A--T1T°°r
| I | | I | | | I | I I | |
| I I | I | | | I | I I | |
T T T O T T T R E N R R
| I | | I | | | I | I I | |
do Ll _bo_b_feod__l__L_o_Jd__1__L
| I | | I | | | I | I I | |
I I I I | I [ I I I | I I I
B el el e Rl el el i Rl el el el Rt Tl
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |
1T-=-r=--r=--|=--"1-=-r=--r=-"f--°--=-TrtT=--"r-"-r--=-"A--=-rvr=--r
| I | | I | | | | | I | | |
| I | | I | | | I | I I | |
T T e o e O T Ty R E (N R A
| I | | I | | | I | I I | |
| I | | I | | | I | I I | |

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 @

Narysuj wykres funkcji

2. f(x) =3"+3"+ 3"

3. f(x) = 2°T4 42776 _48. 27

<\

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 O

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(m) = a® lezy punkt A = (—3, %) Wyznacz wzor tej
funkcji. Okresl jej monotonicznosc.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 O

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(x) = a” lezy punkt A = (—2,9). Czy na wykresie tej

funkcji lezy rowniez punkt B = (%, %)’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 O

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyktadniczej f(a:) = a” oraz zaznaczony jest
jeden z punktéw lezacych na tym wykresie. Wyznacz wzor funkgji

f.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 22 @
Wyznacz zbiér wartosci funkcji

Lfz)= ()" +7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23 @
Ponizej przedstawiono wykresy pewnych funkcji. Dopasuj do kazdego wykresu wzér funkciji,
ktéra przedstawia.

flz) = =27

fz) = (L,5)°
f(z) = (0,5)" — 2
f(=) = (0,7)°
f(z) = (1,6)" + 2

f(CE) - _(Oa8)m

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 24 @

1
? Uzupetnij ponizsze luki. Kliknij w nie, aby rozwinac liste, a nastepnie wybierz poprawng
warto$¢ w kazdym przypadku.

Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza warto$¢ funkeji f(x) = (l):C w przedziale <—%, %>

____________________________

1 1 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25 @
Wykres, ktérej funkcji: f(z) = — (ﬁ)w + /2, g(x) = (\/B)x — 3y

h(x) = (%)m + /6 przetnie 0 Y w punkcie najdalej lezacym od poczatku uktadu
wspotrzednych? Zaznacz poprawng odpowiedz.

(O Woykres funkcji h.
() Wykres funkgiji g.

() Wykres funkgji f.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 26 @

Dana jest funkcja f(x) = (%)m lle wynosi warto$¢ wyrazenia ;E;f;g ? Zaznacz poprawng

odpowiedz.

41
15

o O O
=5

4
O 14

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 27 @
Uporzadkuj rosngco ponizsze liczby.

(0,9)™ =
3
0,9) .
(0,9)" =
(0,9)" =
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 28 @

X
Dla jakiego argumentu funkcja f(z) = (\/5) przyjmie wartos¢ %? Uzupetnij luke, wpisujac

poprawng wartosc.

Odpowiedz: Funkcja przyjmuje wartosé % dla argumentu

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 29 @

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja f(:z:) = (%)w przyjmuje wartosci mniejsze

niz funkcja g(z) = (£)".

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



