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W matematyce szkolnej, zwtaszcza na poziomie podstawowym, sformutowania: ,udowodnij’
czy ,wykaz, ze", sa najpardziej niepozadanymi poleceniami na sprawdzianie czy egzaminie
maturalnym. Jednak to w nich tkwi istota nie tylko samej matematyki, ale catego procesu
edukacyjnego, ktorego zadaniem jest uksztattowa¢ mtodego cztowieka jako jednostke, ktora
dostrzega potrzebe oceny zjawisk przed podjeciem waznych dla siebie dziatan, potrafi
uzasadnic, czy cos jest lub nie jest prawdg i wreszcie dokonuje wyboréw zgodnych

z przyjeta hierarchig waznoS$ci. Wazna jest nie tyle wiedza, ale to jak potrafimy z niej
korzysta¢ - i wia$nie proces dowodzenia w matematyce, z reguty odbiegajacy od
schematow i algorytmoéw, daje przedsmak tego krytycznego i efektywnego korzystania

z wiedzy. Ale tak, jak w codziennym zyciu opieramy si¢ na autorytetach czy systemach
wartos$ci, w ktorych wzrastaliSmy, tak w matematyce korzystamy z narzedzi, o ktorych
wiemy, ze s3 ,prawdziwe”. Takimi narzedziami s twierdzenia, a wérod nich twierdzenie
sinusow. Pokazemy zastosowanie tego ostatniego w sytuacjach typowych, ale takze nieco
odbiegajacych od praktyki szkolne;j.

Twoje cele

e Zbadasz zwigzki miarowe miedzy odcinkami, ktoére dwusieczne katow
wewnetrznych wyznaczajg w trojkacie i udowodnisz twierdzenie o dwusiecznejkata
wewnetrznego w trojkacie.




» Skonstruujesz, w oparciu o twierdzenie sinuséw, model geometryczny zaleznosci
trygonometrycznych w trojkacie i wykorzystasz ten model w dowodzeniu twierdzen.
o Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

O pewnej prostej konsekwencji twierdzenia sinusow, ktora jest
poteznym narzedziem w planimetrii

Kolejne zmiany opisu wymagan, jakie szkota stawia przed absolwentem liceum czy
technikum, a ktore podane sg w podstawie programowej, wprowadzaja do praktyki lub tez
eliminujg z niej pewne zagadnienia. Dotyczy to m. in. elementow logiki, teorii zbiorow,
konstrukcji geometrycznych, ale takze pewnego szczegolnego twierdzenia z planimetrii,
dobrze znanego pod nazwg twierdzenia o dwusiecznej. Jego dowodd mozna przeprowadzic
na wiele elementarnych sposobow, ale tutaj pokazemy, Ze jest ono prosta konsekwencja
twierdzenia sinusow.

Twierdzenie: o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie

Punkt D jest punktem wspolnym boku AB trojkata ABC' i dwusiecznejkata
wewnetrznego AC B, jak na rysunku.

C

|AD| _ |BD|]

Dowad

Zauwazmy, ze |[<BDC| = 180° — |<ADC]|, ale sin(180° — <ADC) = sin(<ADC),
zatem sin(<BDC) = sin(<ADC). Korzystajgc z twierdzenia sinuséw dla trojkata ADC,
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AD AC . AC|sin
mamy: Lina‘ = Sin(|<A1|)O) . Stad sin(<ADC) = %.

Analogicznie, korzystajgc z twierdzenia sinusow dla trojkata BDC mamy:
BD BC . BC|'sin . .
|sina| = sin(‘<IB|DC) . Stad sin(<«BDC) = | |E|HS)| = Ale sin(<BDC) = sin(<ADC), zatem
|BC|sina _ |AC|sina Stad |AD| _ |BD|
BD]  Jap] - >RY% Tae] T B

Co nalezato udowodnic.

Niekiedy, przywotujgc twierdzenie o dwusiecznej, mowimy krotko, ze dwusieczna dzieli
przeciwlegly bok trojkata na odcinki proporcjonalne do dtugosci pozostatych bokow,
przylegtych do tych odcinkow.

O trygonometrii w trojkacie ,niezupetnie prostokatnym”. Czy
twierdzenie sinusow jest generatorem nowych twierdzen,
a moze tylko automatem do ich dowodzenia?

Model przedstawiony na ponizszym rysunku, jest Swietng ilustracjg pozwalajaca zapisywac
zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi katow dowolnego trojkata, a takze
stanowi baze do dowodzenia wzordéw na sumy i roznice funkcji trygonometrycznych,

o czym bedzie mowa przy okazji trygonometrii. Oczywiscie trojkat moze by¢ dowolny
(,niezupelnie prostokatny”), ale zauwaz, ze wszystkie zaleznosci s3 wyprowadzane

w trojkatach prostokatnych wyznaczonych przez spodki wysokosci i ortocentrum trojkata.

Rozwazmy odcinki w trojkacie wpisanym w okrag o srednicy 1. Dlugosci wybranych
sposrod tych odcinkow sg podane na rysunku.

|OS| = cosa - cos 8

A § |BS| =sina - cos 8 | B

|AB| = sinvy
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Pokazemy, ze rzeczywiscie dtugo$¢ odcinka BC jest w przyjetym modelu réwna sin c.
1BCl _

Rzeczywiscie, z twierdzenia sinusow wynika, ze
sin a

1,stad 29 —1.p tat in o ot i :
stad —— = 1. Po wymnozeniu ostatniej rownos$ci przez sin a otrzymujemy, ze

|BC| = sin a.

= 2R. Ale srednica okregu jest rowna

Ostatni wynik oraz zastosowanie definicji funkcji cosinus oraz tangens w trojkacie BC'S

pozwala wyznaczy¢ dtugo$¢ odcinkéw BS oraz C'S. Mamy cos B = BT BC| :

|BS| = |BC| - cos B = sina - cos 8. Z kolei tg 5 = Iggl , stad
|CS| = |BS|-tgB=sina-cosf-tgf =sina-sinp.

Wyznaczenie dlugo$ci odcinka OS wymaga zauwazenia réwnosci odpowiednich katow.
Kat AC'S ma miare 90° — a, co oznacza, ze kat COR ma miare¢ «. Tak wiec kat BOS, jako
kat wierzchotkowy ma te sama miare. Mozemy wiec zapisac, ze tgoa = ﬁ. Ale

|BS| = sina - cos 8, zatem |OS| = Smf‘g—cjsﬁ = cos a - cos 3. Nietrudno zauwazy¢, ze

przyjmujemy bez zastrzezen fakt, Ze kat a nie jest katem prostym i jego tangens istnieje.

Wyznaczenie dlugo$ci pozostalych odcinkéw, ktore wida¢ na rysunku, jak rowniez tych,
ktore nie zostaly zapisane, mozna, a nawet warto potraktowac jako ciekawe ¢wiczenie.

A teraz czas na zapisanie przyktadowych zaleznosci trygonometrycznych, dla ktérych
swoistym generatorem jest powyzszy, przedstawiony na rysunku, model.

Zauwazmy, ze bezposrednio z nieréwnosci trojkgta, mowigcej o tym, ze suma dtugosci
dwoch bokow trojkata jest wieksza od dtugosci trzeciego boku wynika np., ze:

e sina + sin 8 > sin~,
e cosfB+ cosa-cosf > sina - sin .

Bez dodatkowej inwencji mozna zapisac kolejne tozsamosci, korzystajac tylko z oznaczen na
rysunku, a jesli zechcielibySmy zastosowac twierdzenie Pitagorasa, to tych zaleznosci
mielibySmy ,,odkry¢” znacznie wiece;j.

Na koniec trzeba wspomnie¢, ze takze w przypadku trojkata rozwartokgtnego wpisanego
w okrag o srednicy 1 dlugosci bokoéw wyrazaja sie przez sinusy odpowiednich katow.
Stownik

sinus kata w tréjkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw tego kata do dtugosci
przeciwprostokatnej w tym trojkacie

spodek wysokosci poprowadzonej z wybranego wierzchotka tréjkata




spodkiem wysoko$ci poprowadzonej z wybranego wierzchotka trojkata nazywamy punkt,
ktory jest jednym z koncow tej wysokosci, roznym od wierzchotka, z ktérego prowadzona
jest wysokos¢

ortocentrum trojkata

punkt przeciecia si¢ wysokosci trojkata



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj w animacji zapisy prowadzace do wyznaczenia dtugosci odpowiednich odcinkéw,
a nastepnie wyznacz dtugosci pozostatych bokéw i wysokosci danego trojkata w zaleznosci od
miar katéw trojkata.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14U5xWuR

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania twierdzenia sinusow
w dowodzeniu twierdzen.

Polecenie 2

Korzystajac z otrzymanych rezultatow i nieréwnosci tréjkata, uzasadnij, ze
sina + sin 8 > sin~.



https://zpe.gov.pl/a/D14U5xWuR

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

|BC| =sina

|OS| = cosa - cos B

A § |BS| =sina - cos 3 B
|AB| = sinvy
Korzystajac z modelu opisanego na powyzszym rysunku i oznaczen tam przyjetych, wyznacz

dtugosc¢ odcinka AQ, a nastepnie wykaz, ze w dowolnym trdjkacie o katach «, S, v zachodzi
nieréwnos¢ cos a + cos B > sin .

Uzupetnij puste pola, dobierajac odpowiedni tekst (oznaczenia) sposréd podanych nizej.

Poniewaz |[<TAOB| = a+ f=180" — v/ , wiec = ‘gg‘\
Stad |AO| = ‘Cgss ﬁ‘ = Coscaosgsﬂ = cos .

Ale z nierdwnosci tréjkata (dla tréjkata AOB) mamy w szczegdlnosci,

(eosa)[3] (] (181 1451 [ces5]




Cwiczenie 2
C
|AC| = sin 8
|OS| = cosa - cos
A § |BS| =sina - cos 3 B
|AB| = sinvy
Wiedzac, ze dla dowolnego kata & prawdziwy jest wzor cos(180° — §) = — cos § oraz

korzystajac z modelu opisanego na rysunku i oznaczen tam przyjetych, wyznacz dtugosc
odcinkéw OR oraz BR, a nastepnie wykaz, ze w dowolnym tréjkacie o katach a, 3, v
zachodzi réwnosc¢ cos(a + ) = cos a - cosy — sin« - sin 7.

Zapisz dowod modyfikujac kolejnosé ponizszych sformutowan.

Poniewaz 8 = 180° — (a + 7), wiec
cos f = cos(180° — (a + 7)) = — cos(a + %)

|BR|

Ponadto sina = 7, czyli |BR| = sina - sin~.

Poniewaz |[<AOR)| = =, wiec cosy = %.

Stad |OR| = |AO| - cosy = cos a - cos 7.
Ale |BO| + |OR| = |BR)|, czylicos 8+ cosa - cosy = sin« - sin .

Zatem cos 8 = sina - siny — cos a - COS 7.
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Cwiczenie 3

Udowodnij, ze jesli w tréjkacie rozwartokatnym katy maja miary «;, 3, 7y i 7y jest katem

o najwiekszej mierze, to sin? a + sin? 8 < sin? . Wskazéwka: zauwaz, ze boki dowolnego
trojkata wpisanego w okrag o srednicy 1 majg dtugosci réwne sinusom katéw lezacych
naprzeciwko tych bokow.

Cwiczenie 4

Uzupetnij zdanie, by uzyskac zdanie prawdziwe. Istnieje tréjkat ostrokatny, w ktérym katy
maja miary a, B, 7, taki, ze

() sina-siny < sina - cos 8

() sina-siny = cos f8

() cosfB > sina-sinf

() sina-siny > sina - cos 8

Cwiczenie 5

Udowodnij, ze w trdjkacie ostrokatnym, w ktérym katy maja miary a, B, -y, prawdziwa jest
nieréownosé sin o + cosa > 1.

Cwiczenie 6

Punkt O jest ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC'. Udowodnij, Zze promien okregu
opisanego na trojkacie ABC jest rowny promieniowi okregu opisanego na tréjkacie ABO.

Cwiczenie 7 @

W danym trojkacie, dwusieczna jednego z jego katdw podzielita bok przeciwlegty na odcinki
o dtugosciach 4 i 5. Uzasadnij, ze zaden z bokéw tego tréojkata nie moze miec dtugosci 3.



Cwiczenie 8 @

W trojkacie, dwusieczna kata - podzielita bok przeciwlegty na odcinki o dtugosciach x, x + 5.
Krotszy z bokow przylegtych do kata v ma dtugosc x + 2, a dtuzszy z bokdéw przylegtych do
tego kata, ma dtugos$¢ = + 8. Najdtuzszy z bokéw tréjkata ma dtugosc
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Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat zajeé: Zastosowanie twierdzenia sinusow w dowodeniu twierdzen
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIL. Trygonometria

Uczen

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

5) stosuje twierdzenia sinusoéw i cosinusOw oraz wzor na pole trojkata Py = %ab - sin 7y

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokow przy odpowiednich danych (rozwiazuje
trojkaty)

VIIIL. Planimetria

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokoéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wickszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznejkata oraz
o kgcie miedzy styczng a cieciwa

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:

Uczen:



e bada zalezno$ci miedzy bokami i katami w tréjkacie i formutuje hipotezy dotyczace
tych zaleznoSci

» dowodzi twierdzenia o dwusiecznejkata wewnetrznego w trojkacie

 stosuje twierdzenie sinusOw do wyznaczania zalezno$ci miarowych w trojkacie

 stosuje twierdzenie sinusoOw do badania istnienia trojkatow o danych wtasnosciach

e buduje model geometryczny do badania zaleznosci trygonometrycznych

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm.

o dyskusja

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy zaje¢:

e pracaindywidualna

e pracaw grupach

e praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji:
Faza wprowadzajaca
1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie twierdzenia Snelliusa.

2.Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia sinusa kgta w trojkacie prostokgtnym
oraz ortocentrum trojkata.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna

1.Nauczyciel formutuje problem zwigzany z dwusiecznag kata i prosi uczniow
o sformutowanie hipotezy. Nastepnie formutuja i dowodza twierdzenie.

2. Uczniowie, pracujgc w grupach, wykorzystuja animacje i wykonujg odpowiednie
polecenia.



3. Nauczyciel w rozmowie z kazda grupa lub cata klasg sugeruje (w razie potrzeby)
wykorzystanie twierdzenia sinusow. W zalezno$ci od tempa pracy poszczegolnych grup,
nauczyciel moze udziela¢ wskazowek lub zakonczyc¢ ten etap lekcji, gdy nie wszystkie
dtugosci beda wyznaczone.

4. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji. Nauczyciel inicjuje dyskusje¢ na temat modelowania
matematycznego i zastosowania modelu opisanego w animaciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:

» O twierdzeniu Snelliusa, czyli rozwigzywaniu trojkatow dowolnych
» Zastosowanie twierdzenia sinuséw do obliczania miar katow w wielokatach

Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowa¢ do dowodzenia roznych zaleznosSci trygonometrycznych,
w szczegolnosci wzorow na funkcje trygonometryczne sumy argumentow.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DWY36GDfv
https://epodreczniki.pl/b/zastosowanie-twierdzenia-sinusow-do-obliczania-miar-katow-w-wielokatach/PCR8JEK3B

