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Zrédto: Brian Kostiuk, domena publiczna.

Niezaleznie od tego, z jakiego jezyka programowania si¢ korzysta, nalezy zwraca¢ uwage na
liczbe operacji wykonywanych przez program. Jest to wazne zagadnienie, zwigzane
bezposrednio z zastosowanymi algorytmami. Od ich wydajnosci zalezy szybkos¢ dziatania
programu - a to kryterium w duzym stopniu decyduje o uzytecznosci aplikacij.

Gdy zastanawiamy si¢ wiec nad rozwigzaniem okreslonego problemu, musimy
odpowiedziec sobie na dwa pytania: czy zastosowany algorytm jest poprawny i jaka jest jego
ztozonoSc¢ obliczeniowa?

Wiecejinformacji o ztozonosci obliczeniowej znajdziesz w e-materiatach:

e Algorytmy o zlozonosci kwadratowej,

e Algorytmy o zlozonosci logarytmiczneji liniowo-logarytmiczne;j,
e Algorytmy o zlozonosci wyktadnicze;j,

o Jak porownywac ztozonos¢ obliczeniowg?.

Twoje cele

» Wyjasnisz, czym jest ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu.
» Scharakteryzujesz, jak okresla¢ ztozonos¢ obliczeniowg algorytmow.
» Przeanalizujesz wybrane rzedy ztozonoSci czasowe;j.
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» Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajgce twojg wiedze z zakresu ztozonosSci obliczeniowej
algorytmow.



Przeczytaj

Jak zdefiniowa¢ ztozonos¢ obliczeniowa?

ZtozonosS¢ obliczeniowa algorytmu pozwala okresli¢ ilos¢ zasobow komputerowych
niezbednych do wykonania czynnosci opisanych w algorytmie w zaleznosci od rozmiaru
danych wejSciowych.

Wyrodznia si¢ ztozonoSc:

* CZasowy;
e pamieciowa.

Pierwsza z nich odnosi si¢ do liczby wykonywanych operaciji i jest niezalezna od komputera
oraz jezyka programowania. Natomiast druga odnosi si¢ do rozmiaru wykorzystywanej
pamieci.

Zalozmy, ze napisaliSmy program, ktory przyjmuje od uzytkownika n stow, a nastepnie
modyfikuje w pewien sposob wszystkie otrzymane wyrazy i wypisuje ostateczny rezultat
przeksztatcen.

Na kazdym stowie wykonywana jest pewna liczba operacji, a zatem szybkos¢ dziatania
programu zalezy gtownie od rozmiaru danych wejsciowych. Opiszmy liczbe wykonywanych
operacji. Postuzymy si¢ w tym celu pewna funkcja f. Przyjmijmy, Ze ma ona nastepujaca
postac:

f(n) =n?+n+10

Dla duzych argumentow warto$¢ n? jest o wiele wieksza niz n + 10. Wynika z tego, ze
wartoé¢ funkcji f zalezy gléwnie od sktadnika n?.
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Aby przedstawi¢ powyzszy wniosek w sposdb matematyczny, postuzymy sie notacjg duze O:
f(n) = O(n?)

W taki wia$nie sposob wyznaczyli$my zlozono$¢ czasowg przykladowego algorytmu; jest to
ztozono$¢ kwadratowa.
Wazne!

Liczba operacji wykonywanych przez program moze by¢ zalezna nie tylko od wielkoSci
danych wejsciowych, ale takze od nich samych. W takiej sytuacji podczas wyznaczania
ztozono$ci obliczeniowej bierzemy pod uwage najbardziej pesymistyczny przypadek
(zakladamy, Ze realizacja algorytmu pochtonie najwiekszg ilo§¢ zasobow systemu
komputerowego), co znaczy, ze dla okreslania ztozonoSci obliczeniowej bedziemy uzywac
ztozonosci pesymistyczne;.

Dla doktadniejszej analizy ztozonosci uwzgledniana jest rowniez ztozonosc¢ oczekiwana -
istnieje wiele przypadkow, w ktorych porownywane algorytmy majq te sama ztozonos¢
pesymistyczng, jednak w przypadku Srednim nie dziatajg tak samo szybko. Wyr6zniamy
rowniez ztozonos¢ optymistyczna, ktora okresla ztozonos¢ dla najlepszego przypadku
danych. W praktyce jednak czesto nie jest ona brana pod uwage.

Operacje dominujace

Okreslajac czasowg ztozono$c¢ obliczeniowg, bierzemy pod uwage tzw. operacje
dominujace. Sg to operacje charakterystyczne dla danego algorytmu, a wiec majgce


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

najwiekszy wptyw na czas potrzebny do wykonania algorytmu. Przeanalizujmy przyktadowy
pseudokod prostego programu:

n < wprowadz dodatnig liczbe cailkowitag
suma < 0

i1

j <1

dopéki i <= n wykonuj:
suma < suma + i
i<1i+1

dopoki j <= n wykonuj:
suma < suma + j
J -3 +2

wypisz(suma)

Program ten wykonuje m.in. operacje odczytu i zapisu danych oraz dodawania. O czasie
dziatania programu decyduje jednak tak naprawde liczba wykonywanych dodawan. Jezeli
program wykona ich ponad milion, to czas potrzebny na zapis czy odczyt danych staje si¢
mato istotny. Operacje dodawania sg zatem operacjami dominujagcymi w przedstawionym
algorytmie.

Zastanowmy si¢ nad kolejnym przyktadem:
a < 5

b « 10
c<a+ob

wypisz(c)

W powyzszym algorytmie nie ma operacji dominujgcych, czyli takich, ktore zajmowatyby
wiekszos¢ czasu potrzebnego do wykonania w zaleznosci od danych wejsciowych. Nasz
program zawsze wykona niezmienng liczbe operaciji.

Przeanalizujmy jeszcze jeden przyktad:

n < wprowadz dodatnig liczbe catkowitg



jezeli n parzyste:
wypisz(n / 2)

W przeciwnym razie:
1«0
suma < 0

dopoki i < n wykonuj:
suma < suma + 2 * i
i<1i+1

wypisz(suma)

Ten z kolei program moze by¢ wykonywany przez rozny czas w zaleznosci od tego, jaka
warto$¢ bedzie miata zmienna n. W takiej sytuacji zawsze bierzemy pod uwage najbardzie;
pesymistyczny przypadek. Operacjami dominujgcymi sg wiec:

suma < suma + 2 * ioraz i <1 + 1.

Stownik
efektywnos¢ algorytmu

praktyczne zastosowanie algorytmu w programie; miara tego, jak bardzo korzystna jest
wybrana metoda
notacja duze O

miara okreslajgca, w jaki sposob rosnie wartos¢ funkcji wraz ze zwiekszaniem jej
argumentow; stuzy do wyznaczania gornych granic asymptotycznych
operacje dominujace

operacje charakterystyczne dla danego algorytmu, na ogo6t zajmujace w nim najwiecej
czasu
pamieciowa ztozonos¢ obliczeniowa

ilo$¢ pamieci potrzebnej do wykonania zadania, wyrazona jako funkcja ilosci danych
rzad ztozonosci

wiasciwos$¢ stuzgca do opisywania czasu dziatania algorytmu
ztozonos¢ czasowa

ilos¢ czasu potrzebnego do wykonania zadania, wyrazona jako funkcja ilosci danych
ztozonos¢ obliczeniowa




ilos¢ zasobow komputerowych potrzebnych do wykonania zadania
ztozonos$¢ oczekiwana

inaczej ztozonos¢ Srednia; ilos¢ zasobow potrzebna do zrealizowania zadania dla
statystycznie oczekiwanych danych; zapisywana za pomoca notacji theta - ©
ztozonos¢ optymistyczna

ilos¢ zasobow potrzebna programowi do zrealizowania zadania dla najkorzystniejszego
przypadku danych; zapisywana za pomoca notacji ,mate O” - o
ztozonos¢ pesymistyczna

ilo§¢ zasobow potrzebna do zrealizowania zadania w przypadku najgorszych danych;
zapisywana za pomoca notacji ,duze O” - O



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng przedstawiajgca rodzaje ztozonosci czasowej. Omoéow
na forum klasy jedng z nich.

Rodzaje ztozonosci czasowej

Ztozono$¢ czasowa zaproponowanego
rozwigzania jest czesto uwzgledniana w punktaciji
zadan maturalnych.

Zrédto: Isabelle Grosjean, pl.wikipedia.org, CC BY-SA 3.0.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv

Wiekszos¢ algorytmdéw ma ztozonos$¢ czasowa,
ktéra jest proporcjonalna do jednej
z nastepujacych funkcji:

o ztozono$¢ stata (1);

o ztozono$¢ logarytmiczna (log n);

o ztozonos¢ liniowa (n);

o ztozonos¢ liniowo-logarytmiczna
(n logn);



o ztozono$¢ kwadratowa (nQ);
o ztozonos¢ wyktadnicza (27).

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonos¢ stata

W przypadku ztozonosci statej problem

rozwigzywany jest z wykorzystaniem statej

liczby operacji dominujacych (bez wzgledu na

rozmiar danych wejsciowych).

Przyktad algorytmu: obliczanie wartosci
wyrazen statych, np. obliczanie liczby

przekatnych wielokata wypuktego na podstawie

liczby jego wierzchotkow.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonos¢ logarytmiczna

W przypadku ztozonosci logarytmicznej
problem o danych rozmiaru n moze zostac
zredukowany (za pomocg statej liczby operacji
dominujacych) do problemu rozmiaru % .
Podproblemy algorytméw o ztozonosci
logarytmicznej dzielone sg na pot.

Przyktad algorytmu: szybkie potegowanie,
obliczanie NWD, przeszukiwanie binarne.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

&



https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonos¢ liniowa

W przypadku ztozonosci liniowej dla n danych
algorytm wykonuje n razy stata liczbe operacji
dominujacych. Czas rozwigzania problemu jest
wiec wprost proporcjonalny do wielkosci
danych — zachodzi zaleznos¢ liniowa pomiedzy
czasem, a danymi wejSciowymi.

Przyktad algorytmu: szukanie maksymalnego
oraz minimalnego elementu, schemat Hornera,
ktérego celem jest wyznaczenie wartosci
wielomianu stopnia n.

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonosc¢ liniowo-logarytmiczna

W przypadku tej ztozonosci problem, w ktérym
mamy 1 danych, w liniowej liczbie operacji da
sie sprowadzi¢ do rozwigzania dwéch
problemdéw o rozmiarach %

Przyktad algorytmu: sortowanie przez scalanie,

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonos¢ kwadratowa

Liczba instrukcji algorytmu rosnie
proporcjonalnie do kwadratu rozmiaru danych
wejsciowych. Ztozonos¢ dotyczy tych
zestawoéw danych, w przypadku ktérych dla
kazdej pary danych wejsciowych realizuje sie
okreslone operacje dominujace.



Przyktad algorytmu: sortowanie przez
wstawianie, sortowanie bgbelkowe.
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Wyktadnicza ztozonoscig czasowg charakteryzuje
sie algorytm rozwigzujacy zagadke Wiez Hanoi

dla n krazkow.
Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., CC BY-SA 3.0.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PLbEkkFv
Ztozonos¢ wyktadnicza

Czas wykonania rosnie wyktadniczo wzgledem
rozmiaru danych. W przypadku algorytmow,
ktérych ztozonos¢ jest ztozonosScig wyktadnicza
okreslona liczba operacji dominujgcych
wykonywana jest dla kazdego podzbioru danych
wejsciowych rozmiaru n.

Przyktad algorytmu: rozwigzywanie zagadki
Wiez Hanoi dla n krazkow.
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Ze ztozonosci algorytmu wynika jego efektywno$¢. Im korzystniejsza jest ztozono$¢
czasowa danego algorytmu, tym jest on efektywniejszy.



Polecenie 2

Zapisz notatke, w ktorej podsumujesz najwazniejsze informacje przedstawione w prezentacji

multimedialnej.

Ciekawostka

Istniejg algorytmy, ktorych realizacja w pesymistycznym przypadku bedzie trwac

w nieskonczonos¢. Przykladem jest algorytm sortowania Bogosort. Jego istotg jest losowe
ustawianie podanych liczb do momentu, w ktorym bedg one uporzagdkowane rosngco.
Wazne!

Wiecejinformacji na temat wspomnianych w prezentacji algorytmow znajdziesz
w e-materiatach:

» szybkie potegowanie liczb: Algorytmy iteracyjne i liczbowe - potegowanie liczb;

o obliczanie NWD: Algorytm Euklidesa;

» wyszukiwanie binarne: Znajdowanie okreslonego elementu w zbiorze oraz
Rozwigzywanie problemow informatycznych - strategia ,dziel i zwyciezaj’;

» szukanie maksymalnego oraz minimalnego elementu: Instrukcja warunkowa -
¢wiczenia;

» obliczanie warto$ci wielomianu za pomocg schematu Hornera: Schemat Hornera;

e sortowanie przez scalanie: Sortowanie przez scalanie;

e sortowanie przez wstawianie: Sortowanie przez wstawianie;

» sortowanie bgbelkowe: Sortowanie babelkowe;

e rozwigzywanie zagadki wiez Hanoi: Zagadka Wiez Hanoi.

Polecenie 3

Podaj przyktady, nie wymienione w tym materiale, algorytméw o ztozonosci linowej,
logarytmicznej i wyktadniczej.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Zatézmy, ze dwa algorytmy o réznej ztozonosci czasowej i pamieciowej pozwalajg uzyskac
poprawne wyniki. Wskaz, ktéry z nich jest lepszym wyborem.

0 Ten o wiekszej ztozonos$ci pamieciowej, jezeli oba majg takg sama ztozonosé
Czasowa.

(] Ztozonos¢ czasowa nie ma wiekszego znaczenia.

0 Ten o mniejszej ztozonosci pamieciowej, jezeli oba majg taka samga ztozonos¢
Czasowa.

(] Ten o mniejszej ztozonosci czasowej.

(] Ten o wiekszej ztozonosci czasowej.

Cwiczenie 2 G
Wskaz, czy kwadratowa ztozonos¢ czasowa jest ztozonoscig wielomianowa.

() tak

() nie




Cwiczenie 3
Sposrod podanych nizej symboli wybierz ten, ktéry oznacza notacje ,duze O”.

O w
O o
O 6
O o

Material zrédlowy do ¢wiczen nr 4-5

60000000
50000000
40000000
30000000
20000000
10000000

0

1 25 100

—+n 3(n*3) — (n"4)/2
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Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f(n) = \/7_1, + ”74 + 3n3. Wypetnij tabele wartosciami, ktére sktadniki

przyjmuja dla danej wartosci n. Nie oddzielaj cyfr spacjami i pamietaj, ze czesci dziesietne

nalezy oddzieli¢ przecinkiem.

n Vn ”74 3ns
1
25
100
Cwiczenie 5 O

Wskaz, ktory ze sktadnikow funkcji f(n) N ”74 + 3n ma najmniejszy wptyw na jej

tempo wzrostu.

O
O 3nd
O v

Cwiczenie 6 O
Potacz w pary funkcje opisujgce doktadna liczbe wykonywanych operacji z odpowiadajaca im

ztozonoscig czasowa.

f(n) = 15log n + 5n log n O(n)
f(n) = V3n + an + 8 O(n log n)
f(n) =2 1 3/n + 10 0(1)

f(n) = 144 O(n?)
O(log n)

f(r) = &= + 115




Cwiczenie 7 @

Wstaw brakujgce wyrazenia tak, aby tres¢ ponizszych zdan byta prawdziwa.

______________

logarytmiczna.

Jezeli jesteSmy w stanie zmniejszy¢ ztozono$¢ obliczeniowga algorytmu kosztem jego

______________

‘ szybciej ’ ‘ matym ’ ‘ duzym ’ ‘ nie nalezy tego robic ’ ‘ nalezy to zrobi¢ ’ ‘ wolnigj ’




Cwiczenie 8

Zapoznaj sie z wykresami przedstawiajacymi zaleznos¢ ztozonosci obliczeniowej od liczby
danych. Legenda do wykreséw zostata sporzadzona btednie. Opisz, w jaki sposdb nalezy jg
zmienié, by poprawnie opisywata, do jakiego typu ztozonosSci odnosi sie dana warto$¢ na

wykresie.
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Dla nauczyciela

Autor: Zespo6t autorski Contentplus.pl sp. z 0.0.
Przedmiot: Informatyka

Temat: Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmow
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoSc;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Wyjasnisz, czym jest ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu.

o Scharakteryzujesz, jak okresla¢ ztozonos¢ obliczeniowg algorytmow.

e Przeanalizujesz wybrane rzedy ztozonosSci czasowe;j.

» Wykonasz ¢wiczenia sprawdzajace twojg wiedze z zakresu ztozonosci obliczeniowej
algorytmow.


https://contentplus.pl/

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiat:
»Ztozonosc¢ obliczeniowa algorytmow”. Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami w sekcji
LPrzeczytaj

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wySwietla temat i cele zajec. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcjg zaproponowali kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig swoje pomysty,
a pozostaly jakie§ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. JeZeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekciji ,Przeczytaj’.
Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.



2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Prezentacja
multimedialna” Uczniowie w parach wykonuja polecenie nr 1. Analizujg kolejne slajdy.
Nastepnie wykonuja polecenie 2 i podajg inne, pochodzgce z zycia codziennego
przykiady zdarzen charakteryzujacych sie stalg i liniowg ztozonoscig czasowa.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia nr 1-6 z sekcji
»Sprawdz sie”, po ich wykonaniu poréwnuja otrzymane wyniki z inng osoba.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje pytania podsumowujace, np.
o czym jest ztozonos¢ obliczeniowa?
o co to jest notacja ,duze O"?
o jak okresla¢ ztozono$¢ obliczeniowg algorytmow?
2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 7-8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,,Przeczytaj” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania dotgczone do e-materiatu
»Z10ozonosc¢ obliczeniowa algorytmow”.



