Stosunek pol powierzchni bryt podobnych
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Bryly podobne s3 kolejnym interesujgcym tematem, gdyz caly szereg takich bryt mozemy
spotka¢ w rzeczywistosci. W Paryzu zbudowano Piramide Luwru, ktora jest podobna do
Piramidy Cheopsa. Piramida w Rapie takze ma przypominac egipskie piramidy. W tym
materiale skupimy si¢ na poréwnywaniu pol powierzchni bryt podobnych.




Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, www.wikipedia.org, domena publiczna.

Twoje cele

o Poznasz zalezno$¢ pomiedzy skalg podobienstwa bryt a stosunkiem ich pol.
e Obliczysz skale podobienstwa bryl podobnych.

» Obliczysz pola bryt podobnych.



Przeczytaj

Dwie bryly sg podobne, jesli odlegtosci miedzy punktami jednej bryty sg proporcjonalne do
odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami drugiej bryty.

Stosunek odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami bryl podobnych nazywamy skalg
podobienstwa.

Przyktad 1

Rozpatrzymy teraz dwa szesSciany o krawedziach dtugosci odpowiednio4 cmi 6 cm.
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S3 to bryly podobne. Ich skala podobienstwa wynosi k = % = %
Policzymy ich pola powierzchni catkowite;j.

P, =6-62 =216 [cm?]

P.,=6-4° =96 [cm’]

Stosunek pol mniejszej bryty do wiekszej wynosi wiec:

P, — 216 — 9 —

Pey 96 4 ( 2 )2 _ 12
Twierdzenie: o powierzchni bryt podobnych

Jesli skala podobienstwa bryt podobnych jest rowna k, to stosunek pol powierzchni tych
bryt jest rowny k2.

Przyktad 2



javascript:void(0);

Dane s3 dwa szeSciany. Pole powierzchni pierwszego z nich jest dziewieciokrotnie
wieksze od pola powierzchni drugiego. Jaka jest skala podobienstwa wiekszego z tych
szeScianow do mniejszego?

Rozwigzanie

Z zadania wiemy, ze stosunek pol powierzchni szeScianow wynosi 9, zatem jesli skale
podobienstwa oznaczymy k, to mozemy zapisa¢ robwnanie:

k=9
k=3.
Zatem szeSciany sg podobne w skali & = 3.

Przyktad 3

Dane s3 dwie kule. Pole pierwszejz nich wynosi sm cm?. Druga kula ma promien dwa
razy dtuzszy niz pierwsza kula. Obliczymy pole drugiej kuli.

Rozwigzanie

Skoro promien drugiej kuli jest dwa razy wiekszy od promienia pierwszej kuli, tzn. ze
skala podobienstwa tych bryt wynosi k = 2. Zatem stosunek ich pél wynosi k* = 4 .

Pole drugiejkuli (0znaczmy P) wynosi wiec £ = 4,

czyli P = 4sm cm?,

Przyktad 4

Dane s3 dwa podobne stozki. Pole powierzchni catkowitej wiekszego z nich jest 0 156%
wieksze od pola powierzchni catkowitej mniejszego z nich. Obliczymy wysoko$¢
wiekszego stozka, jesli wysoko$¢ mniejszego wynosi 4 cm.

Rozwigzanie

Oznaczmy pole powierzchni mniejszego stozka jako P. Wowczas pole wigkszego z nich
WYynosi

P’ = P+ 156%P = 256%P = 2,56P.

Zatem stosunek pol wynosi k? = 2,56 , czyli k = 1, 6.
Obliczmy wiec wysokos¢ wigkszego stozka:
h=1,6-4=06,4 cm.

Przyktad 5



Uzasadnimy, ze stozek o promieniu dtugosci 6 cm i polu powierzchni 967 cm? jest
podobny do stozka o wysokoéci dlugosci 4 cm i objetoéci 12 cm? . Podamy skale
podobienstwa wiekszego stozka do mniejszego.

Rozwigzanie
Obliczmy niezbedne dlugosci w obydwu stozkach.

Stozek nr 1.

r =06 cm
P. = 967 cm?

967 = 367 + 67 - [

1=10
h? +6° = 107
h=38

Stozek nr 2.



£+37=r
=5

Analizujgc dlugosci poszczegolnych odcinkoéw w stozkach zauwazamy, ze sg one
proporcjonalne. Wszystkie odcinki w drugim stozku sa 2 razy krotsze. Zatem skala
podobienstwa k = 2.

Przyktad 6

Na rysunkach przedstawiono dwa ostrostupy prawidtowe sze$ciokgtne. Wiadomo, ze

sina = @, a € (0°,90°). Pokazemy, ze s3 to bryty podobne oraz obliczymy skale

podobienstwa oraz stosunek pol podstaw obu bryl.
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Rozwigzanie

Aby poréwnac¢ odpowiednie odcinki w ostrostupach, musimy je obliczy¢. Zajmijmy si¢

kazdym ostrostupem z osobna.

5

Wiemy, ze sina = ~%=, wiec z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy rownanie:
39 2, —
o Tcos“a=1
24 =25
cos” a = &3

cosa =2 ac(0°,90°).

Krotsza przekatna podstawy ma dtugosé 4/3, zatem szesciokat foremny ma bok
dtugosci:



a\/g = 4\/3

a=4.

Oznaczmy krawedzie boczne jako k. Woéwczas z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy:
2

(4\/5) = k> + k* — 2k’ cosa

48 = 2k? — 2k% - 2

48 = 2k? — 2 k2
48 = 32
64 = k?

8 = k.

Zajmijmy si¢ teraz drugim ostrostupem:

Wysokos¢ ostrostupa H ma dlugos¢
2 =tg30°

H =8V3.

Oznaczmy krawedzie boczne jako k’. Wowczas
£ =sin30°

k' = 16.



Poréwnajmy teraz odpowiednie odcinki w naszych ostrostupach:

« dtugosci krawedzi podstawy: 4 = +

o dlugosci krawedzi bocznych: % =3

Whniosek: ostrostupy sa podobne w skali k = %, co oznacza, ze ich pola powierzchni sg

w stosunku k% = %.

Przyktad 7
Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy a

i kacie przy wierzchotku ostrostupa o mierze 30°. Obliczymy pole powierzchni
ostrostupa czterokrotnie mniejszego.

Rozwigzanie

Obliczmy pole powierzchni wyjsciowego ostrostupa. Oznaczmy krawedzie boczne jako k.
Wowczas z twierdzenia cosinusow otrzymujemy:

a2 =k> + k%2 —2k%cos30°

a’? = 2k2<1 — @)




kz\/;ﬁ
= is

Pole $ciany bocznej mozemy policzy¢ ze wzoru P = Sabsina.

Zatem:

1 a’

B e 2 @ (2+¢§) a? (2+\/§)
Py = 3k sin30° = - 23 2 1(2-v3)  4(2-v3)(24+v3) Lo

Mamy trzy $ciany boczne, wigc pole powierzchni bocznejwynosi:

a? (2+\/§) s <2+\/§)

P, =3 1 = 1

Policzmy pole podstawy. Jest to trojkat rownoboczny o podstawie dlugosci a.

P, =<y

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa:

P. = a>V3 4 3a’ <2+\/3) _ d®V3+6a°+3d°V3 _ 4d’V3+6a> __ o’ (2\/3+3)
c— T4 1 - 4 - 1 = 3 -

Drugi ostrostup jest czterokrotnie mniejszy, czyli skala podobienstwa bryl wynosi k = %.
1
16
ostrostupa jest 16 razy mniejsze od pola powierzchni ostrostupa wyjSciowego. Pole

Zatem stosunek ich pol wynosi k? = €0 oznacza, ze pole powierzchni drugiego

powierzchni ostrostupa podobnego do naszego ostrostupa wyjsciowego wynosi wiec:

a? (2\/§+3) @ (2\/§+3)
)

= L.
Pe= 15 - 32 :

Stownik
odcinki proporcjonalne

jezeli dane sg cztery odcinki a, b, ¢, d takie, ze stosunek pierwszych dwoch (a : b) jest
réwny stosunkowi dwoch ostatnich (¢ : d), to takie odcinki nazywamy proporcjonalnymi
i wyrazamy to, piszac proporcje

a:b=c:d
w uproszczeniu mozemy powiedziec¢, ze ich iloraz jest staty

figury podobne




majg ten sam ksztatt, ale moga mie¢ inng wielko$¢



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Ogladajac galerie zdje¢ interaktywnych, sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac

zamieszczone tam zadanie, a w dalszej kolejnosci poréwnac rozwiazania.

Polecenie 2

Objetos¢ jednej z kul wynosi 8\/67153. Pole drugiej 287s2. Oblicz skale podobienstwa bryt

i pole pierwszej z nich.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Powierzchnia kulistego balonu po dopompowaniu zwiekszyta sie 0 69%. O ile procent wzrdst
promien kuli? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 0130%.
O 069%.

O 030%.

Cwiczenie 2 @)



Cwiczenie 3 O

Graniastostupy 1, 2 i 3 sg podobnew skalil : 2 : 4.

Uzupetnij zdania przeciagajac prawidtowe odpowiedzi w puste pola.

« Pole podstawy graniastostupa nr 1 wynosi natomiast graniastostupa nr 3 -
« Wysokosc¢ graniastostupa nr 2 ma dtugosé Pole catkowite graniastostupa nr 2
jest Ewieksze od pola graniastostupa

____________________________

WW ai}/g ‘2razyH4razyHnr3H4a2\/§Ha2H8’ 16a24/3




Cwiczenie 4 Q@

Dany jest walec pokazany na rysunku ponizej.

2
\/

10

o m— — —

P =375m Q P = 2387 O



Cwiczenie 5
Dany jest ostrostup prawidtowy szesciokatny o wysokosci H i krawedzi bocznej nachylonej

do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. lle wynosi pole powierzchni catkowitej ostrostupa
podobnego w skali k = 3? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 9H2(\/§ + ﬁ)
O FH(V3+V7)

O 3H?V3

Cwiczenie 6

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnobocznym o polu S.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Promien stozka, podobnego do wyjsciowego stozka w skali k = 2 ma miare

] '
[ 4SV3
1 453 3

) Dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego, ktéry jest przekrojem stozka wynosi 453\@ .

0 Jesli pole przekroju osiowego stozka podobnego do wyjSciowego wynosi gilSz, to
stozki te sg podobne w skali k = %

Cwiczenie 7 @

Dane s3g dwie kule. Promien pierwszej kuli to R = @ Pole powierzchni drugiej kuli to
P = 23—S7r . Oblicz skale podobienstwa mniejszej bryty do wiekszej oraz stosunek ich pdl.

Cwiczenie 8 @

Sprawdz, czy graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy a, w ktérym

cosinus kata nachylenia przekatnej graniastostupa do przekatnej jego $ciany bocznej wynosi

@ jest podobny do szescianu o przekatnej dtugosci a\/g. Jesli tak, podaj skale ich

podobienstwa.



Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Stosunek pdl powierzchni bryl podobnych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy:

9) wykorzystuje zalezno$ci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;
X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje stosunek pol figur podobnych do obliczenia skali podobienstwa bryt,
 oblicza pola figur podobnych,
 oblicza dtugosci odcinkow w brylach, wykorzystujac ich podobienstwo.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e pogadanka,
« analiza pomystow,
e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu,

projektor multimedialny,

e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

o Wprowadzenie do lekcji. Omowienie celow lekcji. Ustalenie kryteriow sukcesu.
» Przypomnienie definicji bryt podobnych. Odpowiedz na pytanie, jak zachowuja si¢ pola
figur podobnych w skali k. Zauwazenie, ze ta zalezno$¢ jest taka sama w brylach.

Faza realizacyjna:

e Rozwigzanie zadan, ktore znajduja si¢ w przyktadach w e-materiale.

» Pokazanie na konkretnych przykladach, jak zachowuja si¢ pola bryt podobnych (ich
stosunek jest rowny kwadratowi skali podobienstwa).

« Uczniowie w parach przegladajg materiat z medium bazowego, rozwigzuja i porownujg
z wynikami. Wspolnie z calg klasg omawiamy btedy.

e Rozwigzanie testu sprawdz sig, w ktorym zadania sg zamkniete. Wspolna analiza
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

e Wybrany uczen podsumowuje zajecia z uwglednieniem kryteriow sukcesu
postawionych na poczatku zajec.

Praca domowa:
e Rozwigzanie zadan otwartych z testu ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Pola figur podobnych


file:///a/D14ATWBkl

Wskazowki metodyczne:

Uczen moze wykorzysta¢ galerie zdje¢ interaktywnych do przypomnienia sobie informacii
o polach figur podobnych. Dzigki temu tatwiejbedzie mu zrozumie¢ dany temat.



