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Zrédto: Garik Barseghyan, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/, domena publiczna.

W tejlekcji omowimy bardziej szczegotowo wiasnosci dziatan na pierwiastkach.
Przypomnimy juz poznane oraz podamy takie, o ktorych dotychczas nie wspominaliSmy.
Zagadnienia te ilustrujemy przyktadami, w ktorych bedziemy korzystac¢ z wlasnosci dziatan
na pierwiastkach w zbiorze liczb rzeczywistych.

Twoje cele

» Zastosujesz wlasnosci dzialan na pierwiastkach.
o Zastosujesz prawa dziatan na pierwiastkach w zbiorze liczb rzeczywistych.



Przeczytaj

Przypomnijmy, Ze pierwiastkiem stopnia n z liczby nieujemnej a jest taka liczba nieujemna b
, ktora podniesiona do potegi n jest rowna liczbie a, czyli

{/a = bwtedyi tylko wtedy, gdya = b",dlaa > 0,b > 0in € N\ {0, 1}.

Ponadto jesli stopien pierwiastka jest liczbg nieparzystg, to mozemy zdefiniowac réwniez
pierwiastek z liczby ujemne;j.

Wiasnosé: Wiasnosci pierwiastkowania
Przy okazji wczesniejszych tematow omowiliSmy dwie wlasnosSci pierwiastkowania:

» rozdzielno$¢ pierwiastkowania wzgledem mnozenia, ktora orzeka, ze:
Vab=3/a-¥bdlaa>00b>0inecN\{0,1},
» rozdzielno$¢ pierwiastkowania wzgledem dzielenia, ktora orzeka, ze:

Vab=3/a:Vbdlaa>0b>0inecN\{0,1}.
Analogiczne wlasnoSci majg pierwiastki nieparzystego stopnia z liczb ujemnych.

W ponizszej tabelce zestawimy pozostate wiasnosci pierwiastkowania wraz
z koniecznymi zalozeniami:

Va" = af a€R, neN\{0,1}
(Va)" =a a>0,neN\{0,1}
(VVa)" = /a? a>0,peR, neN\{0,1}

Rozwazmy teraz nastepujgcy przyktad.

Przyktad 1

V729 = /37 = 3
V729 = /9 =3
V729
V/v/1024 = ¥/32 = 2
V' v/1024
V1024
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Na podstawie powyzszego przykladu mozna postawic hipoteze, ze:
V/x/a =/a=%/v/a,dlaa > 0orazn, m € N\ {0, 1}, ktérej dowdd tutaj pomijamy.

W trakcie rozwigzywania zadan beda nam przydatne réwniez prawa dzialan w zbiorze liczb
rzeczywistych:

e przemienno$¢ dodawania i mnozenia:
a+b=b+aoraza-b=>b-a,dladowolnycha, b€ R;

» rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania i odejmowania:
a(r+y)=a-xz+a-yoraza(r —y) =a-x — a-y,dladowolnych a, z, y € R;

e prawostronna rozdzielnos¢ dzielenia wzgledem dodawania i odejmowania:
(z+y):a=x:a+y:ao0raz(z—y):a=x:a—y:a,dladowolnychz, y € R,
ac R\ {0}

Przyktad 2

Przeksztalcimy do postaci sumy nastepujace wyrazenia:
3 (va-1)(V3+1) =

Z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem odejmowania.

— 2. (\/§+1) —1- (\/§+1> =

Z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania.
=v2-V/3+V2-V3-1=

Z rozdzielnoSci pierwiastkowania wzgledem mnozenia.

=v6+v2-+3-1

b) (vV2+3)(V2—4) =

Z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania.
=2. (\/5—4) +3- (f—4) -

Z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem odejmowania.
=v2-vV2-4v2+3V2-3-4=

Z rozdzielnoSci pierwiastkowania wzgledem mnozenia.

—2-4V/243V2-12=
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javascript:void(0);

Redukcja wyrazow podobnych.

= —v/2-10

c) (\3/% + 5) : /5 =

=/25:¢/5+5: 5=

Z rozdzielnoSci dzielenia wzgledem dodawania.

= v/25:5 +

2 =
5
Z rozdzielnoSci pierwiastkowania wzgledem dzielenia.

3 5 V25
_\/5+{’/g —

¥/25

Usuniecie niewymiernosci z mianownika.

Y54 B

= /5 + V25

Przyktad 3

Przedstawimy podane liczby w postaci iloczynow

a) V8 — /4=

— T2 Y=

Z rozdzielnoSci pierwiastkowania wzgledem mnozenia.
R

Z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem odejmowania.

= Vi (v2-1)

b) V10 — 3v/2 —4¢/5 + 12 =

Z rozdzielnoSci pierwiastkowania wzgledem mnozenia.
=2 -v5—-3V2—-4v5+12 =

Z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem odejmowania.

=3 (V5-3) -4 (V5-3) =



Z rozdzielnoSci mnozenia wzgledem odejmowania.
= (V5-3)(v2-4)
Przyktad 4

7 7 7

, . . 108+v/544-2¥/27

Upro$cimy wyrazenie v = :
p Y V36+1/18+27/9

V108+¥/54+2¥27 _ Y27.4+3272+42027 _
/36+9/18+2%/9 {9-4+%/92+279

 maymaavs | VT (Vaee) e 73

V9 V1439724279 Vo.(Varias2)
Przyktad 5

Suma dwoch liczb jest réwna v/10, za$ ich réznica jest rowna v/ 5. Wyznaczymy ich
iloczyn.

Niech szukanymi liczbami bedg a i b. Wowczas warunki zadania mozna zapisac
nastepujaco:

a-+b=+10(1)
a—b=+/5(2)

Zauwazmy, ze gdy dodamy lewa strone¢ pierwszego réwnania do lewej strony drugiego
rownania, za$ prawg strone pierwszego rownania do prawej strony drugiego rownania,
to otrzymamy rownanie:

at+b+a—b=+v10++5

2a = v/10 + /5
_ V10+v5
2

a

Odejmijmy teraz lewa stron¢ drugiego rownania od lewej strony pierwszego réwnania,
za$ prawg strone drugiego rownania od prawej strony pierwszego réwnania:

a—l—b—a—i—b:\/m—\/g

2b = /10 — V5

_ VI-VE
b= 2

Teraz mozemy obliczy¢ iloczyn liczb a i b:



0. b YI0+VE  VT0-VE _ (Vi0+v5) (vi0-vE)
2 2 1

V1o (\/1_0—\/5) +V/5- (x/ﬁ—\/g) B
= 2 =

_ VI0-VI0—v10-v5+v5-vI0-v5v5 _ 10-v50+v50-5 _ 5
= 4 - 4 4
Wazne!

W przeksztalceniach wyrazen postaci (a + b)(a — b) mozesz korzysta¢ z jednego ze
wzoréw skréconego mnozenia: (a + b)(a — b) = a® — b?, ktére szczegdtowo omoéwimy
w innych lekcjach.

Przyktad 6

Skorzystamy z powyzszego wzoru w nastepujacych przykladach:
(V7-2)(V7+2)= (ﬁ)2—22 —7-4=3
(VI1-v3) (Vi1 +V3) = (\/ﬁ)Q— (x/§)2=11—3=8

_ 2
(2\/§+ 5) (2%3 _ 5) _ (2\/5) _52-12-925——13
Przyktad 7

Usuniemy niewymiernos$ci z mianownikow nastepujacych utamkow:

2 2 B 2(v3r1)  2(v3)
V3-1 ~ V3-1 V341 (ﬁ—l) (\/§+1) N (\/§>2712

_ 2.<f11> _ 2(\/251) _ \/g_ 1

1 _ 1 . A5-v2 V542 _
VErVZ VBV VBV (VEivE) (Viva)
_ V6-v2  _ V5-v2 . V5V2

() -(v2) 7 ’
Przyktad 8

Przedstawimy w postaci sumy nastepujace wyrazenia:

(Vite) = (vit2)(vite)=v7 (Vit2)+2- (Vit2)=

T NTH+ VT 242 VT 4+ 4 =T+ 20T +2T+4 =11 +4V7



(2\/5—5)2=(2\/§—5)(2f—5):2\/5-(2f—5)—5-(2¢§—5)=
=2v3-2¢/3-2V3-5-5-2¢/3-5-(=5) =12 —10/3 — 10/3 + 25 =

— 37— 20V3

Wazne!

W przeksztalceniach wyrazen postaci (a + b)* i (a — b)® mozesz korzystac z tzw. wzoroéw

skroconego mnozenia:
(a+b)° = a®+ 2ab + b?
(a —b)? = a® — 2ab + b?
Przyktad 9

Zastosujemy powyzsze wzory do nastepujacych wyrazen:

(3\/5—1)2:(3\/5)2—2-3\/5-1+12:18—6\/§+1:19—6\/§

(v2+v3) = (v2) +2-v2-v3+ (V) =2+2v6+3=5+2V6

Stownik
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania
a(r+y) =a-x+a-y,dladowolnycha, z, y € R

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem odejmowania

a(r —y) =a-x —a-y,dladowolnycha, z, y € R



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w ponizszej animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1GxALqg7a

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej dziatan na pierwiastkach.

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/D1GxALq7a

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Potacz w pary liczby rowne.

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 2 @)

Przyporzadkuj poszczegdlnym przeksztatceniom nazwy wtasnosci, na podstawie ktorych je
wykonano. Przeciaggnij i upusé.

g/g.({’/‘_2)+3.({"/§—2) = V3-V2-2¥3+3V2-3-2=,
V6 —2v3+3V2 -6

(\3/5 _ 2) (\3/5 i 3) _  |Wtasnos¢

V3 (Va-2)+3- (vf2) =

V3.2 -2¥34+3¥243.2=

V6 —2V/3+3V/2-6

Cwiczenie 3
Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Wyrazenie V5 - (\3/5 + \3/%) jest rowne:
€/2_5+€/m(5+\/3 625) . /5 /25 + 5

Wyrazenie /4 - ({’/g + \5/%) jest réowne:
V32 + V642 +2V2%/32+ V64

Wyrazenie (\4/5 — \4/2_7) . \4/§jest rowne:
V9 —-3+4/3 -39 /81



Cwiczenie 4

Wskaz, wszystkie poprawne rozwiazania. Wyrazenie (\4/5 — 27) - /9 jest réowne:

(] 3-3¢3
) ¥/9— /243
() Vo—- V3

[ V9-V243

Cwiczenie 5

Potacz w pary wyrazenia rowne. Mozesz skorzystaé ze wzoréw
(a+b)?® = a2 + 2ab + b? oraz (a — b)* = a2 — 2ab + b2.

7+ 443

5— 26

13 — 43

13 +4v3

11+ 6v/2

11 — 62



Cwiczenie 6

Oblicz wartos¢ wyrazen. Wyniki wpisz w prawej kolumnie. Mozesz skorzysta¢ ze wzoru
(a —b)(a +b) = a® — b°.

Wyrazenie Wynik




Cwiczenie 7

Usun niewymiernos$¢ z mianownika. Potagcz w pary wyrazenia rowne.

=9 —
V242 2—+/3
1 \/—
2+v/3 —2-V2
1 —
V32 3++/3
1 —
2-v3 3-+3
376x/§ V2 -2
4 —
B 3+5
6 —
V3+3 —2- /3
2 —
73 2++3
2 —
-~ 2+ 2

Cwiczenie 8

Uprosc i zapisz bez kreski utamkowej.

V3-1

a) V341’

V542
b) L



Cwiczenie 9

Oblicz.
[(va+vin)' - (ﬁwa)T,

b) (\4/5—1) (\4/§+ 1) (%5—1).



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na pierwiastkach

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

3) stosuje wtasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkéw stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 zastosuje wlasnosci dziatan na pierwiastkach;
 zastosuje prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;

o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcii tj. ,Dziatania na
pierwiastkach’, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”.
Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizuja jego tre$S¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda rozwigzywac¢ ¢wiczenia
numer 1i 2. Kazdy z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani
uczniowie przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje si¢ do
nich. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Dziatania na pierwiastkach” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne
przygotowujac uzasadnienia poprawnych odpowiedzi.

Materialy pomocnicze:
» Dzialania na pierwiastkach
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Dzialania na pierwiastkach”.
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