Odkryj,

Zrozum, zastosu...

Niewiadoma przestaje by¢ zagadka. Liczby niewymierne dajg wymierne korzysci. Proporcje
pomagajg zrobi¢ dobra kawe. Jak to osiggnac? Dowiedz si¢ z e-podrecznika.

« Utamki zwykte i dziesietne

o

o

o

o

o

Liczby

Zapisywanie i odczytywanie liczb w systemie rzymskim
Dziatania na utamkach zwyktych

Dziatania na utamkach dziesietnych

Poréwnywanie: liczb, utamkéw zwyktych i dziesietnych
Rozwiniecia dziesietne utamka zwyktego

Dziatania na utamkach zwyktych i dziesietnych
Zamiana jednostek

Kolejnos$¢ wykonywania dziatan

Zaokraglanie liczb

Szacowanie wartosci wyrazen arytmetycznych

o Procenty

o

o

o

o

o

Procent i promil

Diagramy procentowe

Obliczanie procentu danej liczby

Procent danej liczby

Obliczanie liczby na podstawie danego jej procentu. Czesc |
Obliczanie liczby na podstawie danego jej procentu. Czesc Il
Jaki procent jednej wielkosci stanowi inna wielko$¢
Obliczenia procentowe. Czes¢ |

Obliczenia procentowe. Czesc Il

« Podstawowe figury ptaskie

o

[o]

[o]

[o]

Figury ptaskie
Katy i ich rodzaje
Katy utworzone przez dwie proste przeciete trzecig prosta
Okrag i koto
« Wprowadzenie
= Wzajemne potozenie prostej i okregu
= Styczna do okregu



» Zadania
o Symetralna odcinka
o Dwusieczna kata
o Konstrukcje katéw o miarach 15°, 30°, 45°, 60°
o Okrag opisany na trojkacie
o Okrag wpisany w trojkat
o Symetria osiowa
o Figury osiowosymetryczne
o Symetria wzgledem punktu
o Figury sSrodkowosymetryczne
o Wielokaty foremne
o Liczby wymierne
o Liczby wymierne na osi liczbowej
» Liczby wymierne. Wartos$¢ bezwzgledna
= Poréwnywanie liczb wymiernych
o Dziatania na liczbach wymiernych
o Odlegtos¢ na osi liczbowej
o Dziatania na liczbach wymiernych. Kolejno$¢ wykonywania dziatan
« Woyrazenia algebraiczne
o Zapisywanie i odczytywanie wyrazen algebraicznych
Wartosci liczbowe wyrazen algebraicznych

[o]

[o]

Jednomiany i sumy algebraiczne

[o]

Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

o

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

o

Wytaczanie wspdlnego czynnika przed nawias
« Wielokaty
o Tréjkaty i ich wtasnosci
o Wielokaty i ich wtasnosci
o Przystawanie figur
o Cechy przystawania tréjkatow
« Rownania
o Réwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadomg
o Rozwigzanie réwnania. Liczba rozwigzan réwnania.
o Rozwigzywanie réwnan
o Stosunek dwdch wielkosci
o Rownania w postaci proporcji
o Wielkosci wprost proporcjonalne
o Wielkosci odwrotnie proporcjonalne
o Wielkosci wprost i odwrotnie proporcjonalne
o Wykorzystanie rownan do rozwigzywania zadan tekstowych
o Nieréwnosci stopnia pierwszego
o Rozwigzywanie zadan tekstowych z wykorzystaniem réwnan i procentow



o Przeksztatcanie wzoréw
« Stereometria

o Siatki i modele bryt
« Stowniczek



Liczby

1000000
4500000000
1000000000

-7012800000

7000000000

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Zycie codzienne w XXI wieku jest zdominowane przez $wiat liczb. Uzywamy ich
praktycznie codziennie, na przyktad gdy zapisujemy date, numer PESEL, kiedy ptacimy
rachunki, podajemy wynik meczu, lub pieczemy ciasto wedlug przepisu.

Cyfry w naszym Swiecie s3 tak powszechne i oczywiste, ze mogloby si¢ wydawac, iz istnieja
od zawsze. Nic bardziej mylnego. Zapis cyfr, z ktorych zbudowane s3 liczby, zmieniat si¢ na
przestrzeni dziejow i roznych kultur.

Juz w bardzo dawnych czasach pojawit sie problem zapisu liczb. Nie wystarczyta sama
umiejetnos¢ liczenia, trzeba byto prowadzi¢ rejestry upolowanej zwierzyny, broni,
wojownikow, do czego niezbedne byly zapisy liczbowe.

Zapamietaj!

» Cyfra to umowny znak stuzacy do zapisywania liczb. Stowo cyfra pochodzi z jezyka
arabskiego od stowa sifr, czyli zero. Obecnie uzywane cyfry nazywane arabskimi tak
naprawde s3 pochodzenia hinduskiego.

o Cyfry uzywane wspotczes$nie upowszechnily sie¢ dopiero w epoce nowozytne;.

o Cyfry arabskie sg to znaki: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.



https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

Ciekawostka

Ciekawostkg jest bardzo p6zne pojawienie sie symbolu zera, dopiero okoto V' wieku n.e.
Wynikatlo to z trudnosci uznania zera za liczbe. Liczbe wigzano z konkretng ilo$cig na
przyktad blokow kamiennych do budowy piramid, natomiast zero oznaczato nic, brak
przedmiotow.

» System liczbowy indyjsko-arabski nazywany jest uktadem dziesigtkowym pozycyjnym.
System dziesigtkowy oznacza, ze dziesie¢ jednostek nizszego rzedu tworzy jedng
jednostke bezposrednio wyzszego rzedu, np. dziesie¢ jednosci tworzy jedng dziesigtke,
dziesie¢ dziesigtek tworzy jedng setke.

» Pozycyjny system oznacza, ze znaczenie cyiry jest zalezne od pozyciji, jakg zajmuje ona
w liczbie.

Przyktad 1

7247: 7.1000+2.100+4F'.

10 .
7247:7000+200+40+7 + 7 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2


https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

T T =y

Crrrrrr'r’wk

Srupa miliardéw  grupa tysiecy

1789005897
\ 4 b

grupa milionéw grupa jednosci

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

miliony tysiqce jednosci

3 N BN
300 070 000

dj sdj sdij

s - setki d - dziesigtki j - jednosci

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!
Oto kilka nazw duzych liczb:

e 1000 000 - milion


https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

1 000 000 000 - miliard

1 000 000 000 000 - bilion

1 000 000 000 000 000 - biliard

1 000 000 000 000 000 000 - trylion

1 000 000 000 000 000 000 000 - tryliard

Liczby naturalne

Zapamietaj!

Liczby naturalne to:

0,1,2, 34,5 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, ...

Najmniejsza liczbg naturalng jest zero.
W zbiorze liczb naturalnych nie ma liczby najwigksze;j.

Cwiczenie 1

Zapisz stownie kazda z liczb.

1.2 400 050

2.40 001 002

3.3 700 002

4. 300 020 006 100

5.5 000 002 010 900

6. 22 200 000 002



Cwiczenie 2

Zapisz nastepujace liczby.

1. dwadziescia miliondéw piec

2. trzy miliardy trzy miliony trzydziesci tysiecy

3. piec¢dziesiat bilionow miliard sto

4. trzy tryliony dwadziescia bilionéw sto jeden

5. jeden tryliard jeden miliard

6. dwanascie tryliardéw dwanascie biliondw sto dwadziescia miliondw dwanascie

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusc.

‘ 10 zer ’ ‘ 14 zer ’ ‘ 82er’ 12 zer

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4

Odpowiedz na pytania.

1. lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych?

2. lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych zaczynajacych sie od cyfry parzystej?

3. lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych parzystych?

4. lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktérych suma cyfr jest réwna 5? Podaj te liczby.

5. lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktérych iloczyn cyfr jest rowny 4? Podaj te liczby.

Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Najmniejsza liczba czterocyfrowa, w ktérej suma cyfr wynosi 2 jest 2000.

(] W zapisie liczby trylion wystepuje 18 zer.

Najwiekszg liczba trzycyfrowa, w ktorej cyfra setek jest o dwa mniejsza od cyfry
jednosci jest 789.

O

(] Wszystkich liczb dwucyfrowych o niepowtarzajacych sie cyfrach jest 89.

Juz wiesz

Oto kilka wlasnos$ci dziatan w zbiorze liczb naturalnych. Niech a, b, c¢ bedg liczbami
naturalnymi.

» Dodawanie jest dziatlaniem przemiennym, czylia + b = b + a.

« Dodawanie jest dziataniem tacznym, czyli (a + b) + ¢ = a + (b + ¢).

e Mnozenie jest dzialaniem przemiennym, czylia e b = b e a.

e Mnozenie jest dziataniem tgcznym, czyli (a e b) ec =a e (b e c).

o W zbiorze liczb naturalnych wykonalne sg dziatania dodawania i mnozenia, tzn.
wyniki tych dziatan sg liczbami naturalnymi.



» Dzielenie nie jest dzialtaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych, poniewaz

wynik dzielenia moze nie by¢ liczbg naturalna.
o Odejmowanie nie jest dzialaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych,

poniewaz wynik odejmowania moze nie by¢ liczbg naturalna.
» Nie mozna wykonac dzielenia przez liczbe 0.

Przyktad 4

» Liczba 16 jest podzielna przez 4, poniewaz 4 e 4 = 16. Mowimy, ze liczba 4 jest

dzielnikiem liczby 16.

» Nie kazdg liczbe naturalng mozemy podzieli¢ przez liczbe naturalng dodatnia bez
reszty. Na przyktad 16 : 5 = 3 reszta 1, poniewaz 3 @ 5 = 15115 + 1 = 16. Zatem
liczba 16 nie dzieli si¢ przez liczbe 5 bez reszty.

o Liczba 0 jest podzielna przez kazdg liczbe naturalng z wyjatkiem 0.

Definicja: Liczby pierwsze, liczby ztozone

Liczbe naturalng n wiekszg od 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli jej jedynymi
dzielnikami sg liczby 1 i n. Liczby naturalne wigksze od 1, ktore nie s3 liczbami
pierwszymi nazywamy liczbami ztozonymi. Liczby 0 i 1 nie sg ani liczbami pierwszymi,

ani ztozonymi.

Cechy podzielnosci

Podzielnos¢ przez 2, podzielnoé¢ przez 5

NmENE <

Liczba naturalna jest podzi Liczba jest
przez 2, jezeli jej cyfra jednosci przez 5, jezeli jej cyfra jednosci

jest0,2,4,61ubs. jest 0 lub 5.

Podzielnos¢ przez 3, podzielnos¢ przez 9

4 <

I';ﬁzel;a;?;l_lrilna jest podzielna  Liczba naturalna jest podzielna
P 2 3, jezeli suma Jjej cyfr Przez 9, jezeli suma jej
Jest liczba podzielna przez 3. Jjest Iicz’ha podzielna’piz‘;yzfrg.

Podzielnos¢ przez 4, podzielnosé przez 25

» <

Liczba naturalna jest i

atu podziel i
Przez 4, jezeli jej cyfry e
qZIesmtek i jednosci tworza
liczbe Podzielng przez 4,

iczba naturalna jest i

tur podziel
pr;ez_ 25, jezeli jej cyfry 4
q::eslqtek i jednosci tworza
liczbe podzielng przez 25,

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ciekawostka

o Liczba jest podzielna przez 6, jezeli jest podzielna przez 2 i 3.

» Liczba jest podzielna przez 7, jezeli od liczby powstalej przez skre$lenie trzech

ostatnich cyfr odejmiemy liczbe skreslong i otrzymana liczba jest podzielna przez 7.
» Liczba jest podzielna przez 8, jezeli jej trzy ostatnie cyfry tworzg liczbe podzielna

przez 8 lub s3 zerami.

» Liczba jest podzielna przez 10, jezeli w jej rzedzie jednosci jest cyfra 0.

Cwiczenie 6
Przeciagnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

Liczby podzielne przez 3

Liczby podzielne przez 4

Liczby podzielne przez 5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Jaka to liczba?

1. Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez 3.

2. Najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez 8.

6505 ‘ 170 ’ ‘ 184 ] 208 ’
126 ’ 712 ] ‘ 2166 ] 1355 ’
3243 ‘ 5553 ’ ‘ 351




Cwiczenie 8

Zosia ponumerowata strony swego 16 kartkowego pamietnika. Cyfre 1 napisata

13 razy

8 razy

o O O

9 razy

() 1l4razy

Cwiczenie 9

Aby liczba 2754 . . . 4 byta podzielna przez 2 i 9 w miejsce kropek nalezy wpisac

o O O

O 5

Cwiczenie 10

W wyniku dzielenia pewnej liczby naturalnej przez 7 otrzymujemy 4 i reszta 2. Ta liczba to

O 9

O 30

O 16

O 28



Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jedyng liczba pierwszg parzystg jest liczba 2.

Jezeli liczba 3 jest dzielnikiem pewnej liczby z, to jest tez dzielnikiem 2.

O o O

Najmniejszg liczba pierwsza jest 1.

(] Liczba 5 jest wielokrotnoscia liczby 125.

Cwiczenie 12

W pewnym sklepie jest 127 metréw biezacych czerwonej wstazki. Pierwsza klientka chce
kupi¢ kawatki wstazki o dtugosci 4 metry kazdy, a druga kawatki wstgzki o dtugosci 5 metrow
kazdy.

1. lle kawatkéw wstazki moze kupi¢ kazda klientka?

2. Ktorej klientce sklep powinien sprzedac wstazke, aby w sklepie pozostato jak najmniej
metrow wstazki?

Cwiczenie 13

Na zegarze jest godzina 12 : 20. Ktéra godzine bedzie wskazywat zegar za 550 minut?

Najwiekszy wspolny dzielnik i najmniejsza wspdlna
wielokrotnosc¢

Definicja: Najwiekszy wspadlny dzielnik



Najwiekszym wspolnym dzielnikiem dodatnich liczb naturalnych a i b (oznaczamy
NWD(a, b)) nazywamy najwiekszg liczbe naturalng, ktora jest jednoczesénie dzielnikiem
liczby a i liczby b.

». Iloczyn wspolnych czynnikéw pierwszych liczb 72 i 60 jest
Z ich najwiekszym wspodlnym dzielnikiem.

72 | 2 60 | 2
36 |2 30 | 2
913 5|5
313 1‘
1]

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Najmniejsza wspodlna wielokrotnosc

Najmniejsza wspolna wielokrotno$cig liczb naturalnych dodatnich a i b (0oznaczamy
NWW (a, b) nazywamy najmniejszg liczbe naturalng dodatnig, ktora jest podzielna przez
liczbe a i liczbe b.


https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

Iloczyn wszystkich nieskreslonych czynnikow pierwszych jest najmniejsza

7 wspélina wielokrotnoscia tych liczb.

A J

C e Y TR R

——

NWW (72,60) = 2°2:2:3+3.5= 3I60

72 | 2 60

36’2 30’5%
18 | 2 15 |
913 5|5
313 1‘

1]

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 14

Oblicz, stosujgc metode rozktadu na czynniki pierwsze
1. NWD(60, 90) i NWW(60, 90)
2. NWD(630, 42) i N WW (630, 42)

3. NWD(490, 385) i NWW (490, 385)

Cwiczenie 15

Zuzia planuje przyjecie urodzinowe. Spodziewa sie na urodzinach czterech lub pieciu
kolezanek, a kazda kolezanke pragnie poczestowac taka sama liczbg ciastek. lle co najmniej

ciastek musi upiec Zuzia?



https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

Cwiczenie 16

Wychowawczyni klasy I gimnazjum otrzymata 60 dtugopiséw i 40 noteséw dla uczniow
swojej klasy. Chciataby rozdac uczniom wszystkie otrzymane przedmioty. llu uczniéw otrzyma
podarunki, jezeli kazdy uczen ma dosta¢ od wychowawczyni takg sama liczbe dtugopiséw

i takg samg liczbe noteséw?

Cwiczenie 17

W domu panstwa Nowakodw, zbudowanym w 2014 roku, postanowiono s$rednio co 4 lata
wymienia¢ dywan w salonie, a co 3 lata od$wiezac¢ Sciany, malujac je nowym kolorem.

1. W ktérym najblizszym roku czeka panstwa Nowakdédw wymiana dywanu i malowanie $cian
jednoczes$nie?

2. lle razy do 2055 roku moze sie to jeszcze wydarzy¢? Kiedy to bedzie?

Poniewaz obie liczby s sobie rowne, kolejne odejmowanie da nam zero.
Oznacza to, ze najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb 72 i 60 jest 12.

- ]

NWD (72,60) - 4,

72 > 60 72-60=12
12 < 6o 60-12-43
121 < 48 48-12=3¢
12 < 36 36-12=24
221 s 24 24-12=1>
12 = 13

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe

Cwiczenie 18

Skorzystaj z algorytmu Euklidesa i oblicz NWD liczb: 4290, 1210.

Cwiczenie 19

Poszukaj w dostepnych Zrédtach informacji o liczbach doskonatych.

Cwiczenie 20

Zapoznaj sie z cechg podzielnosci liczb przez

1.13

2.17

Cwiczenie 21

Poszukaj w dostepnych Zrdédtach informacji, na czym polega schemat wyznaczania liczb
pierwszych nazywany sitem Eratostenesa. Wypisz wszystkie liczby pierwsze mniejsze od 60.

Cwiczenie 22

Poszukaj w dostepnych Zrédtach informaciji, co to sg liczby wzglednie pierwsze. Sprawdz, czy
liczby 15 i 16 sg wzglednie pierwsze.



Zapisywanie i odczytywanie liczb w systemie
rzymskim

Rzymski system zapisywania liczb wykorzystuje cyfry pochodzenia etruskiego, ktore
Rzymianie przejeli i zmodyfikowali okoto VI — V wieku p.n.e. Zapis liczb jest przejrzysty

i logiczny, jednak niewygodny. Rzymskimi cyframi nie mozna tez zapisa¢ utamkow. Cyfry
rzymskie zostaty wyparte z codziennego uzytku przez mniej skomplikowane arabskie. Cyfry
te wcigz stosuje si¢ w:

 zapisie wiekow w historii, na przyktad XVII wiek naszejery;

« zapisywaniu miesiecy, na przykiad VI - (czerwiec)

» zapisywaniu dat, na przyktad powstania budowli;

« nazwach wydarzen historycznych, na przyktad I wojna Swiatowa;

» imionach wiadcow i papiezy, na przykiad Jan Pawet II;

e numerowaniu tomow dziel, na przyktad V tom encyklopedii;

e oznaczaniu numerow liceow w Polsce, na przykiad IV Liceum Ogolnoksztalcace;
« numerowaniu klas w szkole, na przykiad III b;

e numerowaniu pieter w budynkach, na przyktad VII pietro;

e zapisywaniu godzin na cyferblatach zegarow.

W zapisie stosujemy 7 znakow I, V, X, L, C, D i M. Nie ma symbolu zera.
Liczby uzyskuje sie poprzez dodawanie lub odejmowanie poszczegolnych symboli.

1 5 | 10 ( 50 100 | 500 1000

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

Aby zapisac liczbe w systemie rzymskim, nalezy stosowac ponizsze zasady.



» Do zapisu liczby uzywamy co najwyzej trzech takich samych symboli sposrod:
I, X, C, M.

e Obok siebie nie mozemy umiesci¢ dwoch takich samych symboli sposrod: V', L, D.

 Jezeli symbole wystepuja w kolejnosci malejacej, to wartosci odpowiadajgce tym
symbolom dodajemy.

» Jezeli przed symbolem oznaczajacym wieksza warto$¢, wystepuje symbol oznaczajacy
mniejsza warto$¢, to od wiekszej wartos$ci odejmujemy mniejsza, na przyktad

IV-4, IX- 9, XL - 40, XC- 90, CD - 400, CM — 900
Przyktad 1

Szukana liczba to suma liczb 1000, 900, 40, 5i 1, czyli 1946.

1 b | 1=

MCMXLVI =
“M+CM+XL+V+I=M+(M-C)+(L-X)+V+I
M - C = 1000 — 100

L-X=50-10

1000 + 900 + 40 + 5 + 1 = 1946

MCMXLVI = 1946

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2


https://zpe.gov.pl/a/Dazujkf7e

Zapisujemy 1469 w systemie rzymskim.

- } - 1 ' & : o

1469 =
— 1000 + 400 + 60 + 9 = 1000 + (500 — 100) + 60 + (10 — 1)

500 — 100 = CD
10 — 1 = IX
M+D-C+L+X+ X —I=MCDLXIX

1469 = MCDLXIX

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Zapisz podane liczby za pomocg znakéw rzymskich.

1. 1666

2.3999


https://zpe.gov.pl/a/Dazujkf7e

Cwiczenie 2

Rozszyfruj wyrazy, wstawiajagc w miejsce liczb odpowiednie znaki rzymskie.

1. 500 A 50

2.500 O 1000

3.1000 O 500 A

4.50 A 1000 A

5.100 U 500

6.50 EJ 100 £

7.500 A 1000 A

8.1000 O 100

Cwiczenie 3

Zapisz znakami rzymskimi podane daty.

1. 476 r.- upadek cesarstwa zachodniorzymskiego

2. 1534 r.- stworzenie KosSciota anglikanskiego

3. 1768 r.- odkrycie Australii przez Jamesa Cooka

4. 1364 r.- zatozenie Uniwersytetu Krakowskiego

5.1683 r. - bitwa pod Wiedniem



Cwiczenie 4

Przeciagnij i upusé, aby uszeregowac chronologicznie wydarzenia.

a)! MDCLXVI wielki pozar Londynu,

b){ _____________ MDX ogtoszenie teorii heliocentrycznej przez Mikotaja Kopernika,

c) _____________ MDXXV hotd pruski,

d){ _____________ MDCCLXXVI ogtoszenie Deklaracji Niepodlegtosci Stanéw Zjednoczonych,
e)i’ _____________ MCCCLXXXV pierwsza unia polsko - litewska.

EIENENENE)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Réznica liczb MCDXXIi CCCLVII wynosi

O 1065

) 1063

(O MLXIV

() MLXVI



Cwiczenie 6

W ktérym przypadku liczby: MCCCLXXI , MCCXXIX, MCXCII s3 uporzadkowane
malejaco?

(O MCXCIL MCCCLXXI, MCCXXIX

() MCCCLXXI, MCXCII, MCCXXIX

(O MCCXXIX, MCXCII, MCCCLXXI

(O MCCCLXXI, MCCXXIX, MCXCII

Cwiczenie 7

Jezeli w liczbie MDLXIV zamienimy miejscami znaki L i X, to otrzymamy liczbe

() dwadziescia razy wieksza

() dwadziescia razy mniejsza

() o dwadziescia mniejsza

() o dwadziescia wieksza

Cwiczenie 8
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9
Potacz w pary.

MCLXXXVII 1463
CLXVI 1187
CCCLXXIl 2016
MMXVI 372
MDCCXXIII 166
MCDLXII 1723

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Liczba C jest o jeden wieksza od X CIX.

(] Liczba 49 zapisana w zapisie rzymskim to IL.
(] Dwa znaki L moga znajdowac sie obok siebie.
(] Liczba 42 w zapisie rzymskim to XXXXII.

Najwieksza liczba, ktéra mozna zapisa¢ za pomocg tylko dwoch znakéw rzymskich
U jest 55.

Cwiczenie 11
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

lle jest liczb zapisanych w systemie rzymskim, w ktérych kazdego znaku uzyto doktadnie jeden
raz? Podaj przyktady takich liczb.

Cwiczenie 14
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Znajdz tekst Zrodtowy, w ktdrym zostaty uzyte tylko liczby zapisane w systemie rzymskim.



Dziatania na utamkach zwyktych

Przypomnijmy, jak wykonujemy dodawanie i odejmowanie utamkow zwyktych.
Przyktad 1

Na swoje urodziny Ania przygotowata dwie, jednakowej wielkosci pizze. Zuzia, kolezanka
Ani zjadta dwa kawalki z pierwszej pizzy i jeden kawatek drugiej. Obliczmy, jaka czes¢
jednej pizzy zjadla Zuzia. Zuzia pocze¢stowatla sie dwoma kawatkami z pierwszej pizzy,
ktora byta podzielona na osiem czeSci oraz jednym kawatkiem drugiej pizzy, ktora byta
podzielona na szeS¢ rownych czesci.

2 n 1

8 6

Aby obliczy¢ jaka czes¢ pizzy zjadta Zuzia musimy doda¢ do siebie te dwa ulamki.
Najpierw jednak skrocimy pierwszy utamek przez dwa a nastepnie sprowadzimy obydwa
utamki do wspolnego mianownika. Bedzie nim liczba 12.

+

1 1
4 6 12 12

A teraz dodamy do siebie liczniki tych ulamkow, a mianownik pozostawimy bez zmian.

1
e T 12 12 12

1
4
Zuzia zjadta 15—2 pizzy.

Przyktad 2

Policzymy teraz jaka cze$¢ z obydwu pizz przygotowanych przez Anie pozostata jeszcze
dla innych gosci. Aby obliczy¢, jaka cze$¢ obydwu pizz pozostata musimy od dwoch pizz
odja¢ czesci pizzy, ktora zjadla Zuzia.

Podobnie jak przy dodawaniu, aby odjg¢ od siebie dwa utamki sprowadzamy je najpierw
do wspolnego mianownika, a nastepnie odejmujemy liczniki. Wspo6lnym mianownikiem
bedzie 12. Czyli mamy dwadzieScia cztery dwunaste




5 24 5 19

9 4= =

12 12 12 12

po wylgczeniu catoSci otrzymamy 1 %
Pozostato jeszcze % pizzy.

Przyktad 3

Sprobujmy teraz od trzy i jedna czwarta odjac jeden i dwie trzecie. Nie mozemy odja¢ od
siebie catoSci, a dopiero potem zajg¢ si¢ utamkami, poniewaz jedna czwarta jest mniejsza
od dwoch trzecich.

1<2
4 3
poniewaz
1 3 2 8
1273 12

Musimy odejmowanie zapisa¢ w postaci:

Dodawanie i odejmowanie utamkow zwyktych.
Juz wiesz




Film dostepny pod adresem /preview/resource/RhPsOTUzZHSfAM

Dodawanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_315
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RrHkPSYpqgMCC

Odejmowanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_316
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



file:///preview/resource/RhPsOTUzHSfAM
file:///preview/resource/RrHkPSYpqqMCC

Odejmowanie liczb mieszanych.
Juz wiesz

— |

b

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RILhTDelg7bvZ

Odejmowanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_317
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



file:///preview/resource/R1LhTDe1g7bvZ

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

3 4 5
6.13 424 432
Cwiczenie 2

Oblicz w pamieci.

3.32 —1%
4.3-14 — %
5.8~ 3



Cwiczenie 3

Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4

Liczba 2% jest wynikiem dziatania
O 2+ +3

O 62 —41



Cwiczenie 5

Na dziatce rosna réze i tulipany. Uprawa réz zajmuje 2 catej dziatki, a 1 dziatki zajmuja
tulipany. Jaka cze$¢ powierzchni catej dziatki zajmujg kwiaty?

O O O
o

2
7

O 1
12
Cwiczenie 6
Przy planowaniu trasy wycieczki klasowej okazato sie, ze % liczby wszystkich uczniéw

zwiedzato juz Gdansk, lecz nie byto w Krakowie, a % liczby uczniéw chciataby pojecha¢ do
Gdanska, bo byto juz w Krakowie. Jaka czes$¢ klasy nie widziata zadnego z tych miast?

o O O
o=

rlklr—k

O 3

Cwiczenie 7
Od sumy liczb 22 i 12 odejmij 2 .
Cwiczenie 8

Suma trzech liczb wynosi 5% . Druga z nich to 1% , a pierwsza jest o 1% mniejsza od drugiej.
Znajdz trzecig liczbe.



Cwiczenie 9

W pierwszej klasie gimnazjum przeprowadzono wsrdd ucznidow ankiete na temat spedzania
wolnego czasu. Sposréd ankietowanych % lubi ogladac¢ filmy, a % uczniéw preferuje dtugie
spacery. Czy sg w klasie osoby, ktére wybraty obie formy spedzania wolnego czasu? Jesli tak,
to jaka to czes¢ wszystkich uczniow?

Cwiczenie 10

Tomek opowiedziat kolegom, jak zazwyczaj wydaje swoje kieszonkowe:

— Na stodycze przeznaczam % kieszonkowego, 2 kieszonkowego wydaje na karnet na
sitownie. Na zakup gazet wydaje % kwoty, za wstep na ptywalnie ptace 30 ztotych, % kwoty
przeznaczam na zakup karmy dla kota. Na kosmetyki zostaje mi % kieszonkowego.

Czy Tomek powiedziat prawde?
Cwiczenie 11

Oblicz w pamieci.

Do
wo|—
[ ]
wolo



Cwiczenie 12

Potacz w pary.

wo|ro

S

©o|~

2
23
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 13

Oblicz w pamieci.

1.%:%
2.%:3
3.%:%
4.%:4
5.1% :2

6.4:

ro|—
S



Cwiczenie 14

Potacz w pary.

36
1
45

12

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Liczba 2,5 jest wynikiem dziatania

3.1.1
4 * 2 ° 3
3.1
4 16
.8
32: 8
1 .91
31 .21
3 .91
5'23
3.1
2 "2



Cwiczenie 16

Janek, idac do szkoty, pokonuje 384 metry. Dtugos$¢ drogi Julka do szkoty stanowi trzecig czesé
dtugosci drogi Janka. A zatem Julek ma do szkoty

768 metréw

1152 metry

o O O

128 metrow

() 192 metry

Cwiczenie 17

Ania poprosita mame o 30 z} na bilet do kina. lle ztotych kieszonkowego dostaje Ania, jezeli
cena biletu stanowi % kieszonkowego Ani?

() 50zt
() 40zt
() 20zt

() 30zt



Cwiczenie 18

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Jezeli najmniejsza liczbe pierwsza podzielimy przez najmniejsza liczbe ztozong, to

O

otrzymamy %
(] Liczbaa = 4, aliczba b = 12. Zatem liczba a stanowi % liczby b.

D Jezeli za % kilograma cukierkow zaptacimy 24 zi, to kilogram tych cukierkdéw
kosztuje 18 zi.

. 5
(] Potowa z potowy liczby 5 to .

Cwiczenie 19
lle razy iloczyn liczb 1% i 3 jest wiekszy od ilorazu tych liczb?
Cwiczenie 20

W klasie pierwszej gimnazjum jest 24 uczniéw. Liczba dziewczat stanowi % liczby wszystkich
uczniéw klasy. lle jest dziewczat, a ilu chtopcéw w tej klasie? Jaki jest stosunek liczby
chtopcéw do liczby dziewczat?

Cwiczenie 21

W sklepie warzywnym byto 240 kg pomaranczy. Pierwszego dnia sprzedano % wszystkich
pomaranczy, drugiego % pozostatych, a trzeciego dnia reszte.

1. lle kilograméw pomaranczy sprzedano kazdego dnia?

2. Jaki byt zysk ze sprzedazy pomaranczy, jezeli pierwszego i drugiego dnia cena brutto byta
0 40 groszy wyzsza od ceny netto, a trzeciego dnia cena brutto byta o 30 groszy wyzsza od
ceny netto?

3. Jaki jest stosunek zysku ze sprzedazy pomaranczy do ceny ich zakupu w hurtowni, jezeli
cena netto wynosita 3 zl za kilogram?



Cwiczenie 22

Poszukaj w dostepnych Zrdédtach wiedzy, co to sg utamki egipskie. Przedstaw utamek % jako
sume utamkoéw egipskich.



Dziatania na utamkach dziesietnych

———y

'4,2:0,7=?b

s L 0 BT

=4 .-

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Dodawanie i odejmowanie utamkow dziesietnych

Przypomnijmy, jak wykonujemy dodawanie i odejmowanie utamkow dziesietnych.

Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF

-»» Zuzia za bluzke i apaszke
27 zaptacita 67,30 zi.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

1 ) Zuzi do zakupu nowej
2% spodniczki zabraknie 2,60 zt.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF
https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

1.1,240,8

2.0,3+1,2

3.2,5+3,5

4.0,01 +2,1

5.3,1+42+23

6.0,7+ 0,8+ 0,9

Cwiczenie 2
Potacz w pary.

16,42 2,5+0,25+0,025

1,59 0,25+ 1,34
18,231 9,45+ 2,37
2,775 17,001 + 1,23
11,82 25,13+ 0,012
25,142 12,54 + 3,88

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Oblicz w pamieci.

1.2,5-0,3

2.14,5 -7

3.100 — 3,5

4.1,35—0,3

5.0,7—-0,5-0,1

6.2,3—-0,3—-0,8

Cwiczenie 4
Potacz w pary.

0,315 104,8-2,3-0,8
1.57 0,375 - 0,06
13,48 12,3-2,8
101,7 103,5- 2,7
100,8 32,8 - 30,03 - 1,2
9,5 13,5 - 0,02

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Ktoéra liczba jest najwieksza?

O 4,622

O 0,9+23

O 1,2+41,1

O 36-1,11

Cwiczenie 6

Zosia kupita 3,6 kg owocow: 2,3 kg jabtek, 0,8 kg gruszek i czeresnie. lle wazyty czeresnie?

3,1 kg

0,5 kg

o O O

0,6 kg

O 12kg

Cwiczenie 7

Liczba 2,8 jest wynikiem dziatania

O 72-44
O 1,9+0,8
O 4,6 —28

O 6,334



Cwiczenie 8

Kupujesz w sklepie ser za 2,30 zt, chleb za 4,60 zt, masto za 3,80 zt i dzem za 4,30 zl.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Za zakupy zaptacisz 15 zt.

Dokupujesz jeszcze sél za 2,20 zt. Ptacisz banknotem 20 z}. Zostanie 1,80 zt reszty.

O o O

Na zakupy wystarczy 15 zl.

(] Za zakupy zaptacisz banknotem 10 z} oraz monetami 2 zt, 1 zti 50 gr.

Cwiczenie 9

O ile suma liczb 3,45 i 1,68 jest wieksza od ich réznicy?

Cwiczenie 10

Temperatura ciata zdrowego cztowieka wynosi 36,6 °C, a przecietna temperatura ciata psa to
38,8°C. O ile stopni Celsjusza pies ma wyzsza temperature ciata niz cztowiek?

Cwiczenie 11

Ania za jabtka zaptacita 3,30 zt, a za gruszki 5,40 z}. Kupita takze banany za 7,60 zt
i winogrona za 6,90 zt. lle zostato jej pieniedzy, jezeli miata na zakupy 30 z1?

Cwiczenie 12

Ciasto sporzadzono z 0,25 kg maki, 0,125 kg cukru, 0,08 kg jajek, 0,01 kg proszku do
pieczenia i 0,5 kg owocow. lle wazy to ciasto, jezeli w trakcie pieczenia stracito ok. 0,1 kg
swojej masy?



Mnozenie i dzielenie utamkow dziesietnych

Przyktad 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Y22» Zuzia za cukierki
7 zaptacita 36 zlotych
90 groszy.

Przyktad 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl



https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF
https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 13

Oblicz w pamieci.

112,510

2.0,375 ¢ 100

3.15,285 ¢ 1000

4.18,25 0,1

5.1315 e 0,01

6. 0,16 ¢ 0,001

Cwiczenie 14

Oblicz w pamieci.

1.134:10

2.12:100

3.0,26 : 1000

4.34,5:0,1

5. 1456 : 0,01

6. 3400 : 0,001



Cwiczenie 15

Oblicz w pamieci.

11,202

2.0,304

3.0,25 5

4.12 00,5

5.0,300,4 02

6.0,506 e 0,01

Cwiczenie 16
Potacz w pary.

0,0009
0,614
69,006
3,375
44,66

0,6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3,07-0,2

12 - 0,05
14,5 - 3,08
0,3-0,003
3,1-4,2-5,3

1,35-2,5



Cwiczenie 17

Oblicz w pamieci.

1.1,2:2

2.0,36 : 3

3.1,5:0,1

4.30:0,3

5.50: 0,05

6.0,25:0,5

Cwiczenie 18
Potacz w pary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

200
300
310

0,9

0,3

12 : 0,06
15,5:0,5: 0, 1
1,4:0,2
0,27:0,3
0,3:0,001

0,51:1,7



Cwiczenie 19

Ktoéra liczba jest najwieksza?

(O 120 0,001

O 120,1

() 0,12e0,1

) 1,2 100

Cwiczenie 20

Woda stanowi okoto 0,65 masy ciata Zuzi. lle wazy dziewczynka, jezeli woda w jej organizmie
wazy 18,2 kg?

() 32 kg

() 15 kg

() 12 kg

() 28 kg



Cwiczenie 21

Za 0,4 kg sera z6ttego zaptacono 9,60 zt. lle kosztuje 2,5 kg tego sera?

18 zt

60 zt

o O O

24 7zt

() 40zt

Cwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] llorazliczb 0,64 i 0,4 jest réwny 1,6.

(] Jezeliw 200 g sera jest 40 g ttuszczu, to w 10 g sera sg 2 g ttuszczu.

(] Za 25 zt mozna kupi¢ co najwyzej 11 biletéw po 2,30 zt.

(] Jezeli 0,25 kg ciastek kosztuje 4 zt, to 1 kilogram kosztuje 12 zt.

Cwiczenie 23

Whasciciel sklepu zakupit 54 kilogramy jabtek w cenie 2,75 zt za 1 kilogram. Nastepnego dnia
okazato sie, Ze cena jabtek wzrosta do 3,20 zt za 1 kilogram. lle ztotych wiecej zaptacitby
wiasciciel sklepu, gdyby kupit jabtka nastepnego dnia?



Cwiczenie 24

Line o dtugosci 3,6 m przecieto na dwie czesci w taki sposéb, ze jedna cze$¢ jest 0 1,4 m
dtuzsza od drugiej.

1. Jakag dtugos¢ maja powstate kawatki liny?

2. Jaka czes¢ pierwotnej liny stanowi dtuzszy kawatek?

3. Jaka czescia krotszego kawatka jest dtuzszy kawatek liny?

Cwiczenie 25

Julka zebrata juz 0,4 catej kwoty potrzebnej na wyjazd na zielona szkote.

1. Jaka kwote ma juz odtozong, jezeli brakuje jej jeszcze 480 z1?

2. Jaka czes¢ brakujacej kwoty stanowi czes¢ pieniedzy, ktora Julka juz zaoszczedzita?

Cwiczenie 26

Sporzadz diagram tygodniowych wydatkéw Twojej rodziny. Zaznacz na diagramie rodzaje
i kwoty wydatkow.



Porownywanie: liczb, utamkéw zwyktych i
dziesietnych

W zyciu codziennym wazng umiejetnoscia jest porownywanie wielko$ci. Porobwnujemy na

przykiad ceny w sklepach, wzrost ludzi, odlegtosci miedzy miastami. Porownywanie

sprowadza si¢ do odpowiedzi na pytanie: Ktora z liczb, wyrazajagcych dang wielkos$¢, jest

mniejsza, a ktora wieksza?

Przyktad 1

2
" Liczba ludnosci:

;,’ Kijow S Rzym
2744384 2 724 347
- Madryt S Berlin
@ 3573729 3 405 483

Budapeszt > Wieden — e BERLIN
" 1698106 1 680 447 ;

WIEDEN
@

&
- BUDAPESZT

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Lp.

Przyktad 2

W tabeli zapisano w kolejnosci malejacejliczby mieszkancow wybranych stolic
europejskich. Z zestawienia wynika, ze najwiecejludzi mieszka w Moskwie.

Tabela. Dane
Nazwa stolicy Liczba ludnosci
Moskwa 10470,318 tys.
Londyn 7556,9 tys.

Madryt 3573,729 tys.


https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50

3405,483 tys.

Berlin
Kijow 2744,384 tys.
Rzym 2724,347 tys.
Paryz 2153,6 tys.
Bukareszt 1930,39 tys.
Minsk 1828,9 tys.
Warszawa 1716,854 tys.
Budapeszt 1698,106 tys.
Wieden 1680,447 tys.
Przyktad 3

s

~» Powierzchnie panstw

~ wkm?

-

1 ‘Polska Niemcy

= 312679 < 357114

«"  Austria Serbia

83871 < 88361

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Najkrotszym dystansem na zawodach lekkoatletycznych na otwartym stadionie jest bieg
na 100 metréw, nazywany klasycznym biegiem sprinterskim. Rekordzistow $wiata na tym
dystansie nazywa sie czesto najszybszymi mezczyznami lub najszybszymi kobietami
Swiata.

Wedtug danych na dzien 31.08.2013 roku najszybciej ten dystans pokonali:


https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50

Usain Bolt - 9,58 s (Jamajka)
Tyson Gay - 9,69 s (USA)
Yohan Blake - 9,69 s (Jamajka)
Asafa Powell - 9,72 s (Jamajka)
Nesta Carter - 9,78 s (Jamajka).

Z powyzszego zestawienia wynika, ze rekordzistg Swiata w biegu na 100 metrow w
2013 r. byl Usain Bolt.
Juz wiesz

} } } &, @ } } } } } }
O 01 02 0,3 04 05 06 0,7 0,8 0,9 1

o 0,3 < 0,4
g .

i ¥ §

} t t } t @ t t O t +
0’1 0,1 0,12 0,13 0,14 0,15 O’_16___9’_17 0,18 0,19 0,2
% 0,15<0,18
. .
Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Juz wiesz


https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50

Pozostato 1 1 czesci. Pozostato 7 czesci.

m- . B '__ .
v

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Juz wiesz

Porownywanie utamkow dziesigtnych zaczynamy od poréwnania cyfr wystepujacych

w ich najwyzszych rzedach. Jezeli cyfry wystepujace w rzedach catkowitych sa rowne,
nalezy porownywac cyfry w rzedach czesci dziesigtych, setnych, tysiecznych itd., az do
rzedu, w ktorym w jednym z utamkow pojawi sie cyfra wigksza niz w drugim.

Przyktad 5

Ktory z podanych utamkow zwyktych jest wigkszy: % czy % ?

@ QO - : v O : -
0 2 1

7
@— — T —— >
0 3 1

Fd

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz 3 > 2, to % > %
Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50

Jezeli dwa utamki zwykle maja ten sam mianownik, to wiekszy jest ten utamek, ktory ma
wiekszy licznik.
Juz wiesz

R
> KTORA Z DZIEWCZAT g%\
ZJADLA WIEKSZA CZESC PIZZY?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 6

Ktory z podanych utamkow zwyklych jest wiekszy: % czy % ?

@ @ ' r T O >
0 % 1
O O— : T T : —O >
0 1 1

8

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz 5 < 8, to % > %.
Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50

Jezeli dwa utamki zwykle maja ten sam licznik, to wigkszy jest ten utamek, ktory ma
mniejszy mianownik.
Przyktad 7

Z okazji rozpoczynajgcych si¢ wakacji Ania i Basia wybraty si¢ do nowo otwartej pizzerii.
Dziewczynki zamowily dwie mate pizze z pieczarkami, po jednejdla kazdej z nich. Ania
zjadla % swojej pizzy, natomiast Basia % Ktoéra z nich zjadla wieksza czes¢ pizzy?

Po sprowadzeniu odpowiednich utamkow do wspolnego mianownika, otrzymujemy

4 12 2 _ 14

7 T 92103 — 21
Poniewaz

12 14

o7 < 3

to

Wieksza czeS¢ pizzy zjadta Basia.
Przyktad 8

Ktory z podanych utamkow jest wiekszy: % czy % ?
‘ L] ] ‘ L] . L] >
1

0 3
@ ! O O e
0 2 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2 3
3~ %

Zapamietaj!

Jezeli dwa utamki zwykle majg rozne liczniki i mianowniki, to nalezy sprowadzi¢ je do
wspolnego licznika lub mianownika, i dopiero wtedy poréwnac.



Cwiczenie 1

Tabela przedstawia dane dotyczace rekordéw swiata w ptywaniu na 50 metréw kobiet

i mezczyzn. ( zZrédto Wikipedia)

Tabela. Dane

Kobiety
Styl grzbietowy 27,06 s (2009 r.)
Styl klasyczny 29,48 s (2013 r.)
Styl motylkowy 2443 s (2014 r.)
Styl dowolny 23,735 (2009 . )

Na podstawie tabeli uzupetnij zdania.

Mezczyzni

24,04 s

(2009 7.)

26,62 s (2014 t.)

22,43 s (2009 .)

20,91 s (2009 .)

1. Najlepszy wynik uzyskany przez mezczyzn to ... s, natomiast najstabszy to ... s.

2. Najlepszy wynik uzyskany przez kobiety to ... s, natomiast najstabszy to ... s.

3. O ile sekund szybciej doptynat do mety rekordzista Swiata mezczyzn niz rekordzistka

Swiata kobiet w stylu dowolnym?

Cwiczenie 2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3
Wstaw w miejsce kropek taka liczbe naturalng, aby otrzymac nieréwnos$¢ prawdziwa.

2 2
L=< =

N
c>|‘

Vv
SIS

w
e
N
o=

8.21,23 < 21,2...

9.3,5<35...

10.2...,78 > 23,78

11.2...,78 > 23,78

Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Na sprawdzianie, w jednym z zadan, nalezato poréwnad wartos$ci wyrazen i wpisa¢ miedzy
nimi znak >, <, =. W ktérym z przyktadéw uczen klasy pierwszej popetnit btad?

O ++1>1+0,8
O 1ei>0.2
6 . 1 1
O 7:7<73
O 2,3+0,81 > 3,011

Cwiczenie 6
Sposrod ponizszych utamkéw wybierz najwiekszy.

38
75

18
38

o O O O
o[



Cwiczenie 7

W kolejnosci malejgcej uporzadkowane sg nastepujace liczby

(O 3,232; 3,231; 2,313; 2,211

O L;1.1.1
16> 87 47 2
O 4.2, 1,4
55 35 35718
O 8. 3. 5. 7
97 97 9> 9
Cwiczenie 8

Uporzadkuj podane liczby rosnaco.
2.0,88;2;0,8; 2

Cwiczenie 9

Uporzadkuj podane liczby malejaco.
3,23; 32 3,223; 32,3;29+

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Liczba 2,755 jest mniejsza od liczby 2%.
() lloczyn liczb 1 @ 2,4 jest wiekszy od utamka 2,81.

(] U’ramek Jest wiekszy od 5 i mniejszy od

(] Réznicaliczb 21 32 Jest mniejsza od 5



Cwiczenie 11

Dopasuj litery do odpowiednich utamkow: %,

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 12
Dopasuj litery do odpowiednich liczb: 3,3; 3,25; 3,6; 3,5; 3,255.

ABC D E
—000—————0—0

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 13

1. Korzystajac z mapy, oszacuj, jaka powierzchnie zajmuje wojewddztwo tédzkie

. Pamietaj,
ze powierzchnia Polski wynosi okoto 312000 km?.

2. Znajdz wojewoddztwa o podobnej powierzchni.

Wwoj. pomorskie

woj. warminisko-mazurskie

zachodniopomorskie

Woj.

woj. podlaskie
kujawsko-pomorskie

woj. mazowieckie

woj. wielkopolskie

woj. todzkie

woj. dolnoslaskie woj. lubelskie

Woj. Woj.
opolskie

Swietokrzyskie

woj. podkarpackie
woj. matopolskie

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. W ponizszej tabeli podano, jakg cze$¢ powierzchni Polski stanowi pie¢ wojewddztw.

Uporzadkuj nazwy wojewédztw wedtug powierzchni, zaczynajac od najmniejszej do
najwiekszej.

4. Podaj przyblizong warto$¢ powierzchni tych wojewédztw, jezeli powierzchnia Polski
wynosi okoto 312 000 km?2.

Cwiczenie 14

Wstaw w miejsce kropek taka liczbe naturalng, aby spetniona byta podana nieréwnos¢,
a wstawienie liczby o 1 mniejszej spowoduje zmiane znaku nieréwnosci.

4
L < =




Cwiczenie 15

Wstaw w miejsce kropek takg liczbe naturalng, aby spetniona byta podana nieréwnosé,
a wstawienie liczby o 1 wiekszej spowoduje zmiane znaku nieréwnosci.

LZ> =

2. L <2
Cwiczenie 16
Znajdz siedem liczb, ktore sg wieksze od % i mniejsze od %.
Cwiczenie 17

W pewnej klasie % wszystkich uczniéw stanowiag chtopcy. Potowa chtopcéw tej klasy ma

ciemne wtosy. Czy chtopcy z ciemnymi wtosami stanowig wiecej, czy mniej niz potowe
uczniéw tej klasy?

Cwiczenie 18

Grupa gimnazjalistéw wybrata sie na pieszy jesienny rajd do pobliskiego parku. Podczas
pierwszej czesci rajdu uczniowie przebyli 1—77 catej trasy. Podczas drugiej czesci rajdu przebyli

% catej trasy. Podczas ktorej czesci rajdu uczniowie pokonali wiecej kilometréow?

Cwiczenie 19

Podczas zawodow tanecznych 1% wszystkich widzéw uznato, ze najbardziej widowiskowy byt
pokaz rumby. Natomiast 0,32 wszystkich widzéw za najciekawszy wystep uznato pokaz
samby. Ktéry pokaz, zdaniem widzéw byt atrakcyjniejszy?



Cwiczenie 20

Panstwo Nowakowie wybrali sie na zakupy do supermarketu.

1. Czy cena 1 kilograma proszku w kazdym przypadku jest taka sama? Odpowiedz uzasadnij.

W2 3 kg za 27,60 zt W2 5 kg za 43,50 zt

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Panstwo Nowakowie chca kupi¢ 10,5 litra soku w opakowaniach jednego rodzaju. Jakie
opakowania soku powinni wybra¢, aby zaptacic jak najmniej? Odpowiedz uzasadnij.

w 1,5 litra soku za 5,19 zt W 3,5 litra soku za 8,45 zi



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Rozwiniecia dziesietne utamka zwyktego

Rozwinigcia dziesietne utamka zwyklego mozna wyznacza¢ dwoma sposobami.
Przyktad 1

1 e . , 1. 8
Znajdz rozwinigcia dziesigtne utamkow + i 455

1 _ 1leb

_ 5 _
2_2.5—ﬁ_0’5

8 84 2
400 ~— 400:4 — 100 — 0’02

Przyktad 2

Wykonaj wskazane dzielenia, uzywajac kalkulatora.

8 :5H
23 : 4
8 : 20
9 : 300
6 : 125
Odpowiedz: 1,6; 5,75; 0,4; 0,03; 0,048
8
5 - ].,6
e Jedynym dzielnikiem mianownika, bedacym liczbg pierwszg w utamku %, jest liczba
5.
2 =575
e Jedynym dzielnikiem mianownika, bedacym liczbg pierwszg w utamku % , jest liczba
2.
8 _2
20— 5

e Jedynym dzielnikiem mianownika %, bedacym liczbg pierwszg w utamku %, jest
liczba 5.

9 3 3

300 ~ 100 ~ 2e2e5e5

e Jedynymi dzielnikami mianownika, bedgcymi liczbami pierwszymi w utamku %, S
liczby 21 5.

6 6

125 Hehed

e Jedynym dzielnikiem mianownika, bedacym liczbg pierwszg w utamku %5, jest
liczba 5.




Zapamietaj!

Jezeli jedynymi dzielnikami mianownika utamka nieskracalnego sg liczby 2 lub 5, to ten
ulamek ma rozwinigcie dziesigtne skonczone.

Rozwazmy teraz takie utamki, w ktorych w rozktadzie na czynniki pierwsze mianownika
wystepuja jeszcze inne liczby niz 2 i 5.
Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIRNOA4I2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Jezeli mianownik utamka zwyklego nieskracalnego jest podzielny przez liczbe
pierwsza r6zng od 2 i 5, to ten utamek zwykly ma rozwinigcie dziesigtne
nieskonczone.

» Powtarzajacy sie uklad cyfr w rozwinieciu dziesietnym nieskonczonym utamka
nazywamy jego okresem. Aby uproscic zapis takiego rozwini¢cia, okres zapisujemy
w nawiasie.

Wiasnosé: Rozwiniecie utamka zwyktego

Kazdy utamek zwykly ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone okresowe.
Ciekawostka

Istniejq liczby, ktore maja rozwiniecia dziesietne nieskonczone nieokresowe.
Na przyktad

» 2,30300300030000300000. ..
» 0,123456789101112131415...

Powyzszych liczb nie mozna zapisa¢ w postaci utamkow zwyktych.

Cwiczenie 1

Liczby 0,123456789101112131415. .. nie mozna zapisa¢ w postaci utamka zwyktego. Podaj
inny przyktad liczby, ktérej nie mozna zapisa¢ w postaci utamka zwyktego.


https://zpe.gov.pl/a/D9RNOA4l2

Cwiczenie 2
Wyznacz rozwiniecia dziesietne podanych liczb.

3 4 15 3 31 27
L4455, %35 5635

1 5 2 4 6 7
2.5 16, 7,5:59, 211,313

|

Cwiczenie 3
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4

Uporzadkuj podane liczby rosnaco.

1. 0,06

2.0,00(60)

3.0, (606)

4.0, (60)

5. 0,00(6)



Cwiczenie 5
Uporzadkuj podane liczby malejaco.
2
L

2.0,4(16)

—_
m|°‘

4.0,416
5.0,4166
Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Zaznacz zdania prawdziwe.

[ ] Utamek % ma rozwiniecie dziesietne skorczone.

(] Utamek % ma rozwiniecie dziesietne skonczone.

) Utamek <3 ma rozwiniecie dziesietne skoriczone.

) Utamek 32 ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone.



Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Zaznacz zdania prawdziwe.

() Utamek = ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone nieokresowe.
(] Utamek % ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone okresowe.
(] Utamek % ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone okresowe.

) Utamek 22 ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone.

Cwiczenie 8

Dwudziesta cyfra po przecinku liczby 4,32(7451) jest réwna

O 5
O 7
O 1

O 4

Cwiczenie 9

Ktora z podanych liczb jest najwieksza?

O 4,01(23)
O 4,(0123)
O 4,012(30)

O 4,0(123)



Cwiczenie 10

41

Rozwiniecie dziesigtne utamka 5= jest rowne

O 1,64
O 0,82
O 164

O 1,61

Cwiczenie 11

W miejsce kropek wstaw liczbe, ktéra spetnia podany warunek
103<...< %
2.0,33 <...< ¥

3.0,(2) <...< 3

5.8,03(1) < ... < 8,0(31)

6.1,(53) < ... < 1,53(54)



Cwiczenie 12

Wstaw w miejsce kropek takg liczbe naturalng, aby spetniony byt podany warunek
1.3,(34) < 3,...
2.4 >0,(3)
3.+ <0,73
4.2,(97) < 2,9...

Cwiczenie 13

Korzystajac z kalkulatora, wyznacz rozwiniecia dziesietne podanych utamkéw zwyktych

©|oo

L1 2 4 5
97 97 97 9

2 1 5 17 20 32 40 55 61 84 97

©997 997 99 99> 99> 997 997 99 99> 99

3 1 11 111 243 454 541 602 700 777 997
9997 9997 9997 9997 9997 9997 999 > 999 7 999 7 999

4. Czy zauwazasz zalezno$c? Jak sadzisz, jakie rozwiniecia dziesietne beda miaty nastepujace
. 111 5454 67676 -
liczby 55555 9999+ 99999 °




Cwiczenie 14

Korzystajac z powyzszej zaleznosci, podaj utamki zwykte, ktére sg rowne ponizszym liczbom.

1.0, (2)

2.0,(7)

3.0, (08)

4.0, (25)

5.0, (67)

6.0, (243)

7.0, (500)

8.0, (687)

9.0, (2034)

10. 0, (787890)



Dziatania na utamkach zwyktych i dziesietnych

Aby obliczy¢ wartos¢ wyrazenia, w ktorym wystepuja utamki zwykte i utamki dziesi¢tne,
nalezy te utamki doprowadzi¢ do tej samej postaci, czyli utamki zwykte zamieni¢ na
dziesietne lub odwrotnie, a potem wykonac dziatania.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wazne!

Kazdy utamek dziesietny skoniczony lub okresowy mozna zapisa¢ za pomoca utamka
zwyklego, ale nie kazdy ulamek zwykly mozna zapisa¢ za pomocga utamka dziesietnego

skonczonego.

Cwiczenie 1

Przeciagnij i upusc.

a)g + 0,5=

00,(2) — 4=

..............

s2s] (1] 3] [o7s][o]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

0,15



https://zpe.gov.pl/a/DTtvMtfxZ

Cwiczenie 2

Potacz w pary.

2,875 2,92 + 31
2,97 3+ —0,25
b bar —2,3
33 32 -0,4
6,42 32 +1,25
4141 4+ +1,3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Przeciagnij i upusc.

EIEIBIEI NN




Cwiczenie 4

Potacz w pary.

o
w|—

13
15

17

1
245

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5
lloczyn liczb 2% i 1,2 zmniejszony o 1% WYNosi
O 1%
O 13
O 14

1
O 45

10,5 :

—_
N

w
wo|—

w
I



Cwiczenie 6
Litr mleka wazy ok 1,14 kg. lle wazy % litra mleka?
O 0,38 kg
O 0,33kg
O 3,42 kg
O 3 ke
Cwiczenie 7

Z domu do szkoty Julek pokonuje droge dtugosci 1,2 km, zas Damian % dtugosci drogi Julka.
Obaj chtopcy przez dwa dni, idagc do szkoty i z powrotem, pokonaja

() 8,4km
() 2,1km
() 4,2km

O 6,3km



Cwiczenie 8

Kilogram jabtek i kilogram gruszek kosztujg razem 7,20 z£. Cena kilograma jabtek stanowi
trzecig cze$¢ ceny kilograma gruszek. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] za % kilograma gruszek zaptacimy 2,70 zt.
(] Kilogram gruszek kosztuje 1,80 zt.
(] za % kilograma jabtek i % kilograma gruszek zaptacimy 2,40 z1.

(] Kilogram jabtek kosztuje 1,80 zt.

Cwiczenie 9

Jeden bok prostokata zwiekszono o 1% cm, a drugi zmniejszono 0,28 cm. Jak zmieni sie
obwadd tego prostokata?

Cwiczenie 10

Kasia, Julka i Patrycja czytajg te samga ksigzke. Kasia przeczytata juz % wszystkich stron
ksigzki, Julka %, a Patrycja % wszystkich stron ksigzki.

1. Ktérej dziewczynce zostato najmniej stron do przeczytania?

2. lle stron przeczytata kazda z dziewczynek, jezeli ksigzka ma 105 stron?

3. Jaki jest stosunek nieprzeczytanych stron do przeczytanych w ksigzce Patrycji?
Cwiczenie 11

W rozlewni wody mineralnej ,Pragnienie” w ciggu jednej minuty rozlewa sie 60 litréw wody do
butelek o pojemnosci 0,5 litra, wypetniajac kazda butelke do % pojemnosci. lle butelek wody
mineralnej napetnia rozlewnia ,Pragnienie” w ciggu minuty?



Cwiczenie 12

Aby sprzedad 63 kilogramy proszku do prania trzeba przesypac go w pojemniki o wadze 2%
kilograma kazdy.

1. lle pojemnikéw potrzeba, aby przesypac caty proszek?
2. lle pojemnikéw zostato, jezeli sprzedano juz 0,75 liczby wszystkich pojemnikéw?
3. lle kosztuje pojemnik z proszkiem, jezeli kilogram proszku kosztuje 6,20 zt?

4. Jaki bedzie zysk ze sprzedazy wszystkich pojemnikéw, jezeli cena zakupu kilograma
proszku stanowi 0,7 ceny sprzedazy?



Zamiana jednostek

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

W zyciu codziennym czesto spotykamy sie z sytuacjami wymagajgcymi od nas umiejetnosci
zamiany jednostek dtugosci, masy, czasu.
Przypomnijmy teraz podstawowe zaleznoSci miedzy roznymi jednostkami.

Zapamietaj!
e (Czas

1 doba = 24 godziny
1 godzina = 60 minut
1 minuta = 60 sekund

+ 86400

: 86400

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Dlugos¢

1 kilometr = 1000 metrow
1 metr = 10 decymetrow



https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM

1 decymetr = 10 centymetrow
1 centymetr = 10 milimetrow

* 1000

: 1000

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Masa

1 tona = 1000 kilogramow
1 kilogram = 100 dekagramow
1 dekagram = 10 gramow

1000000

: 1000000

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Ponizej podane sa wyniki zamiany jednostek. Uzupetnij luki odpowiednig jednostka.

1.2345kg = 0,2345 ...

2.32godz = 192...

3.0,034kg = 34..

4.473km = 47300 ...

5.0,00045t = 450 ...

6.2,5min = 150 ...

7.24,67 dm = 2,467 ...

8.57,3mm = 0,0573 ...


https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM

Cwiczenie 2

5 godzin 45 minut to

5,75 godziny

5,45 godziny

o O O

95,25 godziny

() 545 minut

Cwiczenie 3

2 kilogramy 54 dekagramy to

() 254¢g

(O 2,054kg

() 2540 ¢

(O 2540 dag

Cwiczenie 4

7 kilometréw 25 metréw to

7,025 km

725 m

7250 m

o O O O

7,25 km



Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

W skrzynce miesci sie 35,7 kg jabtek. Ogrodnik umiescit w skrzynce 33,57 kg
(] jabtek, a potem prébowat dotozy¢ jeszcze 1 kg 33 dag jabtek, ale okazato sieg, ze
jabtka nie mieszczg sie w skrzynce.

0 Na poczatku roku szkolnego Jacek miat 1,72 m wzrostu. W ciagu roku szkolnego
urést o 150 mm i obecnie jego wzrost przekracza 180 cm.

0 Kasia miata 60 z}. Zrobita zakupy za 54 zt 20 gr. Za reszte dziewczynka moze kupi¢
piornik w cenie 5 zt 90 gr.

Cwiczenie 6

Marcelina chce wzig¢ udziat w konkursie jezyka angielskiego, wiec codziennie poswieca czas
na przygotowanie sie do niego. W ostatnim tygodniu przed konkursem Marcelina
przygotowywata sie bardzo intensywnie. W poniedziatek i wtorek poswiecita po 2 godziny 40
minut na powtdrzenie wiadomosci z gramatyki, w srode przypominata sobie stéwka przez 1
godzine 45 minut, w czwartek i piatek stuchata i ttumaczyta teksty przez 3 godziny 20 minut
kazdego dnia, a sobote poswiecita na czytanie tekstow w jezyku angielskim, co zajeto jej 2
godziny 10 minut. Przez ile godzin Marcelina przygotowywata sie do konkursu w ostatnim
tygodniu?

Cwiczenie 7

Maciek % doby przebywa w szkole, 1+ doby przygotowuje sie do lekcji i bierze udziat

w zajeciach dodatkowych. Pozostaty czas to jego czas wolny. W czasie wolnym gra z kolegami
w pitke oraz jezdzi na rowerze. W pozostatym czasie $pi. Przez ile czasu Maciek $pi, jezeli jego
czas wolny to 4,5 godziny?

Cwiczenie 8

Aby zakwalifikowac sie do udziatu w zawodach, Michat musi przebiec wyznaczong trase w co
najwyzej 5 minut 45 sekund. Pierwszy odcinek trasy chtopiec przebiegt w ciggu 2,25 minuty,
a drugi odcinek w ciggu 3 minut i 15 sekund. W jakim czasie Michat przebiegt catg trase? Czy
udato mu sie zakwalifikowac¢ do udziatu w zawodach?



Cwiczenie 9

Wstazka miata dtugos¢ 1 m. Najpierw odcieto ze wstazki kawatek dtugosci 32,4 cm.
Nastepnie z pozostatej czesci odcieto jeszcze 33 cm 2 mm. Ktdra z trzech powstatych w ten
sposéb czesci jest najdtuzsza? Odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 10

Samochéd pana Karola porusza sie z predkoscig 60 kTm,

z predkoscia 750 . Ktéry samochdd porusza sig szybciejioile kTm szybciej?

a samochdd pana Janusza

Cwiczenie 11

Karolina kupita 75 dag wedliny, 2,7 kg ziemniakéw, 2 soki, z ktérych kazdy wazyt 450 g 25
dag mastai 1 kg 570 g cukierkéw. lle kilograméw wazyty zakupy Karoliny?

Cwiczenie 12

Test sktada sie z 10 zadan zamknietych i 5 otwartych. Adam poswiecit 3 minuty na rozwigzanie
kazdego z zadan zamknietych. Pierwsze z zadan otwartych rozwigzywat przez 7,5 minuty,
drugie przez 15 minut, rozwigzanie trzeciego zajeto mu 14 minut 45 sekund, a czwartego 11
minut. lle czasu pozostanie Adamowi na rozwigzanie pigtego zadania, jezeli test trwa 1,5
godziny?

Cwiczenie 13

Wyszukaj w dostepnych Zrdodtach informacje o skalach innych niz stopnie Celsjusza: skali
Kelvina i skali Fahrenheita, oraz o sposobie przeliczania temperatur podanych w stopniach
Celsjusza na te skale i odwrotnie.

1. Zapisz 37,2° C w skali Kelvina i w skali Fahrenheita

2. lle stopni w skali Celsjusza wynosi temperatura, ktéra w skali Kelvina jest réwna 4 K?

3. lle stopni w skali Fahrenheita wynosi temperatura, ktéra w skali Kelvina jest réwna
-7,5K?



Kolejnos¢ wykonywania dziatan

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
Kolejnos¢ wykonywania dziatan:

e dziatania w nawiasach,

e potegowanie,

e mnozenie lub dzielenie,

o dodawanie lub odejmowanie.

Zapamietaj!
Ze wzgledu na kolejno$¢ wykonywania dziatan

e mnozenie i dzielenie sg dzialtaniami rownorzednymi.

e dodawanie i odejmowanie s3 dzialaniami rownorzednymi.

Wykonywanie dzialan w okreslonej kolejno$ci ma duze znaczenie.

Cwiczenie 1

Wskaz dziatanie, ktére w wyrazeniu 12 4+ 4 e 15 — 32 nalezy wykonac¢ w pierwszej kolejnosci.

() mnozenie

() odejmowanie

() dodawanie


https://zpe.gov.pl/a/D18X6KPFW

Cwiczenie 2

Wskaz dziatanie, ktére w wyrazeniu (32 —14) : 9 + 15 nalezy wykonac w pierwszej
kolejnosci.

() dodawanie

() dzielenie

() odejmowanie

Cwiczenie 3

Wskaz dziatanie, ktore w przyktadzie 56 : 8 e 52 nalezy wykonac¢ w pierwszej kolejnosci.

() potegowanie

() dzielenie

() mnozenie

Cwiczenie 4

Wskaz dziatanie, ktore w przyktadzie 35 + 49 : 7 — 3 nalezy wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

() dzielenie

() odejmowanie

() dodawanie



Cwiczenie 5

Wyrazenie: Suma iloczynu % i 5% oraz kwadratu liczby % mozna zapisa¢ w postaci

2
O (Zesi+1)

O Fe5i+(3)

Cwiczenie 6

Michat kupit 5 tulipanéw po 2,40 zt za sztuke i réze za 4,30 zt.
Wyrazenie, za pomoca ktérego mozna obliczy¢ kwote zaptacong przez Michata jest postaci

O (4,30 + 2,40 o 5) z}
O (2,40 + 4,30) e 5 7
O (2,40 + 4,30 ¢ 5) 2k

O (4,30 : 5+ 2,40) zt

Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Pole kwadratowej dziatki o boku dtugosci 23,5 m jest wieksze od pola prostokatnej
dziatki o bokach dtugosci 12 m i 30 m o mniej niz 200 m2.

[ ] Kuba kupit 2 zeszyty po 3,60 zt i dtugopis za 4,30 zt. Za zakupy zaptacit 11,90 zt.

0 Bok kwadratu, ktérego obwadd jest rowny obwodowi trojkata réwnobocznego
o boku 3,6 cm, wynosi 2,7 cm.



Cwiczenie 8

Oblicz, pamietajac o kolejnosci wykonywania dziatan.
1. 111—5 ° % + 3,2
2. (8% —53L) e4,5+1,250,78

3.(1,4)> +32 ¢ 0,8

0,8— 0,625 :1+

4. 2-1,25

e 20
5. (4,25 — 247 )?

6.5+ (2—(3-0,7))

5,4—2,2501
T - AL o2
6,5—2,1:8

Cwiczenie 9
Oblicz.
1. Sumeiloczynu 3% i 0,9 orazilorazu 0,1 przez %.

2. lloraz réznicy 3,2 i 2% przez 0,05.

3. Sume kwadratow liczb 2,1 0,3.



Cwiczenie 10

Wstaw nawiasy tak, aby otrzymac podany wynik.
1.40455+193,2 — 3,3 =951,5
2.24%2 —122 ¢ 0,5+ 0,3 : 0,5 = 19,52
3.53 + 3,7: 0,3+ 1-24 =305

4.0,75058 +2,404—30e 3 = 9,6

Cwiczenie 11

Samochadd, ktory spala 5,5 litra benzyny na kazde 100 km, jechat 2 h i 40 min z predkoscia
60 km /h. lle kosztowata benzyna, ktéra spalit samochdd podczas podrdzy, jezeli litr benzyny
kosztuje 5,80 z1?

%5: = - =
——

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Zosia kupita 2,4 m biatej wstazki i 3,5 m zielonej wstazki. Za biatg wstazke zaptacita 6,48 zt,
a za zielong 9,1 zt. O ile ztotych wiecej kosztowat 1 metr biatej wstazki niz 1 metr zielonej
wstagzki?

Cwiczenie 13

Dany jest prostokat o bokach dtugosci 1,5 cm i 3% cm. Kroétszy bok prostokata wydtuzono o
2% cm, a dtuzszy skrécono o 1,4 cm. Oblicz obwdd i pole powstatego prostokata.



Cwiczenie 14

Panstwo Kowalscy wraz z dziesiecioletnig cérka wybieraja sie na wycieczke. Oferta biura
turystycznego, z ktérego ustug zamierzajg skorzystaé, jest nastepujaca:

PRZEJAZD: 5,40 zt zal km

(kwota podzielona réwno migdzy wszystkich uczestnikéw wycieczki)

NOCLEG: 35,50 zt za osobe

(<)
SNIADANIE: 8,70 zt za osobe

OBIADOKOLACJA: 25,30 zt za osobe

Wstepy do zwiedzanych obiektow:
125 zt za osobe

Tutaj wprowad? tekst zwigzany z wersjg statyczng monochromatycznga (atrybut opcjonalny).

1. lle ztotych zaptaca za wycieczke panstwo Kowalscy, jezeli trasa wycieczki bedzie miata
dtugosc 1260 km, na wycieczke jedzie 45 oséb, program wycieczki przewiduje 4 noclegi,
3 $niadania i 3 obiadokolacje?

2. O ile ztotych wzros$nie optata za wycieczke panstwa Kowalskich, jezeli z wycieczki
zrezygnowaty 3 osoby?

3. lle wiecej zaptaciliby panstwo Kowalscy, gdyby na wycieczke jechato 45 oséb, ale rabat
dla dzieci zmalatby do % kosztéw podrozy?

Cwiczenie 15

Jola kupita 45 dag sera zéttego po 22,40 2t za kilogram, 15 dag wedliny po 21,20 24 za
kilogram i dwie butki po 0,80 z# za sztuke. lle zaptacita, jezeli na zakup zéttego sera
przystugiwat w tym dniu rabat w wysokosci 0,25 ceny?



Cwiczenie 16

Zmieszano 3 kg cukierkéw owocowych po 15,60 zt za kilogram i 7 kg cukierkow
orzechowych po 12,40 zt za kilogram.

1. lle ztotych kosztowat kilogram mieszanki?
2. Ania kupita % kg tej mieszanki. lle zaptacita?
Cwiczenie 17

W sklepie byto 125,6 kg jabtek. Pierwszego dnia sprzedano % wszystkich jabtek, a nastepnego
dnia 0,6 reszty.

1. lle kilograméw jabtek sprzedano w ciggu dwoch dni?
2. lle kilograméw jabtek pozostato w sklepie?
Cwiczenie 18

Samochdd przejechat w ciagu pierwszej godziny % trasy dtugosci 24,9 km, a w ciggu drugiej
godziny o 4% km wiecej niz w ciggu pierwszej godziny. lle km zostato mu do przejechania?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 19

Dziatka ma ksztatt kwadratu o boku dtugosci 40,5 m. Warzywa zajmuja 0,2 powierzchni
dziatki, a pomidory % powierzchni przeznaczonej pod uprawe warzyw. lle m? powierzchni
dziatki zajmuja pomidory?


https://zpe.gov.pl/a/D18X6KPFW

Cwiczenie 20

Podczas wycieczki rowerowej Kuba przejechat pierwszy odcinek drogi o dtugosci 15 km ze
$rednia predkoscia 30 km/h, drugi odcinek o dtugosci 18 km pokonat w czasie 1 godziny,
a ostatni etap przejechat ze $rednia predkoscia 16 km /h w czasie 45 minut.

1. Jaka byta Srednia predkos¢ Kuby na catej trasie?

2. Jak zmienitaby sie $rednia predko$¢, gdyby Kuba odpoczywat przez 15 minut?

Pamietaj, ze $rednia predkosc jest ilorazem dtugosci przebytej drogi przez catkowity czas
trwania wycieczki.

Cwiczenie 21

Chcesz samochodem przejechac z todzi do Gdanska. Okres$l marke samochodu, ktérym
pojedziesz. Dowiedz sig, ile paliwa musisz kupi¢, aby pokonac¢ zaplanowana trase i jaka jest
cena 1 1 tego paliwa. Oblicz, ile bedzie kosztowato to paliwo.



Zaokraglanie liczb

W sytuaciji, gdy nie potrafimy poda¢ doktadnejwartosci liczbowej wyrazenia
arytmetycznego, podajemy jego przyblizenie.

W zyciu codziennym do$c¢ czesto przyblizamy rozne wielkosci, np.: ceng, odlegtos¢, wzrost,
wysokos¢, dtugose, wage.

Uzywamy w tym celu sformutowan: okoto, mniej wig¢cej, prawie, w przyblizeniu.

Przyktad 1

trasa Lodz - Gdansk

319,97 km = 320 km

trasa Lodz - Wroctaw

197,26 km = 200 km

WARSZAWA trasa Lodz - Krakow
; 209,43 km = 210 km
‘ {;5Df trasa L6dz - Lublin

243,77 km = 240 km

trasa Lodz - Zakopane

300,19 km = 300 km

trasa Lodz - Warszawa

129,35 km = 130 km

LUBLIN

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ponizej podane sg odlegtosci drogowe miedzy poszczegdlnymi miastami Polski. Zauwaz,
ze w praktyce odleglosci te podawane sg w kilometrach. Jest to pewnego rodzaju
przyblizenie, poniewaz nie podajemy tych warto$ci w metrach, centymetrach czy
milimetrach.

Tabela. Dane

Trasa Rzeczywista odleglos¢ Przyblizona odleglo$¢

bodz - Warszawa 129,35 km 130 km



https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K

£.6dz - Lublin 243,77 km 240 km

£.6dZ - Zakopane 300,19 km 300 km

bodz - Krakow 209,43 km 210 km

1.6dzZ - Gdansk 319,97 km 320 km

bodz - Wroctaw 197,26 km 200 km
Przyktad 2

Srednia odlegfosé Ksiezyca
od Ziemi wynosi 384 403 km.

Mozemy powiedziec,
.ze odlegtosc ta jest

w przyblizeniu réowna -
380 000 km.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ponizsza tabela przedstawia srednig odlegtos¢ Stonca od planet Uktadu Stonecznego.
(Wikipedia)
Tabela. Dane


https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K

Merkury 57 909 170 km

Wenus 108 208 926 km
Ziemia 149 597 887 km
Mars 227 936 637 km
Jowisz 778 412 027 km
Saturn 1426 725 413 km
Uran 2870972 220 km
Neptun 4 498 252 900 km

Za $rednia odleglo$¢ Ziemi od Stonca przyjmuje sie okoto 149 600 000 km.

Podobnie mozna przyja¢, ze odlegtos¢ Ksiezyca od Ziemi wynosi okoto 380 000 km.
Czasami nie da si¢ dokona¢ doktadnego pomiaru danejwielkoSci.

Przyjmuje si¢, Ze powierzchnia Polski wynosi okoto 312 000 km?, a liczba ludnosci jest
réwna okoto 38,5 mlin.

Przyktad 3



najwyzsze budynki swiata

wysokosé rzeczywista:

828 m
'3 @ wysokosc przyblizona:
wysokosc [m] 830 m

800 wysokoié rzecszisra:
601 m
wysokosé rzeczywista: £ istai
wysokos¢ przyblizona: 509 wysokosbzaceywistal
600 '“ 492 m -
m . ) wysokosc rzeczywista:
600 . " wysokos¢ preyblizona: | wysokoSé prayblizona: _a ABY
510m 490 m
wysokosé przyblizona:

400

200}

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Najwyzsze budynki na Swiecie

» Zjednoczone Emiraty Arabskie — Dubaj - Burdz Chalifa
wysokos¢ rzeczywista 828 m - wysokos$¢ przyblizona 830 m
» Arabia Saudyjska - Mekka - Abraj Al Bait
wysokos¢ rzeczywista 601 m - wysoko$¢ przyblizona 600 m
o Tajwan - Tajpej - TaipeilOl
wysokos¢ rzeczywista 509 m - wysokos$¢ przyblizona 510 m
o Chiny - Szanghaj - Shanghai World Financial Center
wysokos¢ rzeczywista 492 m - wysokos$¢ przyblizona 490 m

Symbol = czytamy ,rowna si¢ w przyblizeniu”.

Przyktad 4



https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K

| o dsiesiy

42 = 40
167 = 170

b zaokragienie do setek
538 =~ 500
2863 =~ 2900
ﬂm&m do tysigcy
56497 ~ 56000
29506 ~ 30000

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Jezeli cyfra decydujaca o wyniku zaokraglenia, czyli stojaca w rzedzie nastepnym po
tym, do ktérego przyblizamy jest 0, 1, 2, 3, 4, to cyfra w rzedzie, do ktorego
przyblizamy pozostaje bez zmian, a w rzedach nizszych pojawiajg si¢ zera. Mowimy,
ze jest to zaokraglenie z niedomiarem ( w dot).

» Jezeli cyfra decydujaca o wyniku zaokraglenia, czyli stojacq w rzedzie nastepnym po
tym, do ktorego przyblizamy jest 5, 6, 7, 8, 9, to cyfra w rzedzie, do ktorego
przyblizamy zostaje zwigkszona o jeden, a w rzedach nizszych pojawiajg si¢ zera.
Mowimy, ze jest to zaokraglenie z nadmiarem ( w gore)

Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K

P zsokragienie do jednosci

63~ 6

e d

S
255 54 &~ 256

b Zookraglanie do czesci driesigtych

+1

64095 ~ 64,1
236,82 =~ 236,8
= do czescr
: +1
L
503,895 ~ 503,90
65,3248 ~ 65,32

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Cwiczenie 1

Podczas Finatu Wielkiej Orkiestry Swiatecznej Pomocy zostata zebrana kwota
50 657 747,68 zt. Zapisz te liczbe z doktadnoscia do

1. tysiecy ztotych

2. dziesigtek tysiecy ztotych

3. setek tysiecy ztotych


https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K

Cwiczenie 2

Podaj zaokraglenia podanych liczb do czesci dziesigtych oraz do czesci setnych.

1. 2,(63)

[
S
o

3.6, (6)
4.652,24
5.2%
6.6, (629)

Cwiczenie 3

Przeciagnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

rozwiniecia skonczone

2,(63) | | 6,(629) | | 6,(6)

1 2
oL |1652,24 || 42

rozwiniecia nieskonczone okresowe

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.

652, 24

2,63

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

214

O

O

214

114

114



Cwiczenie 5

Tabela przedstawia odlegtosci Stonca od planet Uktadu Stonecznego. Zaokraglij liczby podane
w tabeli do setek tysiecy.

Tabela. Dane

Merkury 57909 170 km
Wenus 108 208 926 km
Ziemia 149 597 887 km
Mars 227 936 637 km
Jowisz 778 412 027 km
Saturn 1426 725 413 km
Uran 2870972 220 km

Neptun 4 498 252 900 km



Cwiczenie 6

Ponizsza tabela przedstawia srednie kursy wybranych walut zanotowane pewnego dnia.

Tabela. Dane

Nazwa waluty Kurs sredni

Dolar amerykanski 3,0271
Euro 4,1805
Frank szwajcarski 3,3876
Korona czeska 0,1625
Lit litewski 1,2108
Lira turecka 1,5289
tat totewski 5,9475

Podaj wartosci srednich kurséw walut zaokraglone do



1. czesci setnych

2. czesci dziesiagtych.

Tabela. Dane

Zaokraglenie do czesci Zaokraglenie do czesci
Nazwa waluty L
setnych dziesiatych

Dolar
amerykanski

Euro

Frank
szwajcarski

Korona czeska

Lit litewski

Lira turecka

tat totewski



Cwiczenie 7
Podaj przyktad dwoch réznych liczb, ktorych zaokraglenie do czesci setek jest rowne
1. 23500
2. 668000
Cwiczenie 8
Podaj przyktad dwoch roznych liczb, ktorych zaokraglenie do czesci setnych jest réowne
1. 23,54
2.1258,09
Cwiczenie 9
Rozstrzygnij, czy podane przyblizenie jest zgodne z regutami zaokraglania.
(] 0,11999 ~ 0,1199
(] % ~ 0,6
(] 0,291 ~ 0,29
(] 0,(24) ~ 0,24
)

0, (653) ~ 0,653



Cwiczenie 10

Podaj zaokraglenia liczb zaznaczonych na osi liczbowej

1. do czesci dziesigtych

A B C
O On rO— . :

2 201 202 203 204 205 206 207 208 20 2,1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. do czesci setnych

A B C

T T .l |‘ T . T T T T T
8,63 864 865 866 8,67 8,68 869 8,70 871 8,72 8,73

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. do setek
A B C
T T . T T T . T |. T T T
640 660 680 700 720 740 760 780 800 820 840

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Zaokraglij liczby x = 386,371, y = 76,854 do czesci

1. dziesiatych

2. setnych

Podaj przyktady liczb mniejszych i wiekszych od podanych, tak aby przyblizenie do
odpowiedniego rzedu byto takie samo.



Cwiczenie 12

Ania obchodzi urodziny 10 wrze$nia. W dniu swojego $wieta postanowita poczestowad
kolezanki i kolegow z klasy tortem, ktory wazyt 1,53 kg. lle bedzie wazyta czes¢ tortu, ktora
otrzyma kazdy uczen klasy, ktora wraz z Anig liczy 27 oséb? Wynik podaj z doktadnoscig do
czesci setnych grama.

Cwiczenie 13

Przed planowanym urlopem nad morzem rodzina Nowakdéw wybrata sie na zakupy do centrum
sportowego. Dla syna Mateusza kupili nastepujace akcesoria do nurkowania:

skafander za 1597 24

kamizelke za 1566 zt

skrzydta za 1539 24

butle za 1493 zt

latarke za 1488 24

Mateusz zaokraglit do dziesigtek ztotych cene kazdego produktu i otrzymane kwoty dodat.
Natomiast rodzice dodali poszczegdlne kwoty i dopiero otrzymana sume zaokraglili do
dziesiatek ztotych. Czy panstwo Nowakowie otrzymali takg sama kwote jak ich syn? Jesli tak -
odpowiedzZ uzasadnij. Jesli nie, to ktora kwota jest blizsza rzeczywistej wartosci zakupow

i dlaczego.



Cwiczenie 14

Zapisz, ile jest liczb naturalnych parzystych, ktérych zaokraglenie do

1. dziesiatek jest rowne 50

2. setek jest réwne 500

3. tysiecy jest réwne 5000

4. dziesiatek tysiecy jest rowne 50000

Cwiczenie 15

Liczba 245,987 zaokraglona do czesci setnych jest réwna

(O 245,98

O 246

O 245,97

() 245,99

Cwiczenie 16

Liczba 989898989 zaokraglona do tysiecy jest réwna

989898000

989899098

989899989

o O O O

989899000



Cwiczenie 17

Najmniejszg liczbg naturalng, ktéra po zaokragleniu do dziesigtek ma wartos¢ 16570 jest

O 16565
O 16569
(O 16575
(O 16574

Cwiczenie 18

Na osi liczbowej zaznaczono punkt A.

T T T . T T T T T T T T

4 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Roéznica miedzy zaokragleniem wspotrzednej tego punktu do czesci dziesigtych
a zaokragleniem do jednosci jest réwna

O 07

O 03

O 0.2

O 04



Cwiczenie 19

Zaokraglenie wspotrzednej zaznaczonego na osi liczbowej punktu A do podanych rzedow jest
rowne

1. do rzedu czesci setnych
2. do rzedu czesci tysiecznych
3. do rzedu czesci dziesieciotysiecznych

A

L] L] L] L] L] L] L] . L] L L] "
3,385 3,3851 3,3852 3,3853 3,3854 3,3855 3,3856 3,3857 3,3858 3,3859 3,386

>

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20

Poszukaj informacji dotyczacych powierzchni i ludnosci w wojewddztwach sasiadujacych
z wojewodztwem, w ktorym mieszkasz. Wyniki przedstaw w tabeli. Wartosci liczbowe podaj
z doktadnoscia do tysiecy.



Szacowanie wartosci wyrazen arytmetycznych

; ? . —
KUP ZA TO PODRECZNIK B 7. Jfﬁgﬂl;v;; T;lRCZY 1 |
I TRZY DEUGOPISY. cl i

/ CZY MOGE KUPIC

(  JESZCZE KOMIKS?

-___'_,!

.

-

e

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D2I0Yvep4

Cwiczenie 2

Dla kazdego z podanych ponizej przyktadéw dziatan wybierz jeden z wynikdéw bedacy jego
oszacowaniem z nadmiarem lub z niedomiarem najblizszym doktadnej wartosci. Przeciggnij
i upusc.

..............

______________

..............

\5ooH3200”3500”5oooHsooooH16”6000”4800”48”12”480]

‘100”2800”120’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Wyszukaj w dostepnych Zrédtach potrzebne dane i odpowiedz na pytania, wykorzystujac
odpowiednie szacowanie.

1. lle razy powierzchnia Australii i Oceanii jest mniejsza niz powierzchnia Ameryki Pin.?

2. Czy Europa, Antarktyda oraz Australia i Oceania maja razem wieksza powierzchnie niz
Afryka?

3. lle razy powierzchnia Europy jest wieksza od powierzchni Polski?

4. Czy taczna powierzchnia oceanéw: Arktycznego i Indyjskiego jest wieksza niz
powierzchnia Oceanu Atlantyckiego?

5. lle razy dtugos¢ rownika jest wieksza od dtugosci granic Polski?



Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Jacek bedzie mégt kupié¢ komputer, ktory kosztuje 2500 zi, po uptywie roku, jezeli
odktada na jego zakup po 178 zt miesiecznie.

0 100 uczniéow pewnej szkoty oraz ich 7 opiekunéw moze jechac na wycieczke dwoma
autokarami, w ktérych miesci sie 50 oséb i 55 oséb.

(] Za 30 zt mozna kupi¢ co najwyzej 10 dtugopiséw po 2,99 zt za sztuke.

(] Na zakup 2 batonikéw po 3,70 zt i lizaka za 1,50 zt wystarczy banknot 10 zt.

Cwiczenie 6

Samochdd pana Kowalskiego spala 5 1 benzyny na 100 km. Cena 1 1 benzyny jest réwna

5,50 z}. Pan Kowalski dojezdza do pracy 2 razy w tygodniu, pokonujac w obie strony trase
dtugosci 50 km. Dodatkowo pokonuje miesiecznie okoto 200 km. Oszacuj, czy 150 zt starczy
panu Kowalskiemu na miesieczny zakup benzyny.

Cwiczenie 7

Pole prostokata wynosi 121 cm?, a jeden z jego bokéw ma dtugoé¢ 30 cm. Czy dtugoéc¢
drugiego boku jest wieksza niz 4 cm?

Cwiczenie 8
Objetoé¢ sze$cianu wynosi 132,651 cm?. Przeciagnij i upusé.

____________________________

‘Tak’ 5] Nie] 6]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 9

Karnet na ptywalnie ,Delfin” kosztuje 299 z} za 30 godzin, a na ptywalnie ,Zabka” 405 z} za 40
godzin. Oszacuj, na ktérej ptywalni godzina ptywania jest tansza.

Cwiczenie 10

Na pomalowanie 10 m? ogrodzenia potrzeba 1,5 litra farby. Oszacuij, ile litrowych puszek
farby potrzeba na pomalowanie catego ogrodzenia, ktérego powierzchnia wynosi 99 m2.

Cwiczenie 11
Do przygotowania jednej porcji satatki kucharz potrzebuje 27 dag pomidoréw.
1. Oszacuij, ile kg pomidoréw potrzebuje kucharz, aby przygotowac 50 porcji satatki.

2. Oszacuj, ile skrzynek z pomidorami powinien zakupi¢ wtasciciel, jezeli pomidory
mieszczace sie w jednej skrzynce waza nie wiecej niz 4 kg.

Cwiczenie 12

Opakowanie karmy dla kotow, ktére zawiera 500 g karmy kosztuje 12 zt. Kot Macka zjada
dziennie okoto 97 g karmy.

1. Oszacuj, na ile dni wystarczy Mackowi jedno opakowanie karmy dla kota.

2. W markecie, w ktérym Maciek kupuje karme jest promocja polegajaca na tym, ze przy
zakupie czterech opakowan pigte mozna otrzymac gratis. Oszacuij, ile kosztuje dzienna
porcja karmy dla kota pochodzaca z opakowan promocyjnych.



Cwiczenie 13

Na przeczytanie lektury liczacej 400 stron Marysia ma dwa tygodnie.

1. Oszacuj, ile stron dziennie musi czyta¢ Marysia, aby przeczytac lekture w wyznaczonym
czasie.

2. Oszacuj, o ile stron dziennie wiecej musi czyta¢ Marysia, aby zdazy¢ przeczytaé lekture,
jezeli wyjedzie na czterodniowg wycieczke, podczas ktorej nie bedzie mogta czytac ksigzki.

Cwiczenie 14

Wyszukaj w dostepnych Zrddtach, ile wynoszg Srednice, srednie odlegtosci od Storica i czasy
obrotu wokot wtasnej osi planet Uktadu Stonecznego: Merkurego, Wenus, Ziemi, Marsa,
Jowisza, Saturna i Urana, a nastepnie przeciggnij i upusc.

Merkurego od Stonca.

‘ Wenus

‘ 2,5 ’ ‘ Saturna

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

‘ Jowisza ’ ‘ Merkurego ’ ‘ Ziemi ’ ‘ Urana ’ ‘ 3 ’




Cwiczenie 15

Na przygotowanie jednej filizanki kawy Krysia potrzebuje 12 g zmielonych ziaren kawy.

1. Na ile dni wystarczy Krysi kilogramowe opakowanie kawy, jezeli Krysia wypija dziennie 4
filizanki kawy?

2. lle poéttorakilogramowych opakowan kawy musi kupi¢ Krysia, aby nie zabrakto jej kawy
w ciggu 3 miesiecy?

3. Oszacuij, ile petnych ztotych musi wydac¢ Krysia na kawe, ktérg wypija w ciggu 10 dni,
jezeli kilogram kawy kosztuje 23,80 zi.

4. Jakim banknotem o najmniejszej wartosci, moze zaptaci¢ Krysia, chcac kupi¢ kawe, ktoéra
wystarczy jej na miesiac liczacy 30 dni, jezeli kilogram kawy kosztuje 23,80 z1?

Cwiczenie 16

Znajdz w dostepnych zZzrédtach dtugos$¢ kanatu La Manche. Oszacuj, ile razy musiatby
przeptynac basen dtugosci 50 m ptywak, aby pokona¢ trase dtugosci kanatu La Manche.

Cwiczenie 17

Na zakupy Kasia otrzymata od mamy banknot 50-ztotowy. Kasia ma kupic¢ chleb, 0,8 kg
wedliny, 4 jogurty i 2 litry mleka. Mama pozwolita Kasi kupi¢ dotadowanie do telefonu
komodrkowego, jezeli zostanie jej reszta z piecdziesieciu ztotych. Czy Kasia bedzie mogta kupic
dotadowanie do telefonu, jezeli najtansze kosztuje 10 zt? Uzasadnij odpowiedz, dokonujac
odpowiedniego oszacowania.

Ceny produktow, ktére ma kupi¢ Kasia

chleb - 2,90 zt

wedlina - 20 zt za kilogram

jogurt - 1,99 z} za sztuke

mleko - 2,90 zt za litr



Procent i promil
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Stowo procent pochodzi z jezyka tacinskiego, w ktorym
per centum oznacza przez sto.
Procent to przedstawienie liczby jako utamka o mianowniku 100.

Nalezy pamietac, ze procent jest zawsze
utamkiem jakiejs$ wielkosci.

Na przykiad 40% masy stonia to 2D liczby kilogramow,

100

. 5 ; . 40
ktore stanowia mase stonia, a nie 100

kilograma.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj

Animacja
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Procent

Jeden procent to jedna setna.

o — 1 _
Wazne!

e Aby zamieni¢ procent na ulamek, nalezy liczbe procentow podzieli¢ przez 100 (w
wyniku pomijamy symbol %).
e Aby zamieni¢ ulamek na procent, nalezy go pomnozy¢ przez 100, dopisujac symbol

%.
Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

, Stowo promil pochodzi z jezyka tacinskiego,
w ktorym pro mille oznacza tysigc.

Promil to jedna tysieczna pewnej wielkosci.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj

Definicja: Promil
Jeden promil to jedna tysieczna.

1%0 = 1000 = 0,001
Wazne!

 Aby zamieni¢ promil na utamek, nalezy liczbe promili podzieli¢ przez 1000(
w wyniku pomijamy symbol %o).

o Aby zamieni¢ utamek na promil, nalezy go pomnozy¢ przez 1000, dopisujac symbol

%o.
1% = 15
1%0 = g7
1% = 10 %o

Wrynika stad, ze

e Aby zamieni¢ procenty na promile, nalezy liczbe procentow pomnozy¢ przez 10
i symbol % zastgpi¢ symbolem %o.

» Aby zamieni¢ promile na procenty, nalezy liczbe promili podzieli¢ przez 10 i symbol %o
zastgpi¢ symbolem %.
Przyktad 3
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj

Wazne!

Zamieniajgc promile na utamki i utamki na promile, postepujemy analogicznie jak

w przypadku zamian z udzialem procentow. Zastepujemy kazdorazowo liczbe 100, przez
ktorg mnozymy lub dzielimy, liczbg 1000, a symbol % zastepujemy symbolem %o.

Przyktad 4

1 4% =14 . 10%o0 = 1495

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wskazowka

Jezeli liczba procentow wyrazona jest utamkiem zwyktym, ktérego rozwinigcie
dziesietne jest skonczone lub nieskonczone okresowe, to zamieniajac procenty na
promile, wykonujemy mnozenie tejliczby przez 10 i symbol % zastepujemy symbolem %o.
Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Zamien podane liczby na procenty.

N

2.1.95.1.7.9.
1'3’4728’125’ 20’3

2.1 1. 7.
2.2551 §5913

©|wn

Cwiczenie 2
Zamien podane liczby na promile.

1 7. 111.2.3
'250’500’ 2007 57 4



https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj

Cwiczenie 3

W miejscowosci Bajkowo imie Lena otrzymato 5%o dziewczynek urodzonych w biezgcym roku.
lle to procent?

0,5%

0,005 %

o O O

0,05 %

O 50%

Cwiczenie 4

Stezenie procentowe wodnego roztworu soli wynosi 123%o. lle to procent?

1230%

0,123%

1,23%

o O O O

12,3%



Cwiczenie 5

Tylko 0,4%0 ucznidw w powiecie potrafi wymieni¢ wszystkie panstwa $wiata i ich stolice. lle to
procent?

0,004 %

0,4%

o O O

0,04%

O 4%

Cwiczenie 6

Srebro stanowi 525%o0 masy stopu, z ktérego wykonano kolczyki. lle to procent?

52,5%

0,525%

5,25%

o O O O

5250 %



Cwiczenie 7
W podanych ponizej zdaniach zastap wielkosci przedstawione za pomocg utamkoéw przez
procenty, a nastepnie przeciggnij i upusc.

Michat $pi przez % czyli przezi % doby.

Kasia przeszta juz 0,375 czyli % catej trasy, ktorg miata do przebycia

W wyborach do samorzadu klasowego Jola uzyskata %, czyli ------------- % wszystkich gtoséw
Wsrod kwiatdow rosnagcych w ogréodku pani Heleny réze stanO\_/\_/_i;‘:l_ %_,"c_zyli ------------- | %

wszystkich kwiatow.

Co pigta osoba w klasie | a uczy sie jezyka francuskiego. Jezyka francuskiego uczy sie

,,,,,,,,,,,,,,

\2,5”3750]\66,(6)”3”0,375“137H5]\37,5</mnH40H30]
3,75 \33,(3)]\50 \3,(3)”60“13700”20]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kat120° stanowi wiecej niz 30 % kata petnego.
(] Kwadrans to 25 % godziny.

Kazdy z uczniéw klasy I a uczy sie jednego jezyka obcego. Az 72 % uczniéw uczy sie
(] jezyka angielskiego, 8 % jezyka francuskiego, a co piaty uczen uczy sie jezyka
niemieckiego.

Asia zjadta % pizzy, a Karol 40 % tej samej pizzy. Asia zjadta wiekszy kawatek pizzy
niz Karol.

0 Zawartos¢ czystego ztota w stopie, z ktérego zrobiono pierscionek to 925%o.
Oznacza to, ze ztoto stanowi 0,0925 masy catego stopu.

Cwiczenie 10
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Jacek przeczytat lekture w ciggu 3 dni. Pierwszego dnia 32 % catej ksiazki, drugiego dnia 28 %,
a trzeciego dnia reszte. Jakg czes¢ catej lektury przeczytat Jacek trzeciego dnia? Przedstaw
wynik w postaci utamka nieskracalnego.

Cwiczenie 12

Na przyjeciu urodzinowym Ali goscie zjedli % urodzinowego tortu. Po przyjeciu Ala i jej brat
zjedli po potowie pozostatego kawatka. Jaki procent catego tortu zjadt brat Ali po przyjeciu?



Cwiczenie 13

Odpowiedz na pytania.

1. lle procent kilograma stanowia 23 dekagramy?

2. lle promili tony stanowi 35,7 kg?

3. lle procent metra stanowi 17,5 cm?

4. lle procent godziny stanowi 12 minut?

5. lle promili kilometra stanowi 34,5 m?

Cwiczenie 14

Sposréd 1000 réz rosnacych w ogrodzie 500 jest czerwonych. Wérdd pozostatych 39 jest
biatych. Jaki promil sposrod réz koloru innego niz czerwony stanowig réze biate?

Cwiczenie 15

Z testu z jezyka angielskiego mozna byto uzyskaé maksymalnie 50 punktéw. Kinga uzyskata
z tego testu 42 punkty, a Marek 86 % wszystkich punktéw. Ktére z nich osiagneto lepszy
wynik?

Cwiczenie 16

Przeprowadzono ankiete wsréd uczniéw liceum ogoélnoksztatcacego dotyczacag wyboru
uczelni, na ktérej chcieliby studiowaé. Politechnike wskazato 38 % wszystkich ankietowanych,
34 % uniwersytet, a z pozostatych oséb co czwarta wskazata uczelnie artystyczne. Jaki
procent uczniéw chce studiowaé na uczelniach artystycznych?

Cwiczenie 17

Wyszukaj w dostepnych Zrédtach informacje dotyczaca uncji (uncja miedzynarodowa).
Nastepnie odpowiedz na pytanie: ile procent 1 kilograma stanowi 1 uncja?



Cwiczenie 18

Przeprowadzono ankiete, w ktérej zadano dwa pytania: Czy lubisz oglada¢ filmy sensacyjne?
Czy lubisz oglada¢ filmy przyrodnicze? Na pierwsze pytanie pozytywnie odpowiedziato 72 %
ankietowanych, na drugie pytanie pozytywnie odpowiedziato 17 % ankietowanych, a na
obydwa pytania negatywnie odpowiedziato 18 % ankietowanych.

1. lle procent ankietowanych nie lubi oglada¢ filméw przyrodniczych?

2. lle procent ankietowanych lubi ogladac filmy sensacyjne i filmy przyrodnicze?

3. lle procent ankietowanych lubi oglada¢ filmy sensacyjne i nie lubi oglada¢ filmoéw
przyrodniczych?

4. lle procent ankietowanych lubi oglada¢ filmy przyrodnicze i nie lubi oglagdac filmoéw
sensacyjnych?

Cwiczenie 19

Na podwadrku znajduje sie pie¢ kur, dwa psy i trzy koty. Jakim procentem wszystkich nog sa
nogi czworonogow?

Cwiczenie 20

Wyszukaj w dostepnych Zrdédtach informacje dotyczace zasolenia

1. Morza Martwego

2. Morza Czerwonego

3. Morza Srodziemnego

4. Morza Czarnego

Zapisz znalezione liczby w postaci utamkow.



Diagramy procentowe

Dane statystyczne wygodnie jest przedstawia¢ za pomocg diagramow procentowych,
z ktorych tatwo mozemy odczyta¢ potrzebne informacije.
Przyktad 1

Diagram stupkowy przedstawia procentowy podziat ludnosci na swiecie wedtug wieku.
Dane pochodza z lipca 2013 roku. (Wikipedia)

{+]
ponad 64 lata b
66%
15 - 64 lat
0,
0 - 14 lat ke
P ral P
0% 20% 40% 60% 80%

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z diagramu mozemy odczytac¢ kilka waznych informacii.

» Zdecydowanie najwiecej, bo % wszystkich ludzi na Swiecie, to osoby majace od 15
do 64 lat.

o Ponad czwarta czeS¢ ludzi na Swiecie to dziecii mtodziez do 14 roku zycia.

» Ludzi majacych powyzej 64 lata jest prawie czterokrotnie mniejniz dzieci
i mtodziezy do 14 roku zycia.

e OsoOb od 15 do 64 lat jest na Swiecie okoto dziesiec¢ razy wiecej niz ludzi powyzej 64

roku zycia.
Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DDACgXNTA

Kotowy diagram pokazuje procentowy rozklad ludnoS$ci $wiata na poszczegoélnych
kontynentach.

5, Procentowe rozmieszczenie ludnosci swiata na poszczegdlnych

7 .
7 kontynentach.

Ameryka Pin. 5,09

Australia i Oceania
0,5%
Ameryka
tacinska
8,5%

15,7% Azja 59,8%

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z tego diagramu mozemy wywnioskowac, ze:

 szeSciu na dziesieciu mieszkancow kuli ziemskiej mieszka w Azji,
» mieszkancow Europy jest szeSciokrotnie mniej niz Azjatow,
o Europejczykow i obywateli Ameryki Poéinocnejrazem jest tyle samo, co ludzi
w Afryce,
» mieszkancow Australii i Oceanii jest tak niewielu, ze nie stanowig nawet jednego
procenta wszystkich ludzi na Swiecie.
Przyktad 3

Diagram przedstawia procentowg ogladalnosc¢ czterech najpopularniejszych stacii
telewizyjnych dla dzieci: PROMYK, GWIAZDA, KIDS 1, KIDS 2 w latach 2011, 2012 i 2013.


https://zpe.gov.pl/a/DDACgXNTA

W 2013
N 2012
N 2011

PROMYK

KIDS 2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z diagramu odczytujemy, ze:

» najwieksza popularnoscig w czasie trzech omawianych lat cieszyla sie GWIAZDA,
najmniejsza zas KIDS 1,

o wlatach 2011 i 2012 popularno$¢ PROMYKA byta identyczna i programy tej stacji
ogladatl prawie co czwarty respondent,

o wroku 2011 dwa razy wigcej osob ogladato GWIAZDE niz KIDS 2,

o wroku 2012 zdecydowanie najwieksza popularnoscia cieszyta sie telewizja
GWIAZDA,

o telewizja KIDS 2 prawie podwoita swojg popularnos¢ w 2013 roku w stosunku do
roku 2012, a popularnosc¢ stacji GWIAZDA w 2013 roku stanowita nieco wig¢cejniz
trzecia czes$¢ popularnosci w roku 2012.


https://zpe.gov.pl/a/DDACgXNTA

Cwiczenie 1

Diagram przedstawia procentowy rozktad miesiecznych wydatkéw w rodzinie panstwa

Kowalikow.
33%
35%
30%
24%
25%
20%
16%
15%
Y 8% 7%
(+]
6% 6%
0%
oplaty zywno$¢ ubrania srodki kultura oszczednosci inne

czystosci

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Jaka czes$¢ dochodu rodziny przeznaczana jest na optaty?

2. Na co panstwo Kowalikowie przeznaczaja jednakowe kwoty pieniedzy?

3. Czy na optaty i ubrania wystarcza potowa dochoddéw rodziny?

4. Jaka czes¢ pieniedzy przeznaczonych na ubrania stanowig pienigdze przeznaczone na
oszczednosci?



Cwiczenie 2

Diagram procentowy kotowy przedstawia najczesciej wybierane dodatkowe przedmioty na
maturze w roku 2011 (wg Polskiego Radia).

B geografia
H WOS

M biologia
B chemia
H fizyka

H inne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Ktére przedmioty wybrato na maturze najwiecej oséb?

2. lle razy wiecej byto maturzystow zdajacych geografie niz zdajgcych inne, niewymienione
przedmioty?

3. lle razy mniej maturzystéw zdawato fizyke niz zdawato WOS?



Cwiczenie 3

W pewnej szkole przeprowadzono ankiete dotyczacg ulubionego sposobu spedzania wolnego
czasu. W ankiecie uczestniczyta taka sama liczba dziewczat i chtopcéw. Wyniki ankiety
przedstawiono za pomocga diagramu kolumnowego.

55%

60%

50%

27% 28%

40%
M dziewczynki
30%

M chiopcy
20%

10%

NN N

0%

kino komputer telewizja ksigzka
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Ktéra grupa zdecydowanie bardziej lubi czyta¢ ksigzki?

2. Jaki jest najbardziej lubiany przez dziewczeta i chtopcow sposéb spedzania wolnego
czasu?

3. Czy dziewczat, spedzajacych czas przy komputerze, jest taka sama liczba, jak chtopcéw
lubigcych kino i telewizje?



Cwiczenie 4
Diagram przedstawia procentowy podziat powierzchni Polski na 16 wojewddztw.

zachodniopomorskie dolnoslaskie

% w Wkujawsko-pomorskie

5,7% @ lubelskie

wielkopolskie E

7,3% | 6,4%

warminsko-mazurskie %

@ lubuskie
$wietokrzyskie 29
slaskie W

. W 11,4%
pomorskie
57% 3%

€= 16dzkie

% matopolskie

podlaskiew ﬁ ﬁ %mazowieckie

podkarpackie opolskie
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Jezeli liczbe procentéw zaokraglimy do jednosci, to mozna powiedzie¢, ze
powierzchnia 6 wojewddztw jest taka sama.

Trzy najwieksze wojewddztwa (mazowieckie, wielkopolskie, lubelskie) zajmujg okoto
% catej powierzchni Polski.

0 Powierzchnia wojewdédztwa wielkopolskiego jest okoto 10 razy mniejsza niz
powierzchnia Polski.

0 Wojewoddztwo mazowieckie zajmuje najwiekszg powierzchnie, a Swietokrzyskie
najmniejsza.

Cwiczenie 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Jaka cze$¢ powierzchni Polski zajmuja tacznie wojewddztwo lubelskie, tddzkie i pomorskie?

o O O O
o= co|—

dkln—ﬂ



Cwiczenie 7

Procentowy wykres kotowy przedstawia najliczniejsze mniejszosci narodowe i etniczne,
zamieszkate na terenie Polski (wedtug spisu z 2011 roku).

49, 1%

Slazacy

Kaszubi

Niemcy

[

Ukraincy

0,
63% Bialorusini

inni

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Innych mniejszosci jest cztery razy mniej niz Ukraincow.

[ ] W Polsce zamieszkuje tyle samo Ukraificéw i Biatorusinow.

(] Slazacy stanowia prawie % wszystkich mniejszosci.

[ ] Niemcow jest sze$¢ razy wiecej niz Kaszubow.

Diagram przedstawia procentowy wykaz ocen z pracy klasowej z matematyki w klasach 1a,
1bi 1c gimnazjum. Liczba uczniéw piszacych prace klasowg w kazdej z klas byta taka sama.



45%
. 42% 42%

40%
35%
30%

M klasa 1a
25%

M klasa 1b
20%

M klasa 1c

15%

10%

5%

0%

1 2 3 4 5 6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

W ktorej klasie byto najwiecej trojek?

O 1b

(O 1c

O 1la

Cwiczenie 9

W ktérej klasie zaden uczen nie otrzymat szostki z klasowki?

O 1b

(O 1c

() la




Cwiczenie 10

Ktoérych ocen byto tyle samo procent w kazdej klasie?

szostek

pigtek

czworek

dwojek

jedynek

o o O O O O

trojek

Cwiczenie 11

Ktérych ocen byto trzy razy wiecej w klasie 1¢ niz w klasie 1a?

czworek

jedynek

dwojek

szostek

trojek

o o O O O O

pigtek



Cwiczenie 12

Ktérych ocen byto tyle samo w klasie 1a i 1¢?

trojek

jedynek

szostek

dwojek

O o o d

(] czwérek

(] piatek

Cwiczenie 13

Ktérych ocen byto po tyle samo w klasie 1¢?

(] czwoérek

(] piatek

(] jedynek

(] szostek

(] trojek

() dwdjek

Cwiczenie 14
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15

Odpowiedz na pytania.

1. Dla ktérych badanych grup spotkania z przyjaciotmi sa czesciej wybierane niz odpoczynek
w rodzinnym gronie?

2. W ktérej grupie okoto potowa badanych lubi wyjazdy do cieptych krajow?

3. Ktoéra grupa badanych wskazywata 10 razy czesciej ekstremalne sporty niz czytanie
ksigzek?

4. W ktoérej grupie 3 na 4 badanych lubi odpoczywac w gronie rodzinnym?

5. Dla ktoérej grupy jazda na rowerze jest bardziej popularna niz gérskie wedrowki?

Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Ponad potowa ankietowanych kobiet po 40 roku zycia lubi wypoczywac w cieptych
krajach.

O

[ ] Co czwarta kobieta przed 40 rokiem Zycia lubi ogladac telewizje.

Tyle samo mezczyzn do 40 roku zycia tak samo lubi jazde na rowerze jak gorskie
wedrowki.

O

(] Co 6smy mezczyzna lubi czytaé ksiagzki.

Cwiczenie 17

Oblicz, jaki utamek powierzchni Polski stanowi powierzchnia wojewédztwa, w ktérym
mieszkasz. Jaki utamek powierzchni Polski stanowi tgczna powierzchnia wojewédztw
przylegajacych do Twojego wojewddztwa?



Obliczanie procentu danej liczby

Obliczanie procentu danejliczby wigze si¢ z obliczaniem utamka tej liczby. Nalezy
pamietac, do jakiej wielkosci odnosi si¢ podany procent, poniewaz taka sama liczba
procentow roznych wielkoSci bedzie oznaczata rozng wartoSc.

Przyktad 1

Na wycieczke pojechaly dwie grupy uczniow z pewnej szkoty podstawowej. Liczebnos¢
grup byla nastepujgca : w pierwszej grupie bylo 12 osoéb, w grupie drugiej 16 osob.
Opiekunowie wycieczki zorganizowali dla swych podopiecznych gre, w ktorej ma wzigc
udziat 25 % ucznidw z grupy pierwszeji 25 % uczniow z grupy drugiej. llu tgcznie
uczniow wezmie udzial w tej grze?

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpihWI0I6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Przypomnijmy sposob, w jaki sposob obliczamy utamek danejliczby.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpihWI0I6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpihWI016
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpihWI016
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!



https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6

Aby obliczy¢ p% danejliczby a, nalezy dany procent zamieni¢ na utamek i pomnozy¢ go
przez te liczbe.

p% liczby a to 155 ® a

Przyktad 5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na klombie posadzono 40 sadzonek kwiatow. Byly to czerwone i z6tte roze, tulipany
i gerbery.

Ustalmy, ile kwiatow kazdego rodzaju zostato posadzonych na klombie, jezeli 10 %
wszystkich kwiatow stanowig zotte roze, 40% czerwone roze, 25% tulipany, 25%
gerbery.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DpihWI0I6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z zestawienia wynika, ze na klombie posadzono: 4 roze zotte, 16 roz czerwonych, 10

gerber, 10 tulipandw, czyli razem 40 kwiatow.
Przyktad 6

Przedstawmy teraz inny sposob rozwigzania tego zadania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpihWI016
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6

Jezeli 40 kwiatow stanowi 100 % liczby wszystkich kwiatow posadzonych na klombie, to:
4 kwiaty - to 10 % liczby kwiatéw posadzonych na klombie,

20 kwiatow - to 50 % liczby kwiatéw posadzonych na klombie,

10 kwiatow - to 25 % liczby kwiatéw posadzonych na klombie,

2 kwiaty - to 5% liczby kwiatow posadzonych na klombie,

8 kwiatéw - to 20 % liczby kwiatow posadzonych na klombie,

16 kwiatow - to 40 % liczby kwiatow posadzonych na klombie.

Zatem na klombie rosna 4 réze zotte (10 % liczby kwiatow posadzonych na klombie), 16
roz czerwonych (40 % liczby kwiatow posadzonych na klombie), 10 gerber i 10 tulipanéw
(po 25 % liczby kwiatow posadzonych na klombie).

Cwiczenie 1
Potacz w pary.

15 25% liczby 48
12 1% liczby 200
2 50% liczby 26
13 5% liczby 100
10 1% liczby 1000
5 20% liczby 75

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Oblicz.

1. 4% kwoty 46 z}

2. 15 % kwoty 200 zt

3. 130 % kwoty 5000 zt

4.6 % masy 80 dag

5. 68 % masy 60 kg

6. 14 % pojemnosci 140 1

7. 35 % godziny

8.75% doby

9. 40 % dtugosci drogi 650 m



Cwiczenie 3
Oblicz.
1.62 % liczby 30
2. 3% % masy 2,7 kg
3. 0,8 % dtugosci drogi 200 m
4.13 % kwoty 400 z}
5.103,2 % liczby 60
6. 108,5 % odcinka dtugosci 80 m
Cwiczenie 4

Artur przeszedt droge do szkoty w czasie 20 minut. 70 % tego czasu wykorzystat, idac przez
park miejski. lle minut szedt przez park?

O 15
O 14
O 7

O 12



Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] 160% kwoty 70 zt wynosi 42 zk.
(] 350% doby wynosi 84 godziny.
(] 25% liczby 840 wynosi 210.

(] 6,6% masy 2 kg wynosi 12,3 dag.

Cwiczenie 6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

W sezonie letnim biuro podrdézy organizuje dwutygodniowe wczasy w dwdch malowniczych
miejscowosciach potozonych nad polskim morzem: w Kotobrzegu i w Swinoujéciu. W lipcu
wykupito wyjazd 140 oséb, w tym 20% dzieci. W sierpniu na wczasy zdecydowato sie 160
0s6b, w tym rowniez 20% dzieci. Przeciggnij i upusc.

W lipcu nad morze wyjecha’roi dzieci
W sierpniu nad morze wyjecha’foi Edzieci.
‘ rowna ’ 32 ‘ wieksza od ‘ 20 ’ ‘ 28 ’ ‘ mniejsza od

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Ponizsza figura sktada sie z identycznych kwadratow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

[ ] Pole obszaru zamalowanego jest mniejsze od pola obszaru niezamalowanego.

[ ] Pole obszaru zamalowanego stanowi 54 % pola catej figury.

[ ] Pole obszaru niezamalowanego stanowi 48 % pola catej figury.

[ ] Jeden kwadrat stanowi 4 % pola catej figury.



Procent danej liczby

Przyktad 1

Po sezonie zimowym zorganizowano w sklepie sportowym wyprzedaz butow
narciarskich. Ceny obuwia obnizono o 20 %. Jaka jest nowa cena butow narciarskich,
jezeli przed obnizkg kosztowaty 740 ztotych?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Nowa cen¢ butoéw narciarskich mozemy obliczy¢ dwoma sposobami.
e SposOb [
Obliczamy 20 % ceny poczatkowej 740 zi, zaczynajgc od zamiany 20 % na utamek
20% = 0,2
Nastepnie mnozymy otrzymany utamek przez kwote 740 zt

0,2 @ 740 zt = 148 zt

Zatem cena butéw narciarskich obnizy sie o 148 z}. Nastepnie, wykonujac odejmowanie,
obliczamy cene butow narciarskich po obnizce

740 zt — 148 zt = 592 z}

Nowa cena butoéw narciarskich po dwudziestoprocentowej obnizce wynosi 592 zi.




e sposob II
Po obnizce o0 20 % buty narciarskie kosztuja 80 % ceny poczatkowej, gdyz
100% —20% = 80%
Obliczamy 80 % ceny 740 z}, zaczynajgc od zamiany 80 % na utamek
80% = 0,8
0,8 @ 740 zt = 592 zt

Nowa cena butow narciarskich po dwudziestoprocentowej obnizce wynosi 592 zi.

Sposéb :LE

Nowa cena butdw narciarskich
po obniice o 20% wynosi 592 zi.

20% = 0,2
0:2 *740 = 148
740 - 148 = 592

Nowa cena butow narciarskich
po obnizce o 20% wynosi 592 zi.

- 100% - 20% = 809/,
. 80% = 0,8 |
1S
.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/Dm4Fn7BBp

Cwiczenie 1

W sklepie meblowym cene szafy podwyzszono o 30 %. Jednak po dwdch miesigcach cene
towaru obnizono 0 30 %.
Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

[ ] Nowa cena szafy jest taka sama jak cena poczatkowa.

(] Nowa cena szafy jest nizsza niz cena poczatkowa.

(] Nowa cena szafy jest wyzsza niz cena poczatkowa.

Cwiczenie 2

Pani Nowak jest posiadaczem 15 % karty rabatowej na ustugi kosmetyczne w osiedlowym
salonie urody. Oblicz tagczna kwote rabatu, jaka otrzyma klientka w salonie, jesli wykonano
nastepujace zabiegi kosmetyczne:

e Masaz dtoni - 20 zl za 20 min

e Masaz relaksacyjny ciata olejkiem - 110 zt za 60 min

e Masaz stép - 25 zt za 20 min

Cwiczenie 3

Pan Nowak , jako ksiegowy w duzej korporacji, zarabia miesiecznie 4200 zt. W styczniu
otrzymat 20 % dodatek motywacyjny za wykonanie przed terminem rocznego sprawozdania
finansowego.

1. Oblicz, ile ztotych wynosita styczniowa premia pana Nowaka.

2. Jakie byto tacznie styczniowe wynagrodzenie Pana Nowaka?



Cwiczenie 4

Na bal sylwestrowy zaproszonych byto 150 oséb. Z powodu bardzo ztych warunkéw
atmosferycznych na balu byto nieobecnych 3% % zaproszonych gosci. lle 0séb byto obecnych
na balu sylwestrowym?

Cwiczenie 5

W 150 g serka granulowanego biatko stanowi 16,5 %. lle graméw biatka znajduje sie w tym
produkcie?

Cwiczenie 6

W sadzie ros$nie 630 drzew owocowych: jabtonie, grusze, Sliwy, czeresnie. Wiedzac, ze
jabtonie stanowia 30 %, grusze — % a $liwy 10 % wszystkich drzew, oblicz, ile czere$ni roénie
w tym sadzie.



Cwiczenie 7

Wsrod 200 ucznidw szkoty muzycznej przeprowadzono ankiete, ktéra dotyczyta umiejetnosci
gry na gitarach réznego typu. Kazdy z ankietowanych mégt wybra¢ tylko jeden rodzaj
instrumentu. Ponizszy diagram przedstawia wyniki ankiety.

18%

B gitara klasyczna
W gitara barokowa
0,
24% B gitara elektryczna

B gitara basowa

3%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz.

1. lle procent uczniéw wybrato gitare klasyczna?

2. llu uczniéw gra na gitarze basowej, a ilu na gitarze barokowej?

3. lle razy liczba ucznidw grajacych na gitarze elektrycznej jest wieksza od liczby studentéw
grajacych na gitarze barokowej?

Cwiczenie 8

Grupa przyjaciot wybrata sie na nocny rejs statkiem. Zgodnie z planem rejs, dtugosci 24 km,
miat sie odby¢ w godzinach 22 : 00— 6 : 00. Podczas rejsu statek trzykrotnie przybijat do
brzegu, pierwszy raz po pokonaniu 35 % catej trasy.

1. lle kilometréw miata do pokonania grupa przyjaciot podczas dalszej czesci podrozy
statkiem?

2. O ktorej godzinie statek pierwszy raz przybit do brzegu, zaktadajac, ze ptynat ze stata
predkoscig?



Cwiczenie 9

W maju kazdego roku w pewnej szkole organizowany jest 5— dniowy wyjazd uczniéw

w ramach zajec¢ w zielonej szkole. Uczniowie wraz z opiekunami wyjezdzajg do réznych miejsc
w kraju- w gory, nad morze, nad jeziora. W tym roku szkolnym uczestnictwo w wycieczce
zadeklarowato 75 % uczniéw szkoty liczacej 360 oséb. Nad morze chce wyjechaé 30 %
uczniéw, natomiast nad jeziora jedynie 30 oséb. llu uczniéw zadeklarowato wyjazd w goéry?

Cwiczenie 10

Po wakacjach w dwoch firmach przeprowadzono ankiete, w ktérej pracownikom zadano
pytanie: ,Czy podczas ostatnich wakacji uczestniczyt/uczestniczyta Pan/Pani

w zorganizowanej formie wypoczynku?” Firma pierwsza zatrudnia 160 osob, firma druga — 120
0s6b. Ponizsze diagramy przedstawiajg wyniki ankiety.

firma pierwsza firma druga

B tak ® nie B tak ® nije
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. lle 0s6b uczestniczyto w zorganizowanej formie wypoczynku w kazdej z firm?

2. Jaka byta réznica miedzy liczbg pracownikéw uczestniczacych w zorganizowanej formie
wypoczynku a liczbg pracownikdéw nieuczestniczacych w takiej formie wypoczynku
w kazdej z firm? W ktérej firmie réznica byta wieksza?

Cwiczenie 11

Cene kanapy, ktéra kosztowata 2200 zt, obnizono dwukrotnie o 15 %. Oblicz cene mebla po
obu obnizkach.



Cwiczenie 12

Cene rakiety do gry w tenisa, ktéra kosztowata 600 zl, podwyzszono dwukrotnie 0 5 %.
Oblicz cene rakiety po obu podwyzkach.

Cwiczenie 13

Podczas $wigtecznej promocji cene aparatu fotograficznego, ktéra wynosita 3200 zi, obnizono
0 12 %. Po zakonczeniu promocji cena aparatu zostata podwyzszona o 15 %. Czy cena
koncowa aparatu fotograficznego byta wyzsza, czy nizsza od jego ceny poczatkowej, przed
promocja. O ile?

Cwiczenie 14

Po sezonie letnim zapowiedziano w sklepie odziezowym wyprzedaz damskich i meskich
strojéw kapielowych.

Tabela. Dane

Damski stroj kapielowy Meski stroj kapielowy
Cena poczatkowa 162 zt 109 zt
Obnizka 18% 27%

1. lle bedzie kosztowat kazdy z tych strojéw po obnizce o dany procent?

2. Ktéra obnizka jest korzystniejsza dla klienta? Odpowiedz uzasadnij.



Cwiczenie 15

Cene zestawu komputerowego rowna 4500 zt podwyzszono o 20 %. Nastepnie te cene
obnizono 0 20 %. lle wynosi réznica pomiedzy ceng poczatkowa i ceng po obnizce tego
zestawu?

Cwiczenie 16

Do kota wedkarskiego ,Obfite potowy” zapisanych jest 160 cztonkéw. Ponizej 40 lat ma tylko
35 % sposérod wszystkich wedkarzy kota. W tej grupie wiekowej jest 25 % 0séb, ktére dopiero
zaczynaja swoja przygode z wedkarstwem.

1. llu wedkarzy jest w wieku powyzej 40 lat?

2. llu wedkarzy rozpoczyna swa wedkarska przygode?

Cwiczenie 17

Podczas wykopalisk archeologicznych badacze znalezli skrzynie z dokumentami, planami
i mapami. Mapy stanowity 30 % zawartosci skrzyni, a 25 % tych map to mapy pobliskich
terendéw. Jaki procent zawartosci catej skrzyni stanowity mapy terenu?

Cwiczenie 18

Panstwo Nowakowie postanowili kupi¢ meble do salonu, ktére kosztujg 8460 zt. Podczas
zakupow okazato sie, ze klientom, ktorych kwota do zaptaty przekracza 8000 zi, przystuguje
8 % rabat, a dodatkowo koszt transportu, z wniesieniem mebli do domu, wynosi 50 24 lle
ztotych muszg zaptaci¢ Nowakowie za nowe meble?



Cwiczenie 19

W sklepie internetowym zaplanowano w styczniu obnizke cen wszystkich towaréw o 10 %.

W lutym, po bardzo intensywnej akcji promocyjnej, okazato sie, ze ceny towardéw zostaty
zwiekszone o 5 %. Natomiast w sklepie osiedlowym zmiany cenowe zaplanowano w odwrotnej
kolejnosci. W styczniu ceny wszystkich towaréw zostaty zwiekszone 0 5%, a w lutym
obnizone 010 %.

1. Jaka jest réznica miedzy cenami w obu sklepach po zmianach?

2. O ile procent obnizona zostata cena w sklepie internetowym, a o ile w sklepie
osiedlowym?

Cwiczenie 20

Bardzo czesto, podczas wyprzedazy, spotykamy sie z oferta, ktéra polega na zakupie jednego
produktu z mozliwosciag zakupu drugiego, takiego samego, za 50 % ceny. lle litréw ptynu do
prania mozna kupic, korzystajac z przedstawionej oferty, za kwote 100 z1, jezeli jeden litr tego
ptynu kosztuje 18 zl.

Cwiczenie 21

Kwiaciarnie ,R6za” i ,Stokrotka” przystapity do przetargu na ozdobienie wnetrza kwiatami,
z uwzglednieniem nowych trendéw we florystyce, w nowo otwartej galerii ,Nowoczesny
Artysta”. Kazda kwiaciarnia przedstawita korzystng oferte specjalna.

o Kwiaciarnia ,R6za” - pierwsza obnizka cen o 20 %, druga obnizka cen o 15 %

o Kwiaciarnia ,Stokrotka” - obnizka cen o0 35%

1. Ktéra obnizka jest bardziej korzystna? Dwukrotna obnizka ceny w kwiaciarni ,R6za”, czy
jednokrotna obnizka ceny w kwiaciarni ,Stokrotka”? Z ktérej oferty powinni skorzystac
wtasciciele ,Galerii Nowoczesnych Artystéw”? Odpowiedz uzasadnij.

2. Jaka bedzie roznica w cenie miedzy ofertami, jezeli zamdéwione bedg kwiaty za 1500 z1?



Cwiczenie 22

Znajdz informacje na temat bezrobocia i odpowiedz na pytanie: ile procent oséb w Polsce jest
bezrobotnych? Oblicz, ile to osdéb.



Obliczanie liczby na podstawie danego jej
procentu. Czesé |

Przyktad 1

Na zdjeciu parkingu samochodowego, wykonanym z lotu ptaka, mozna zobaczy¢ jedynie
25 % zaparkowanych tam samochodo6w, poniewaz pozostate samochody zaparkowane sa
pod zadaszeniem.

Ustalmy, ile wszystkich samochodow jest zaparkowanych na parkingu.

Irzad Irzad
II rzad II rzad
III rzad III rzad
IV rzad IV rzad

Na parkingu jest 6 samochodéw koloru BRAZOWEGO,
" 8 koloru CZERWONEGO i 10 koloru ZIELONEGO.
Czyli na parkingu stoja 24 samochody.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0

Cwiczenie 1
Wybierz.

Kwota, ktorej 25% jest rowne 8,44zt wynosi zt

Masa, ktérej 20% jest rowne 125 kg wynosi kg
Dtugosé, ktoérej 10% jest rowne 71cm wyn05| ____ cm
Pojemnos$¢, ktérej 5% jest réwne 2,5 litra wynci)isiiiéj::: _______ litrow

‘50”7,1”6250”116”232”5H7100”500”710”33,76”16,88”464’

1211 || 25 || 625 |
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

Obliczenie liczby, gdy znamy wartos¢ jej 50 %, 25%, 20%, 10%, 5%, polega na
znalezieniu liczby, ktora jest od podanejodpowiednio 2 razy, 4 razy, 5 razy, 10 razy, 20

razy wieksza.
Przyktad 2

[P ovliczmy 1296 liczby 350.

212% -350 = 012 -350 = 42

ﬁ .?azw;:;zanie_m tego rowrnania jest liczba 350,
4 , ktorej 12% wynosi 42 jest 350,
[~ " d

T rogm

X — szukana liczba 12% = a,.z;;
2% -x = 42
012 -x =42
xX=42-012
X =350

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0

Aby obliczy¢ liczbe na podstawie danego jej procentu, nalezy dany procent zamieni¢ na
ulamek, a nastepnie dana liczbe podzieli¢ przez ten utamek.
Przyktad 3

7 Na spektakl otrzymato
74 zaproszenie 300 osob.

Y NS T
nej liczby to 288
1% Szukanej liczby to 288 :96 =3

1009, Szukanej liczby to 100 - 3 =300

F

—

96% szuka

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0

Cwiczenie 2

Znajdz wielkos¢, ktoérej

1. 40 % jest rowne 144 m

2.20% jest rowne 56 kg

3.50% jest rowne 84,6 1

4.25% jest rowne 99 km

5.10% jest rowne 0,3 g

6. 200 % jest rowne 3 cm



Cwiczenie 3

Znajdz wielkos¢, ktoérej

1. 32 % jest rowne 25,6 km

A}

.6 % jest réwne 36 zt

3.74% jest rowne 1628 m

4.230% jest rowne 989 dag

5.125% jest rowne 6 h 15 min

=2}

. 33% % jest rowne 47 zt

|

.14 % jest réwne 36 gr
8.22,6 % jest rowne 5876 km
9.1400 % jest rowne 84 s

10. 0,8 % jest rowne 2,72 m



Cwiczenie 4
Przeciagnij i upusc.

24% kwotyi Ez’rjest rowne 192 zt.
120% masy kg jest rowne 96 kg.
60% z mjest rowne 39,6 m.

15% I|czby ________ jest rowne 132.

45% z mlnut jest réwne 27 minut.
0,5% kwoty __________ - ztjest rowne 3,3 zt.
1880 | | 660 || 800 || 60| |80|] 66|

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Potacz w pary.

12,5% liczby 88 81

322 % liczby 250 11

662 % liczby 81 12,6
42% liczby 15 6,3
28% liczby 45 54

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Uporzadkuj w kolejnosci rosnace;.

a) liczba, ktorej 350% jest rowne 245
b) liczba, ktérej 160% jest réwne 96

c) liczba, ktorej 230% jest rowne 184
d) liczba, ktorej 110% jest rowne 132
e) liczba, ktorej 280% jest rowne 280

e

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

114

O

114

O



Obliczanie liczby na podstawie danego jej
procentu. Czesc Il

Przyktad 1

X - poczatkowa
cena telewizora

3

7 CIEKAWE, ILE POCZA rxa
il OSZTOWAL TEN TELEW/ZOR,
JEZELI PO OBNIZCE 0 15%
GO CENA WYNOSI 4930 2£7

n_-looo/ L
- (0} 150/0 = 850/0

}_ 85% . X = 4930
.FX:::4930:085
» X = 5800 f

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax

X - cena poczatkowa
owocu awokado

N\

. 100% + 249, = 1 240
_%L 1249 . x = 4,34
"1,24.x=4,34
Cena owocu awokado |

. zostata podwyzszona “ X 3,5

e

(o)

|

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Grupa znajomych zaplanowata we wrzes$niu wyjazd na grzybobranie. Ile kilogramow
Swiezych borowikéw szlachetnych (prawdziwkéw) powinni zebra¢ grzybiarze, aby po
ususzeniu otrzymac 2 kg grzybow? Podczas rozwigzania wykorzystaj informacje, ze
borowik szlachetny po ususzeniu utraci 92 % swojej masy.

Borowik szlachetny podczas suszenia
traci 92% swojej masy.

X - masa swiezych grzybow



https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Miesieczna pensja pani Nowickiej stanowi 35 % miesiecznej pensji pani Lotkowskie;.
Kwartalnie pani Lotkowska zarabia 60 000 zt. lle wynosi miesieczna pensja pani Nowickiej?

(O 7000 zt

(O 7500 zt

(O wiecej niz 7500 zt

(O mnigj niz 7000 zt

Cwiczenie 2

Do beczki ogrodowej wlano 80 litréw wody, co stanowi 64 % jej pojemnosci. Jaka pojemnos¢
ma ta beczka?

) 150 litrow
O 125 litréw
() 96 litrow

(O 105 litrow


https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax

Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Po przebyciu 45 km, co stanowi 15 % trasy, pozostato do pokonania jeszcze
U 255 km.

0 Na wycieczke wyjechato 48 uczniéw, co stanowi 12 % oséb pewnej szkoty. Liczba
wszystkich uczniéw tej szkoty jest wieksza niz 400.

0 Cena 1 kg cukru po 5% obnizce wynosi 3,61 zt. Kupujac 5 kg cukru, zaoszczedzimy
0,9 zt.

0 Cukier stanowi 17 % masy burakéw cukrowych. Na wyprodukowanie 85 kg cukru
nalezy zuzy¢ 500 kg burakéw cukrowych.

Cwiczenie 4

Na poczatku lekcji fizyki 4 uczniow klasy pierwszej zgtosito nauczycielowi, ze nie odrobito
pracy domowej. llu ucznidw liczy ta klasa, jezeli te osoby stanowia jej 16 %7

Cwiczenie 5

W sklepie z odziezg damska liczba sukienek wieczorowych stanowi 35 % liczby wszystkich
sukienek. lle wszystkich sukienek jest w tym sklepie, jezeli sukienek wieczorowych jest 63?

Cwiczenie 6

Tradycjg pewnej szkoty jest to, ze wszyscy jej uczniowie uczestniczg w wyjsciu do kina w dniu
1 czerwca. lle jest miejsc w tym kinie, jezeli 360 uczniéw tej szkoty wypetnito sale kinowa w

80%7?
Cwiczenie 7

Na parkingu samochodowym miejsca uprzywilejowane stanowiag 14 % liczby wszystkich miejsc
parkingowych. lle miejsc parkingowych znajduje sie na tym parkingu, jezeli miejsc
uprzywilejowanych jest 322.



Cwiczenie 8

Firma budowlana ustalita, ze przed rozpoczeciem prac remontowych pobiera od
zleceniodawcy 15 % zaliczke wliczang do catkowitego rozliczenia po zakorhczeniu prac.

1. Jaki jest catkowity koszt remontu, jezeli zaliczka wynosi 2 475 z1?

2. Jaka kwote zleceniodawca bedzie musiat doptaci¢ po zakonczeniu remontu?

3. Jaka kwote musiatby zaptaci¢ zleceniodawca, gdyby kwota zaliczki nie byta wliczana do
ogolnego rozliczenia?

Cwiczenie 9

Cukier stanowi 12,3 % masy bananéw. W ilu kilogramach bananéw znajduje sie 0,5 kg cukru?
Wynik zaokraglij do petnych kilogramoéw.

Cwiczenie 10

Pani Anna podczas zakupow wydata 95 % kwoty, ktéra na nie przeznaczyta i zostato jej jeszcze
12,5 zt. Jaka kwote pani Anna przeznaczyta na zakupy?

Cwiczenie 11

Asia i Basia wybraty sie na zakupy do sklepu odziezowego. Asia dzieki obnizce ceny spodni o
60 % zaoszczedzita 156 zt. Natomiast Basia kupita bluzke na 40 % wyprzedazy, za ktéra
zaptacita 147 zi.

1. Ktéra z dziewczynek wiecej zaoszczedzita na zakupach?

2. lle ztotych dziewczynki zaptacity za swoje ubrania?

3. lle ztotych dziewczynki zaptacityby za zakupy, gdyby nie byto wyprzedazy?



Cwiczenie 12

Podczas pierwszego etapu rajdu samochodowego kierowca pokonat 86 % swojej trasy. Do
przejechania pozostato mu jeszcze 42,7 km. Jaka jest dtugosc trasy, ktérag kierowca juz
pokonat?

Cwiczenie 13

Pan Piotr otrzymat 240 z} podwyzki, co stanowi 15 % jego dotychczasowego wynagrodzenia.
lle wynosi jego nowa pensja?

Cwiczenie 14

W klasyfikacji rocznej 12,5 % ucznidw klasy trzeciej uzyskato $rednig ocen wieksza niz 4,75.
Pozostata czes¢ klasy, ktérg stanowi 21 ucznidw, uzyskata dobre wyniki w nauce, poniewaz
ich $rednia byta wieksza niz 4. llu uczniéw klasy trzeciej uzyskato $rednig ocen wiekszg niz
4,75 na koniec roku szkolnego?

Cwiczenie 15

Cena zmywarki w styczniu zostata obnizona o 5%. W sezonie letnim, z powodu niskiej
sprzedazy, cene ponownie obnizono - tym razem o 10 %. Po dwukrotnej obnizce zmywarke
mozna byto kupic za kwote 2257,2 zl.

1. Oblicz cene zmywarki przed obnizkami.

2. Oblicz réznice w cenie zmywarki po kazdej obnizce w odniesieniu do jej ceny
poczatkowej.

Cwiczenie 16

Cene aparatu fotograficznego obnizono o 15 %, a nastepnie podwyzszono o 20 zt. Oblicz cene
poczatkowg aparatu fotograficznego, jezeli jego nowa cena jest rowna 2825 zt.



Cwiczenie 17

Wyznacz wartos¢ liczby z, jezeli
1. liczba 0 15 % wieksza od z jest réwna 78,2
2. liczba o 74 % wieksza od x jest réwna 1566
3. liczba 0 46 % mniejsza od z jest rowna 459
4. liczba o0 24 % mniejsza od z jest réwna 4180

Cwiczenie 18

Podstawe tréjkata rownoramiennego zmniejszono o 20 %, a wysoko$¢ na nig opuszczong
zwiekszono o 20 %. Pole otrzymanego trojkata réwnoramiennego jest mniejsze od pola
pierwszego tréjkata o 18 cm?. Oblicz pole kazdego z trojkatow réwnoramiennych.



Cwiczenie 19

Wsréd pewnej liczby mieszkancow osiedla przeprowadzono ankiete, ktéra dotyczyta
mozliwych sposobéw spedzania wolnego czasu. Kazdy z ankietowanych mégt wybrac tylko
jedna odpowiedz. Ponizszy diagram przedstawia wyniki ankiety.

stuchanie muzyki
wycieczki rodzinne
ogladanie telewizji

sport i rekreacja

wyjscie do kina i teatru

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. lle 0séb spedza swoéj wolny czas, stuchajac muzyki, jezeli 144 osob, sposrod
ankietowanych, oglada telewizje?

2. lle wszystkich oséb brato udziat w przeprowadzonej ankiecie?
Cwiczenie 20

W sklepie ogrodniczym zapowiedziano, ze 12 i 13 czerwca bedzie promocyjna wyprzedaz
kwiatéw doniczkowych. Pierwszego dnia sprzedano 30 % liczby wszystkich kwiatéw. Po
drugim dniu wyprzedazy do sprzedania zostato tylko 49 sztuk kwiatéw, czyli 33% % liczby
kwiatow, ktére nie zostaty sprzedane pierwszego dnia.

1. lle kwiatow sprzedano drugiego dnia wyprzedazy?
2. lle kwiatéow sprzedano podczas dwdch dni wyprzedazy?

3. lle kwiatow byto w sklepie ogrodniczym przed rozpoczeciem sprzedazy promocyjnej?



Cwiczenie 21

W klasie trzeciej pewnego gimnazjum uczniowie uczg sie jezyka angielskiego i hiszpanskiego
z podziatem na grupy, ktére okre$laja poziom zaawansowania znajomosci jezyka. Az 40 %
liczby ucznidw tej klasy uczeszcza na zajecia z jezykédw obcych do grup niezaawansowanych.
Wsraéd tych, ktérzy uczeszczajg na zajecia do grup zaawansowanych, L liczby 0séb uczy sie
jeszcze jezyka francuskiego na zajeciach dodatkowych.

1. lle oséb jest w tej klasie, jezeli jezyka francuskiego uczy sie 6 uczniow?

2. lle 0s6b uczy sie w kazdej z grup?



Jaki procent jednej wielkosci stanowi inna wielkos$¢

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 1

Uzupetnij luki, wpisujgc odpowiednie liczby.

1. liczba 3 stanowi ... % liczby 8

2. liczba 24 stanowi ... % liczby 15

3. liczba 5 stanowi ... % liczby 40

4. liczba 30 stanowi ... % liczby 25


https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU
https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU
https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU

Cwiczenie 2

Klasa Ia liczy 30 uczniow.
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 16 ucznidow tej klasy uczeszcza na dodatkowe zajecia sportowe. W zajeciach
sportowych bierze udziat wiecej niz 55 % uczniéw tej klasy.

(] 12 uczniéw tej klasy to chtopcy. Dziewczynki stanowig 60 % uczniow tej klasy.

0 Mtodsza siostre lub brata ma 9 uczniow tej klasy. Mtodsze rodzeristwo ma 30 %
uczniow klasy Ia.

Cwiczenie 3

Wybierz.
Spddnica kosztuje 45 zt, a sweter 36 zt. Cena swetra stanowi % ceny spodnicy.
Zmieszano 2 | wody i 0,5 | soku. Sok stanowi % otrzymanego napoju.

Po przeprowadzeniu ankiety na temat ulubionego sportu okazato sie, ze 35 ankietowanych

wskazato lekka atletyke, 28 ankietowanych - pitke nozng, 17 - pitke siatkowga. Zwolennicy

‘80”125H65”40”75”20”60”20”2,5”75”7,5”35”21,25”80’

\ 25 ] \ 43,75

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4

Podczas egzaminu z jezyka angielskiego mozna byto uzyska¢ maksymalnie 70 punktéow. Aby
zdaé egzamin, trzeba byto uzyska¢ przynajmniej 40 % wszystkich punktéw. Ania uzyskata 29
punktéw, a Michat 27 punktéw. Kto zdat egzamin?

() Zadne z nich nie zdato.

() Zdata tylko Ania.

() Zdali obydwoje.

Cwiczenie 5

Boki prostokata dtugosci 12 cm i 8 cm zwiekszono o 2,5 cm kazdy. Jakim procentem pola
mniejszego prostokata jest pole wiekszego? Wynik podaj z doktadnoscia do czesci setnych
procenta.

Cwiczenie 6

Kazdego ranka Kasia wypija filizanke kawy, ktérg przyrzadza w nastepujacy sposéb: do filizanki
wsypuje tyzeczke kawy (okoto 2,5 g), wlewa okoto 100 g wody, wsypuje okoto 5,5 g cukru
oraz wlewa okoto 20 g mleka. Jaki promil napoju stanowi kawa, a jaki cukier? Wyniki podaj

z doktad0,01



Cwiczenie 7

W szkolnej druzynie ptywackiej jest 15 dziewczat i 25 chtopcdw. Sposrdd dziewczat 6 ptywa
stylem klasycznym, 5 crawlem i 4 stylem motylkowym. Sposrdod chtopcow 15 ptywa crawlem,
8 stylem motylkowym i 2 stylem klasycznym.

1. Jaki procent wszystkich cztonkdéw druzyny stanowia dziewczeta?

2. Jaki procent wszystkich cztonkoéw druzyny ptywa stylem motylkowym?

3. Jaki procent dziewczat ptywa stylem klasycznym?

4. Jaki procent cztonkdéw druzyny stanowiag chtopcy ptywajacy stylem klasycznym?
Cwiczenie 8

Cene telefonu komdrkowego wynoszaca 120 zt obnizono do 102 zt. O ile procent tanszy jest
teraz telefon?

Cwiczenie 9
Wybierz.

Garsonke, ktéra kosztowata 150 zt, mozna teraz kupi¢ za 120 zt. Cene garsonki obnizono o

______________ %,

: %.

\102]\ 83[\ 75]\ 85" 15]\ 80" 20]\ 25]\ 2]\ 27]\ 70]\ 20]\ 9]\ 120]\ 80]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 10

Uzupetnij luki, wpisujgc odpowiednie liczby.
Na sprawdzianie z matematyki za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto uzyska¢é
maksymalnie 50 punktow. Pawet uzyskat 45 punktow, a Natalia 36 punktéw.

1. Pawet uzyskat ... % wszystkich mozliwych punktéw, a Natalia ... % maksymalnej liczby
punktow.

2. Pawet uzyskat o ... % punktéw wiecej niz Natalia.

3. Natalia uzyskata o ... % punktéw mniej niz Pawet.

Cwiczenie 11

Pan Kowalski zarabia obecnie 2700 zt miesiecznie, a pensja pana Nowaka wynosi 3600 zt
miesiecznie. Od nowego roku w firmie, w ktérej pracuja obaj panowie planowane sg podwyzki,
po ktorych pan Kowalski bedzie zarabiat 3105 zi, a pan Nowak 4032 zt.

1. O ile procent mniej zarabiat pan Kowalski niz pan Nowak przed podwyzka?

2. O ile procent wzrosta pensja pana Kowalskiego, a o ile pensja pana Nowaka w wyniku
podwyzki?

3. U ktoérego z panéw wzrost procentowy pensji byt wiekszy?

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
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Cwiczenie 12

W klasie Ia jest 12 chtopcéw i 13 dziewczat, a w klasie Ib jest 15 chtopcdédw i 10 dziewczat.

1. Jakim procentem wszystkich uczniéw obu klas pierwszych sg chtopcy z obu klas?

2. O ile procent wiecej jest chtopcow niz dziewczat w klasie Ib?

3. O ile punktéw procentowych mniej jest chtopcéw niz dziewczat w klasie Ia?

Cwiczenie 13

W ogrodku Krysi rosnie 100 sadzonek kwiatéw: 40 réz, 25 tulipanéw, 15 Zzonkili i 20
stokrotek. Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Stokrotek jest 0 25 % wiecej niz zonkili.

(] Stokrotek jest o 5 punktéw procentowych mniej niz réz.

(] Tulipanéw jest o 37,5 % mniej niz roz.

(] Tulipanéw jest o 10 punktéw procentowych wiecej niz zonkili.

Cwiczenie 14

Karol przygotowuje sie do udziatu w olimpiadzie matematycznej. W ciagu dwéch dni rozwigzat
25 % wszystkich zadan. Zostato mu do rozwiazania jeszcze 30. O ile procent Karol musi
zwiekszy¢ ilos¢ zadan rozwigzywanych w ciggu jednego dnia, aby rozwigzac wszystkie w ciagu
7 dni?

Cwiczenie 15

Znajdz informacje na temat powierzchni Hiszpanii i Europy. Oblicz, jaki procent powierzchni
Europy stanowi Hiszpania.



Cwiczenie 16

Wyszukaj w dostepnych zrédtach dane dotyczace powierzchni i liczby ludnosci wojewddztwa,
w ktérym mieszkasz. Oblicz, jaki procent powierzchni Polski stanowi powierzchnia twojego
wojewddztwa oraz jaki procent ludnosci Polski stanowi ludnosé zamieszkujaca twoje
wojewddztwo. Wynik podaj z doktadnoscig do czesci dziesigtych procenta.

WOj.
pomorskie
18 310,34 km?

woj. warminisko-mazurskie

Woj. 24.173,47 km?
zachodniopomorskie WOj.
2 " podlaskie
e 20 187,02 km?
17 971,34 kam?

woj. mazowieckie
35 558,47 km?

WOj.
lubuskie
13 987,89 km?

woj. wielkopolskie
29 826,50 km?

woj. t6dzkie
18 218,95 km?

Woj.
lubelskie
13 987,89 km?

woj. dolnoslaskie
19 946,74 km?

] woj. 2156150 |
opolskie WOj. Swigtokrzyskie
9411,87 km? D Slaskie 11 710,50 km?
1004416 1268239

woj. podkarpackie
17 845,76 km?
2129294

woj. matopolskie
15 182,79 km?
3360581

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Obliczenia procentowe. Czesé |

PoznaliSmy rozne typy obliczen procentowych: obliczanie procentu danejliczby, obliczanie
liczby na podstawie danego jej procentu czy obliczanie, jakim procentem jednejliczby jest
druga liczba. Nie kazdy problem mozna rozwigzac¢, postugujac sie tylko jednym

z wymienionych wyzej typow obliczen procentowych, niekiedy trzeba uzy¢ dwoch lub
wiecej typow.

Cwiczenie 1

Zestaw szklanek kosztowat 120 zt. lle kosztowat ten zestaw po 25 % obnizce?

Cwiczenie 2

Cena kostiumu kapielowego po obnizce o 15 % wynosi 89,25 zl. lle kosztowat ten kostium
przed obnizka?

Cwiczenie 3

Przed $wietami Bozego Narodzenia pudetko bombek choinkowych kosztowato 25 z,
a w pierwszym tygodniu po swietach 18 zt. O ile procent obnizono cene bombek w pierwszym
tygodniu po swietach?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 4

Panstwo Wiéniewscy, korzystajac z 20 % obnizki cen podczas wyprzedazy, kupili telewizor,
ktory przed obnizka kosztowat 1550 zt.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

lle ztotych zaoszczedzili Pannstwo Wisniewscy?

() 750zt

() 387,50 zk

(O 310z

() 1240z



Cwiczenie 5

Pan Waldemar wazyt przed wakacjami 65 kg, a po wakacjach 52 kg.

O ile pan Waldemar schudt w czasie wakacji?

O 5%

O 10%

O 20%

O 25%



Cwiczenie 6

W roztworze wodnym soli kuchennej o stezeniu 2,5 % znajduja sie 2 g soli. lle wynosi masa
roztworu?

O 8g

O 80g

O 5g

() 500g

Cwiczenie 7

Wsréd ucznidw klas pierwszych pewnego gimnazjum przeprowadzono ankiete na temat
miejsca spedzania swiagt wielkanocnych. Wyniki ankiety przedstawiono na diagramie.

16%
38% w domu
u cioci

30%

4% u dziadkow

z rodzing
na wyjezdzie 12%
u znajomych

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie powyzszego diagramu odpowiedz na pytanie.
O ile procent uczniéw mniej spedza swieta wielkanocne u znajomych niz u dziadkéw?



Cwiczenie 8
Potacz w pary.

25,2 Liczba, ktérej 40% wynosi 12
20 Liczba, ktérej 85% wynosi 34
21 28% liczby 75
Procent liczby 70, ktéry stanowi liczba
30
14
25 35% liczby 72
40 Procent liczby 36, ktéry stanowi liczba

9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Na tygodniowym obozie narciarskim byto 150 oséb. Po pierwszym tygodniu, z powodu ztych
warunkow atmosferycznych wyjechato 30 % wszystkich uczestnikdéw, po uptywie drugiego
tygodnia wyjechato 20 % uczestnikéw pozostatych po pierwszym tygodniu.

1. llu uczestnikdw wyjechato po pierwszym , a ilu po drugim tygodniu obozu?

2. llu uczestnikdw obozu pozostato?

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Ekspres do kawy kosztowat 1500 zt. Cene ekspresu podniesiono dwukrotnie, najpierw o 20 %,
a nastepnie jeszcze 0 15 %.

1. lle kosztuje ekspres po ostatniej podwyzce?

2. O ile procent wiecej kosztuje ekspres po dwukrotnej podwyzce ceny?



Cwiczenie 11

W dwdch sklepach meblowych obnizono ceny mebli. W sklepie ,Alicja” cene kanapy
wynoszaca 650 zt obnizono najpierw o 20 %, a potem jeszcze o 15 %, natomiast w sklepie
,Beata” te sama cene kanapy obnizono jednorazowo o 35%.

1. lle kosztuje kanapa w sklepie ,Alicja”, a ile w sklepie ,Beata”?

2. W ktérym ze sklepéw oferta dla klienta jest korzystniejsza?

Cwiczenie 12
Na drzwiach sklepu AGD pojawita sie kartka z napisem WSZYSTKIE CENY NIZSZE O 20%.

Potacz w pary ceny poczatkowe artykutéw i koricowe.

Lodéwka - 1100 zt 880 zt
Odtwarzacz DVD - 350 zt 280 zt
Odkurzacz - 750 zt 600 zt
Suszarka do wtoséw - 50 zt 40 zt
Telewizor - 1800 zt 1440 zt
Pralka - 2500 zt 2000 zt

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Na poczatku stycznia 2014 roku zostat pobity rekord Guinnessa dotyczacy dtugosci
(] czasu ogladania telewizji. Nowy rekord wynosi 87 godzin. Maraton filmowy
trwajacy 12 godzin to mniej niz 14 % tego rekordu.

Antek ma 185 cm wzrostu, a Janek jest od niego o 12 % nizszy. Janek ma wiecej niz
170 cm wzrostu.

W klasie Ia jest 4 ucznidw, ktdrzy nie majg rodzenstwa. Stanowig oni 20 %
wszystkich uczniéw tej klasy. Klasa I a liczy 25 osob.

Marysia przeczytata juz 182 strony, co stanowi 65 % liczby wszystkich stron ksigzki.
Ksigzka, ktérg czyta Marysia ma 280 stron.

O

Cwiczenie 14

Podczas lekcji chemii uczniowie, pracujac w grupach, mieli do wykonania doswiadczenie,
ktorego celem byto uzyskanie 40 % roztworu soli kuchennej. I grupa zmieszata 100 g wody z
40 g soli, grupa II rozpuscita 80 g soli w 120 g wody, grupa III rozpuscita 8 g soliw 12 g
wody, a grupa I'V zmieszata 20 g soli z 30 g wody. Ktéra z grup wykonata poprawnie
doswiadczenie, czyli uzyskata 40 % roztwor soli kuchennej? Wybierz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

Grupa Il

Grupa IV

Grupa I

o o 0O 0O

Grupa III



Cwiczenie 15

Morze Martwe jest najbardziej zasolonym zbiornikiem wodnym na $swiecie. Pomimo ze nazywa
sie morzem, w rzeczywistosci jest jeziorem. Jego zasolenie wynosi $rednio 28 %, czyli 280%o.
Przez zasolenie wody morskiej rozumiemy odpowiedzZ na pytanie: jakim promilem masy wody
morskiej jest masa soli w niej zawartej?

Oblicz, ile kg soli znajduje sie w 25 kg wody z Morza Martwego.

-y

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16

Uzupetnij.

1.20 % z 3 godzin to ... minut

2. 5% z 24 metréw to ... centymetrow

3. 37% z 50 kilograméw to ... graméw

4.45% z 80 ztotych to ... groszy

5.17% z 5 litréw to ... mililitrow

6.32% z 7 ton to ... kilograméw

7. 78 % z 27 decymetrow to ... milimetrow

Cwiczenie 17

Dziatka ma ksztatt prostokata o wymiarach 150 m i 80 m. Truskawki zajmuja 35 % dziatki. lle

m?ma pozostata cze$¢ dziatki?

Tia '
v

VNG
A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18

W gimnazjum, do ktérego uczeszczajg lga, Magda i Bartek oceny ze sprawdzianéow
z matematyki sg zalezne od liczby otrzymanych punktéw.

e Ocena dopuszczajacy od 40 % do 54 % wszystkich mozliwych do uzyskania punktéw.

o Ocena dostateczny od 55 % do 74 % wszystkich mozliwych do uzyskania punktéw.

e Ocena dobry od 75 % do 89 % wszystkich mozliwych do uzyskania punktéw.

e Ocena bardzo dobry od 90 % do 99 % wszystkich mozliwych do uzyskania punktéw.

e Ocena celujacy 100 % wszystkich mozliwych do uzyskania punktow.

Z ostatniego sprawdzianu z matematyki mozna byto otrzymac¢ maksymalnie 50 punktéw. Iga
uzyskata z tego sprawdzianu 46 punktow, Magda 40 punktow, a Bartek 33 punkty. Jaka ocene
otrzymato kazde z nich?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 19

Bilbo podczas wielkiej wyprawy przebyt wraz z druzyng krasnoluda Tela droge dtugosci
250 km. Pierwszy etap podrozy, czyli odcinek wiodacy do skraju Mrocznej Puszczy, stanowit
45 % catej drogi.

1. lle kilometréw musiat jeszcze pokonac Bilbo, aby dotrze¢ do celu podrozy?

2. Jakim procentem pozostatej drogi byt pierwszy etap podrézy?

Cwiczenie 20

MezczyZzni stanowili24 % wszystkich uczestnikéw wycieczki do Paryza, 48 % uczestnikéw to
kobiety. Oprocz tego w wycieczce wzieto udziat 14 dzieci.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. lle oséb wzieto udziat w wycieczce?

2. O ile wiecej kobiet niz mezczyzn uczestniczyto w wycieczce?



Cwiczenie 21

W ogrédku pani Jadzi rosna tulipany, réze i zonkile. R6z jest o 25 % wiecej niz tulipandw, ale o
20 % mniej niz zonkili, ktorych jest 50. lle réz i ile tulipandw ro$nie w ogrédku pani Jadzi?

Cwiczenie 22

Przeprowadzono sondaz dotyczacy poparcia dla partii politycznych. Wséréd ankietowanych
mezczyzn 2,5 % zadeklarowato poparcie dla partii X, za$ 4 % poparcie dla partii Y. Wérod
kobiet 5 % ankietowanych zadeklarowato poparcie dla partii Y. Zadna z uczestniczek sondazu
nie zadeklarowata poparcia dla partii X. Po podsumowaniu wynikéw sondazu okazato sie, ze
poparcie dla partii X wyrazito 2 % wszystkich ankietowanych, czyli 20 oséb. llu mezczyznii ile
kobiet zadeklarowato poparcie dla partii Y?

Cwiczenie 23

Wyszukaj w dostepnych Zrdédtach informacje dotyczace préb ztota i srebra, a nastepnie oblicz,
ile czystego ztota znajduje sie w tancuszku wazacym 30 g, wykonanym ze ztota préby
pierwszej oraz ile jest czystego srebra w pierscionku wazacym 25 g wykonanym ze srebra
préby drugiej.

Cwiczenie 24

Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacje dotyczace gestosci zaludnienia
w poszczegdlnych wojewddztwach w Polsce, a nastepnie oblicz, o ile promili mniejsza jest
gestos$¢ zaludnienia w wojewddztwie opolskim niz w wojewédztwie Swietokrzyskim.
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Przyktad 1
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Przyktad 2
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TWOJEGo Bamky, 1o po
UPLYWIE ROKU DO Kwory,
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DOPISANE ODSETKI wysokoscy
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Przyktad 3

Pan Kowalski wptacit do banku 2500 zt na lokate oprocentowang 5 % w skali roku.
Obliczymy kwote odsetek, ktora pan Kowalski otrzyma po uptywie roku oraz kwote, jakg
pan Kowalski bedzie mogt wyptaci¢ po uptywie roku z banku.

Obliczamy odsetki, jakie otrzyma pan Kowalski.

5% z 2500 zt to 5% e 2500 zt = 0,05 e 2500 zt = 125 z}
Obliczamy, ile ztotych bedzie mogt wyptaci¢ z banku pan Kowalski po uptywie roku.
2500 zt + 125zt = 2625zt
lub

105% z 2500 zt t0105 % e 2500 zt = 1,05 e 2500 zt = 2625 zt.


https://zpe.gov.pl/a/D1k0ja4rY
https://zpe.gov.pl/a/D1k0ja4rY

Obliczajgc kwote, jaka pan Kowalski otrzyma po uptywie roku, nie uwzgledniliSmy
podatku od odsetek, ktory pobierany jest przy wyplacie zgromadzonych oszcze¢dnosci.
Podobnie, w celu uproszczenia obliczen, bedziemy pomija¢ podatek od odsetek

w nastepnych przykladach i zadaniach.

Przyktad 4

Pani Irena wptacita do banku pewna sume pieniedzy na lokate oprocentowana 7 %

w skali roku. Po uptywie roku mogta wyplaci¢ 1605 zt. Jaka kwote wptacita pani Irena do
banku? Jakg kwote odsetek bank naliczyl pani Irenie?

Kwota, ktora pani Irena moze wyptacic¢ z banku po roku, to 107% kwoty wptaconej, wobec
tego musimy obliczy¢ liczbe, ktorej 107 % wynosi 1605 zt.

107% e x = 1605
1,07 e z = 1605
z = 1605 : 1,07 = 160500 : 107 = 1500

Pani Irena wptacita do banku 1500 zt.
Obliczymy teraz kwote odsetek, ktore bank naliczyt pani Irenie.

1605 zt — 1500 zt = 105 zt

lub

7% z 1500 zt to 7% - 1500 zt = 0,07 e 1500 zt = 105 zt

Przyktad 5

Pani Kasia wplacita na lokate roczna 3000 zt. Po roku stan konta pani Kasi wynosit

3120 z1. Jakie byto oprocentowanie tejlokaty?

W celu obliczenia oprocentowania lokaty musimy obliczy¢, jakim procentem wptacone;j
kwoty sg odsetki dopisane przez bank po uptywie roku.

Pani Kasia otrzymata

3120 zt — 3000 zt = 120 z} odsetek.

Obliczymy wigc, jakim procentem kwoty 3000 z1 jest kwota 120 zt.

st0p © 100% = 200 % = 4%
Oprocentowanie lokaty, na ktorg wptacita pienigdze pani Kasia wynosi 4 %.

Przyktad 6



Pan Nowak wplacit do ,Twojego Banku” 4000 z1, na lokate roczng, ktorej oprocentowanie
wynosito 7 %. Przez okres dwoch lat pan Nowak nie wptacat ani nie wyptacat zadnych
pieniedzy, a bank nie zmienil oprocentowania lokaty. Jaka kwote bedzie mogt wyptacic
pan Nowak po uptywie dwoch lat?

Jezeli pan Nowak nie dokonywat w ciggu dwoch lat zadnych operaciji finansowych, to
odsetki dopisane przez bank po drugim roku lokaty byty naliczane nie od kwoty
wplaconej przez pana Nowaka do banku, tylko od kwoty, ktora znajdowala sie na koncie
pana Nowaka po uptywie roku, czyli 4000 z powiekszonych o siedmioprocentowe
odsetki.

Obliczymy najpierw, ile zt odsetek dopisano panu Nowakowi po uptywie pierwszego
roku lokaty.

7% o 4000 zt = 0,07 @ 4000 zt = 280 zt

Zatem stan konta pana Nowaka po roku wynosit

4000 zt + 280 zt = 4280 zt.

Obliczymy teraz odsetki dopisane po drugim roku lokaty.

7% - 4280 zt = 0,07 @ 4280 zt = 299,60 zt
Ostatecznie, po uptywie dwoch lat, pan Nowak bedzie mogt wyptaci¢ kwote
4280 zt + 299,60 zt = 4579,60 zi.

Przyktad 7

Pan Kamil wptacit do banku 1500z} na lokate kwartalna (tzn. takg, w ktorej odsetki
dopisywane sg nie po uplywie roku, tylko po uptywie kwartatu, czyli 3 miesiecy), ktorej
oprocentowanie wynosi 4 % (oprocentowanie lokaty podawane jest zawsze w stosunku
rocznym, czyli okreSla, ile ztotych odsetek dopisane zostatoby do stanu konta po uptywie
roku). Obliczymy, ile zt odsetek zostanie dopisane do konta pana Kamila po uptywie
terminu lokaty, tzn. 3 miesiecy.

Odsetki, ktore zostang naliczone przez bank, obliczymy, mnozac kwote wplacona przez
pana Kamila przez 1% (tyle uzyskamy, dzielagc 4 %, stanowiace oprocentowanie

w stosunku rocznym, przez 4, czyli liczbe kwartalow mieszczacych sie w roku).

1% 1500 zt = 15 zi

Aby obliczy¢ odsetki w przypadku lokaty, ktorej termin jest krotszy niz rok, nalezy
wplacong kwote pomnozy¢ przez liczbe procent, uzyskang w wyniku podzielenia
oprocentowania lokaty przez ilos¢ okresow, po uptywie ktorych dopisywane sg odsetki
mieszczace sie w ciggu roku. Np. jezeli lokata jest 6 miesieczna, to przez 2, gdyby byla to
lokata miesi¢czna, to przez 12 itp.



Cwiczenie 1

Antek chce kupi¢ aparat fotograficzny. W jednym ze sklepdéw za aparat Antek musiatby
zaptaci¢ 1350 zl, w drugim cena aparatu wynosi 1100 zt + 23 % VAT. W ktorym sklepie cena
aparatu jest korzystniejsza dla Antka?

w Sklep 1 w Sklep 2

cena: 1350 zt cena: 1100 zt

+ 23% VAT
zapytaj o produkt ' zapytaj o produkt

' dodaj do koszyka

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Na podstawie rysunku odpowiedz na pytania.

1. Jaka jest cena netto roweru?

2. Jaka jest kwota podatku VAT, ktérg sprzedawca powinien odprowadzi¢ do skarbu
panstwa?

ROZMIAR: 15", 17", 19", 21" ~

cena: 1476 zt

(zawiera podatek VAT 23%)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

W celu obliczenia ceny netto nalezy cene brutto

pomnozy¢ przez 123 %

podzieli¢ przez 123 %

pomnozy¢ przez 23 %

o O O O

podzieli¢ przez 23 %



Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Podatek VAT zaptacony od zakupu telewizora wynosit 356,50 zt. Cena, jaka musimy

(] zaptacic za ten telewizor to 1550 zt (przyjmujac stawke VAT dla zakupu towaréw
réwna 23 %)

Pan Julian, wtasciciel sklepu AGD, sprzedat kuchenke mikrofalowa za 221,40 zt.

(] Podatek VAT, ktéry pan Julian powinien odprowadzi¢ w zwiazku z ta sprzedaza
wynosi 42,40 zt.

0 Naprawa lodoéwki kosztowata 54 zt. Przyjmujac, ze stawka VAT na ustugi wynosi
8 %, mozemy stwierdzi¢, Ze cena netto tej naprawy wynosita 50 zt.

Cwiczenie 5

Cena 1 m>terakoty w sklepie ,Twéj dom” wynosi 61,50 zt (cena zawiera podatek VAT). Pan
Krzysztof zakupit w tym sklepie terakote do pokrycia podtogi w kuchni, ktora jest prostokatem
o wymiarach 4 m i 5 m. lle zt podatku musi przekaza¢ wtasciciel sklepu po sprzedaniu panu
Krzysztofowi terakoty na pokrycie tej podtogi?

Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusé.

 zt,

..............

..............

‘ netto ‘ brutto ’

300 zt ] \ 154 7+ ] \ 369 zt ] \ 231 7t ] \ 246z+]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 7

W kwiaciarni ,Kaktusik” roza kosztuje brutto 8 zt. Cena netto przybrania wynosi 9 zt. lle
powinien zaptacic klient, ktory w kwiaciarni ,Kaktusik” kupit 3 réze z przybraniem?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Co miesigc za korzystanie z internetu pan Michat ptaci 66,42 zt (wraz z 23 % podatkiem VAT).
O ile mniej ptacitby pan Michat, gdyby podatek VAT wynosit 8 %?



Cwiczenie 9

Pani Agata wptacita do banku 1350 z}. Odsetki, jakie uzyska po roku pani Agata przy 5%
oprocentowaniu lokaty wyniosg

(O 135zt
() 1417,50 zt
O 67,5z
(O 1282,50 zt

Cwiczenie 10

Po uptywie roku, od momentu wptacenia pieniedzy do banku na lokate oprocentowana 7%
w skali roku pan, Marek pobrat wptacone pienigdze wraz z odsetkami w kwocie 2140 zt. Pan
Marek wptacit do banku

1860 zt

1990,20 zk

o O O

2107 zt

O 2000 zt

Cwiczenie 11

Pan Kowalski wptacit do banku 2400 z! na lokate oprocentowana 5 % w skali roku, ale nie
wyptacit swoich oszczednosci ani odsetek po uptywie roku, lecz pozostawit je w banku na
kolejny rok. lle ztotych bedzie mogt wyptaci¢ z banku pan Kowalski po dwoch latach?

Cwiczenie 12

Na lokate roczng zostata wptacona kwota 2800 zt. Po uptywie roku okazato sie, ze odsetki
dopisane przez bank do tej kwoty wyniosty 112 z}. Jakie byto oprocentowanie tej lokaty?



Cwiczenie 13

Mama Ewy wptacita na lokate roczng 1900 zt. Po roku na koncie mamy Ewy znajdowato sie
1957 zt. Jakie byto oprocentowanie lokaty, na ktorg wptacita pieniagdze mama dziewczynki?

Cwiczenie 14

Marta wptacita do banku 2500 zt na lokate potroczng oprocentowana 7 % w skali roku. lle
ztotych bedzie mogta wyptacic¢ po uptywie terminu lokaty?

Cwiczenie 15

lle ztotych odsetek uzyska po roku pani Kasia, ktora wptacita 3500 zt na lokate potroczng
oprocentowana 7 % w skali roku, jezeli nie bedzie przez ten rok wptacata ani wyptacata
pieniedzy?

Cwiczenie 16

Jakim procentem ceny brutto jest wysoko$é¢ 23 % podatku VAT?

Cwiczenie 17

Wyszukaj w dostepnych zrédtach informacje na temat podatku od odsetek dopisywanych do
stanu konta po uptywie terminu lokaty, a nastepnie oblicz, ile ztotych odsetek otrzyma po roku
klient, ktory wptacit 2200 zt na lokate roczng oprocentowana 4 %, po uwzglednieniu tego
podatku.



Figury ptaskie

Stowo geometria pochodzi z jezyka greckiego i oznacza ,mierzenie ziemi” (geo to ziemia,
metroin to mierzyc¢). W starozytnej Greciji, a wczesniej jeszcze w Egipcie, geometrzy penili
takg role, jakg dzi$ peinig geodeci. Wykonywali pomiary dzialek — wyznaczali granice,
obliczali pola powierzchni. Uzywali przy tym sznur6éw i prostych przyrzadow,
przypominajacych cyrkle. Dziatki egipskich chtopow byly corocznie zalewane przez Nil,
zatem geometrzy ciggle doskonalili swoje umiejetnosci, aby terminowo wykonac pilne
prace.

Rozgladajac sie dokota, zauwazamy rozmaite obiekty trojwymiarowe. Opisujgc je, mozemy
okresli¢ ich dlugose¢, szerokos¢, wysokosc lub glebokos¢. Takie obiekty to figury
przestrzenne (bryty). Badaniem wilasnosci bryt zajmuje sie stereometria (z jezyka greckiego
stereo to przestrzen).

Cienie bryt (w geometrii zwane rzutami) maja ksztalt figur ptaskich. Badaniem wiasnosci
figur ptaskich zajmuje si¢ nauka zwana planimetria (z jezyka greckiego plano to
plaszczyzna, metroin to mierzyc).

... A WCZESNIET JESZCZE W EGIPCIE... \

- WYENACZALI GRANICE,

geo =ziemia metroin = mierzyc - OBLICZALI POLA

/ 0 POWIERZCHNL
... GEOMETRZY PELNIL \
TAKA ROLE, JAKA PEENIA \fl

-+ t..E
DZ/§ GEODECI,

| W STAROZYTNE] GREC]L...

- i |
— GEOMETRZY UZYWALI PREZY TYM PROSTYCH J :

PRZYRZADOW, PREYPOMINAJACYCH CYRKLE.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Cwiczenie 1

Zastanow sie, jak zmienia sie cien obracajgcego sie szescianu.

o Jak myslisz - jaka figure ptaska bedzie przypominat cien szescianu, na ktéry popatrzymy
z goéry? Az boku?

e Czy mozna tak umiescic szescian, by patrzac z gory, widziec szesciokat?

e Jakie inne figury ptaskie przypominaja ci cienie szeScianu?

Sprawdz swoje przypuszczenia.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje obracajacy sie szescian, ktory pozostawia na ptaszczyznie rézne
odbicia.

Zauwazamy, zZe cienie sze$cianu maja najczesciej ksztatt wielokatéw - czworokatéw,
szesciokatéw lub pieciokatow.


https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Niektore elementy figur przestrzennych takze majg ksztatt figur ptaskich.

Przyktad 1
Jakie figury ptaskie mozna dostrzec na rysunkach?
\J/
T - Mg T 7 il

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ciekawostka

» Naliscie nazwisk zapisanych na wiezy Eiffla znajduje si¢ nazwisko francuskiego
matematyka, fizyka i chemika Gasparda Monge’a, zyjacego na przetomie X VIII i
XIX w.

» Monge opracowat metode odwzorowywania bryt na prostopadte wzgledem siebie
ptaszczyzny. Metoda ta, zwana rzutami Monge, jest stosowana powszechnie do
rozwigzywania wielu problemow geometrycznych.

Punkt, prosta, wzajemne potozenie prostych

Juz wiesz



. 4AsS punkt

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Najprostsza figurg geometryczng jest punkt.
» Wszystkie pozostate figury geometryczne sktadajg si¢ z punktow.
o Punkty oznaczamy duzymi literami.

Modelem punktu moze by¢ kropka narysowana otéwkiem lub na przyktad zmniejszajgcy sie
obraz Ksiezyca widzianego ze statku kosmicznego.



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wazne!

Przykladem figury, ktora sktada si¢ z nieskonczenie wielu punktow, jest prosta.

y' iy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Proste oznaczamy matymi literami, na przyktad: a, ¢, p, 7, g, ¢, s.

proste rownolegie proste réownolegte
@ pokrywajace sie
a b
c=d
alb cld
proste przecinajace sie proste prostopadie
¢ QN
p q
sit

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

» Dwie proste nazywamy rownolegtymi, jesli nie maja punktow wspolnych lub majg
nieskonczenie wiele punktow wspolnych (pokrywaja sie).



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

« Jesli proste maja doktadnie jeden punkt wspolny, to moéwimy, ze przecinaja si¢. Takie
proste nazywamy prostymi przecinajacymi si¢.
« Jesli proste przecinajg sie¢ pod katem prostym, wowczas nazywamy je prostopadtymi.

Przyktad 2

Przedstawmy konstrukcje prostej prostopadtejdo danej prostej, poprowadzonej przez
dany punkt.

Rozwazymy dwa przypadki — punkt nie lezy na danej prosteji punkt lezy na proste;j.
Przypadek I

Dana jest prosta p i punkt A nielezacy na tej proste;j.

Przez punkty A i A' przeprowadzamy prosta.
Prosta ta jest prostopadta do prostej p.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukciji

Kreslimy okrag o srodku w punkcie A tak, aby przecinat prosta p.

Punkty przeciecia okregu z prostg oznaczamy K i L.

Rysujemy okregi o jednakowych promieniach i o Srodkach w punktach K i L, tak aby
jednym z punktéw przeciecia okregdéw byl punkt A.

Drugi z punktéw przeciecia okregdéw oznaczamy A .
Rysujemy prostg przechodzacg przez punkty A i A’. Prosta ta jest prostopadia do

prostej p.


https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Przypadek I1
Punkt A lezy na proste;j p.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji

Rysujemy okrag o srodku w punkcie A.

Punkty przeciecia okregu z prosta p oznaczamy K i L.

Kreslimy przecinajace sie¢ okregi o rownych promieniach i srodkach odpowiednio
w punktach K oraz L.

Punkty przeciecia okregow oznaczamy M, N.

Rysujemy prostg przechodzacg przez punkty M, N. Prosta ta jest prostopadta do
prostej p i przechodzi przez punkt A.

Przedstawmy teraz konstrukcje prostych rownolegtych.
Przyktad 3

Dana jest prosta p i punkt A nielezacy na tej prostej. Skonstruujemy prostg rownolegta do
prostej p przechodzacg przez punkt A.


https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

3o

Z ;’t Przez punkty A i D przeprowadzamy prosta,
ktora jest rownolegta do prostej p.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji

o Kreslimy okrag o Srodku w punkcie A i takim promieniu r, aby okrag przeciat prosta
D.

e Jeden z punktéw przeciecia okregu z prostg oznaczamy B.

e Z punktu B wykreslamy okrag o promieniu 7.

» Oznaczamy C - punkt przeciecia tego okregu z prosta p.

o Punkt przecigcia okregu o $srodku w punkcie A z okregiem o $srodku w punkcie C
oznaczmy D.

e Przez punkty Ai D przeprowadzamy prostg q. Prosta ta jest rownolegta do proste;j p.


https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Cwiczenie 2

lle prostych przechodzi przez dany punkt? A przez dwa rézne punkty?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wiasnosé: Prosta i punkty

e Przezjeden punkt przechodzi nieskonczenie wiele prostych.
e Przez dwarozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.

Potptaszczyzna

Definicja: Potptaszczyzna

Prosta dzieli ptaszczyzne na dwie cze$ci. Kazdg z nich wraz z tg prostg nazywamy
polptaszczyzng. Prosta ta jest brzegiem kazdej z tych polptaszczyzn.



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Prosta dzieli ptaszczyzne na dwie czesci. Kazdg z tych czesci,
" wraz z tg prosta nazywamy potptaszczyzna.

potptaszczyzna

potptaszczyzna

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Cwiczenie 3

Jak myslisz - na ile czesci dwie proste mogg podzieli¢ ptaszczyzne? A trzy proste? Sprawdz
SWOje przypuszczenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DYcNXOb9A
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Jaka jest najmniejsza, a jaka najwieksza liczba czesci, na ktére trzy rézne proste mogg podzieli¢
ptaszczyzne?

Potprosta, odcinek


https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

potprosta PA

potprosta PB

odcinek AB

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

Punkt lezgcy na prostej dzieli ja na dwie czesci. Kazda z tych czesci, wraz z tym punktem
nazywamy polprosta. Punkt ten jest poczatkiem kazdej z potprostych.
Definicja: Odcinek

Cze$¢ prostej zawartej miedzy dwoma punktami, wraz z tymi punktami, to odcinek.
Przyktad 4

Zmieniaj polozenie punktéw A i B na prostej tak, aby otrzymac prostg, odcinek,
polprosta.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYcNXOb9A
Zrédto: Zespét autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Przyktad 5

Obserwujac potozenie prostych i odcinkow zawartych w prostych prostopadtych,
zauwazamy, ze wszystkie polproste i odcinki zawarte w jednejz prostych prostopadtych
sa prostopadte do kazdej polprosteji kazdego odcinka zawartych w drugiej potproste;.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podobnie, wszystkie polproste i odcinki zawarte w jednejz prostych rownoleglych sg
rownolegle do kazdej potprosteji kazdego odcinka zawartych w drugiej proste;.

allb
AB || EF
GH || CD

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



tamana

Cwiczenie 4

Narysuj otwartg koperte. Nie odrywaj otéwka od papieru i nie prowadz go dwa razy po tym
samym odcinku (oprécz poczatku i konca odcinka).

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

» kamana to figura zbudowana z odcinkow w ten sposob, ze koniec pierwszego
odcinka jest poczatkiem drugiego odcinka, koniec drugiego odcinka jest poczatkiem
trzeciego, itd.

» Konce odcinkow - to wierzcholki lamane;j.

Przyktad 6

« To jest tamana otwarta SPORT. Ma ona 5 wierzchotkow.




Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 To jest famana zamknieta AKLEM.

K

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Figury na rysunku zbudowane s3g z odcinkow. Kazda z nich mozna narysowac, nie
odrywajac otowka od kartki papieru i nie rysujgc drugi raz po tej samejlinii, sg to
przyktady tamanych.



AW A

famana tamana famana famana
otwarta otwarta zamknieta zamknieta

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czym rozni sie famana zamknieta od otwarte;j?
Przyktad 8

Uzasadnij, ze figury przedstawione na rysunku nie sg tamanymi.

C
E B

D

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ciekawostka

Z pewnoscig wiesz, ze gazy zbudowane sg z czgsteczek, ktore nieustannie si¢ poruszajg.
Czasteczka gazu porusza si¢ po prostej do momentu zderzenia z inng czasteczka.
Zmienia wtedy kierunek ruchu, az do nastepnego zderzenia. Mozna wiec przyjac, ze tor
ruchu tej czgsteczki ma ksztatt tamane;.

Przyktady figur ptaskich

Modele jakich figur ptaskich zauwazasz na rysunkach?
Czy rozpoznajesz wsrod nich wielokaty? A okregi? A kota?



S
NS
SO
: "i*“'

e

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Narysuj dwa odcinki

1. majace jeden punkt wspdlny

2. prostopadte

3. rownolegte

Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dwa odcinki, ktére lezg na jednej prostej sa réwnolegte.

(] Dwa odcinki, ktére lezg na jednej prostej moga by¢ prostopadte.

(] Dwa odcinki, ktére lezg na jednej prostej moga mie¢ punkty wspdlne.




Cwiczenie 7

Proste, ktore nie maja punktéw wspélnych lub pokrywajg sie, to proste

() przecinajace sie

() prostopadte

() réwnolegte

() skosne

Cwiczenie 8

Proste a i b s3 rownolegte. Prosta c jest prostopadta do prostej b, a prosta d jest rownolegta
do prostej c.

1. Jak sg potozone wzgledem siebie proste a i c?

2. Jak potozone sg wzgledem siebie proste bi d?

3. lle punktéw wspdlnych majg proste ci b?

Cwiczenie 9

Punkt A wyznacza na prostych m i n cztery potproste. Jak potozone sa proste m i n? Gdzie
lezy punkt A?



Cwiczenie 10

Narysuj dwa rézne punkty A i B. Przez punkt A przeprowadz prostg p, a przez punkt B prosta
r tak, aby prostepir

1. nie miaty punktow wspolnych

2. przecinaty sie

3. byty prostopadte

Cwiczenie 11

Wykorzystujac konstrukcje prostych prostopadtych i prostych réwnolegtych, narysuj

1. prostokat

2. réownolegtobok

Cwiczenie 12

Zaobserwuj w ksztatcie jakich figur ptaskich mogg by¢ cienie prostopadtoscianu.

Cwiczenie 13

Narysuj prosta i zaznacz na niej punkty A, B, C, D tak, aby punkt C' lezat miedzy punktami
A i B. Rozpatrz rozne przypadki.



Cwiczenie 14

Mucha wedruje z punktu A do punktu B. Porusza sie tylko po liniach kratek w doéti w prawo.
Musi przejs¢ przez punkt C'. Dtugosc jednej kratki jest rowna 2.

1. Zaznacz kilka drog, ktorymi moze sie porusza¢ mucha.

2. Znajdz dtugos¢ kazdej z nich.

3. Jaka dtugos¢ ma najkrotsza z mozliwych drég?

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 15

Narysujtamang, ktorej

1. boki sg prostopadte

2. doktadnie dwa boki sg réwnolegte

3. kazdy bok ma inna dtugos¢

4. boki sg prostopadte, ale ich dtugosci nie sg rowne

Cwiczenie 16
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jeslitamana zamknieta ma cztery boki to jej boki moga by¢ bokami kwadratu.

(] Z odcinkéw dtugosci 1 cm, 2 cm, 3 cm mozna zbudowac tamang otwarta.

(] Z odcinkéw dtugosci 1 cm, 2 cm, 3 cm mozna zbudowac tamang zamknieta.

Cwiczenie 18

Dokoncz ponizsze zdanie.
tamana zwyczajna zamknieta, ktéra ma najmniejszg liczbe bokow jest brzegiem ... .



Cwiczenie 19

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Potprosta ma poczatek, ale nie ma konca.

(] Dwie proste przecinajace sie mogg mie¢ dwa punkty wspdlne.

(] Przez dwa rézne punkty mozna poprowadzi¢ tylko dwie rézne proste.

(] Konce odcinka nie naleza do tego odcinka.

Cwiczenie 20

Czy mozna zbudowac tamang zamknietg ztozong z trzech odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢?

(] a=5cm,b=5cm,c=12cm

(] a=1dm,b=1dm,c=1dm

(] a=5cm,b=8cm,c=13cm

(] a=5cm,b=6cm,c=8cm

Cwiczenie 21

Znajdz informacje na temat Gasparda Monge i zastosowania wynalezionej przez niego metody
rzutowania obiektéw na 2 lub 3 ptaszczyzny wzajemnie do siebie prostopadte.



Katy i ich rodzaje

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Kat

Dwie polproste o wspolnym poczatku rozcinaja ptaszczyzne na dwie czesci. Kazdg z tych
czesci, wraz z tymi polprostymi nazywamy katem.

Wierzcholkiem kata nazywamy wspolny poczatek obu potprostych, a kazda z
poOtprostych nazywamy ramieniem kata.

Polproste AC i AB wyznaczaja dwa katy. Kazdy z nich mozemy oznaczy¢ symbolem <BAC
. Aby wskazac¢ o ktory kat chodzi, zaznaczamy go odpowiednim tukiem.

Rodzaje katow

Juz wiesz

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

« Jesli ramiona kata uzupetniaja si¢ do prostej, to taki kat nazywamy potpeinym.

kat potpeiny

® m B
® @ @
ramie kata \ S ; ramie kata

wierzchotek kata

kat potpeiny

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

» Gdy ramiona kata pokrywajg si¢, wyznaczaja kat pelny lub kat zerowy.

kat peiny kat zerowy

® >
®w
o0
® >
e
L X @)

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Najczesciejuzywang jednostka miary kata jest stopien.
« Jeden stopien (1°) to 60 minut katowych (60’). Jedna minuta to 60 sekund (60”).
» Katy majgce te samg miare nazywac bedziemy katami rownymi lub przystajgcymi.

Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUMe81d18
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Rodzaje katow

» Kat, ktérego miara jest mniejsza od 90°, ale wieksza od 0°, nazywamy katem ostrym.

o Kat, ktérego miara jest réwna 90°, nazywamy katem prostym.

o Kat, ktérego miara jest wieksza od 90°, ale mniejsza od 180°, nazywamy katem
rozwartym.


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

kat ostry kat prosty kat rozwarty

™

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Katy wypukte, katy wkleste

 Katy, ktorych miara jest mniejsza od 180° lub réwna 180° nazywamy kgtami

wypukiymi.
» Katy, ktérych miara jest wieksza od 180°, ale mniejsza od 360°, to katy wkleste.

ramie kata
kat wypukly kat wklesty
C

B

A B

O
@ ramie kata

wierzchotek kata

o)
% ramie kata

wierzchotek kata

ramie kata

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

W naukach przyrodniczych najczeSciej wykorzystywana miarg kata jest miara tukowa.
Jednostka jest radian. Miary katow pojawiaja si¢ w wielu wzorach fizycznych. Katy
wyrazone w radianach dajg prostsze wyniki niz miary wyrazone w stopniach. Jednakze
mierzenie katow w stopniach w zyciu codziennym jest tak popularne, ze matematycy
i przyrodnicy nie rezygnujg catkowicie ze stosowania miary stopniowe;.



Katy wierzchotkowe i przylegte

Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUMe81d18
Przyktad 3

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUMe81d18
Definicja: Katy przylegte i wierzchotkowe

» Katy przylegle to dwa katy wypukie, ktore majg jedno rami¢e wspolne, a pozostate
ramiona dopelniajg sie¢ do proste;j.



https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

» Katy wierzcholkowe to dwa katy wypukte, ktore majg wspolny wierzchotek
i przedtuzeniem ramion jednego kata sg odpowiednie ramiona drugiego kata.

>,

Na przykiad o iy na rysunku sg katami przylegtymi. Pary katow wierzchotkowych to
aiforazyid.
Przyktad 4

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUMe81d18
Twierdzenie: Suma miar katéw przylegtych

Suma miar katow przyleglych jest réwna 180°.
Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUMe81d18

Dowod
Wprost z twierdzenia o sumie miar katow przylegtych wynika, ze

a—+v=180"
oraz
B+~y=180".

Stad o = 8. Wynika stad, ze katy wierzchotkowe sg rowne.
Twierdzenie: Katy wierzchotkowe

Katy wierzchotkowe majg rowne miary.
Przyktad 6

Obliczmy miary katéw «, B i~y zaznaczonych na rysunku.


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Katy o miarach 477 i 3 to katy wierzchotkowe, wiec § = 47°. Kazdy z katéw a i 7y jest
przylegly do kata o mierze 47°. Zatem

a=y=180" —47° =133".

Przyktad 7

Wyznaczymy miary katow rownolegtoboku ABCD.

E 60°/ A B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Katy EAF i DAB to katy wierzchotkowe, maja wigc rowne miary.



|{DAB| = |{EAF| = 60°

Suma katow rownolegtoboku lezacych przy jednym boku jest rowna 180.
Katy DABi ABC leza przy jednym boku.

|DAB| + |£ABC| = 180°
60° + |£ABC| = 180"
|£{ABC| = 180" — 60°
|£ABC| = 120°

W rownolegloboku katy lezace naprzeciw siebie maja rowne miary.
Kat BCD lezy naprzeciw kata DAB | katy te maja wiec rowne miary.

|4BCD| = |{DAB| = 60"
Podobnie kat ADC lezy naprzeciw kata ABC, katy te maja rowne miary.
|{ABC| = |[{ABC| = 120"

Odpowiedz: Miary katéw réwnolegloboku sa réwne: 607,607, 120°, 120°.



Cwiczenie 1

Okresl rodzaj kata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 8

Poréwnywanie katow.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 2

Narysuj dwa rézne katy i poréwnaj je.


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Cwiczenie 3

Uzupetnij zdania, korzystajac z rysunku.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. KLH jest katem przylegtym do kata ... lub do kata ....

2. Kat ... i kat MLK to katy wierzchotkowe.

3. Suma miary kata ZLM i miary kata ... lub miary kata ... jest réwna 180°.

Cwiczenie 4

Uzupetnij zdania.

1. Jesli dwa katy przylegte s3 réwne, to miara kazdego z nich jest rowna ...

2. Suma katow ... jest rowna katowi potpetnemu.



Cwiczenie 5

Z dwodch katow przylegtych jeden jest o0 40° wiekszy od drugiego. Katy te majg miary

(O 120°i80°

(O 120°i60°

(O 110°i70°

() 95°i55°

Cwiczenie 6

Jeden z katoéw przylegtych ma miare osiem razy wieksza od drugiego. Oblicz miary tych katéw.

Cwiczenie 7

Narysuj dowolny kat x. lle kagtow przylegtych do kata £ mozesz narysowac?

Cwiczenie 8

Narysuj romb. Podaj miary katow wierzchotkowych oraz przylegtych, jakie tworza przekatne
w rombie.



Cwiczenie 9

Oblicz miary katow a;, f3, y.

80°
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 10
Oblicz miare kata x.
£
3

\

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

Okresl rodzaj kata.

o e
g A 1Y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

9

1. kat ostry ...

2. kat prosty ...

3. kat rozwarty ...

4. kat potpetny ...

5. kat petny ...

6. kat wklesty ...

7. kat wypukty ...



Cwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Katy przylegte maja réwne miary.

(] Kat prosty jest katem wypuktym.

[ ] Kat potpetny jest katem ostrym.

[ ] Katy wierzchotkowe maja réwne miary.

Cwiczenie 13

Przesuwajac punkt B, ustaw ramie kata BSA tak, aby miara tego kata byta réwna podanej
wartosci. Skorzystaj z katomierza.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Katy utworzone przez dwie proste przeciete
trzecia prosta

W przypadku katow wierzchotkowych i przyleglych, przekonaliSmy sie¢, Ze nie zawsze
trzeba uzywac katomierza, aby okresli¢ miar¢ danego kata.

Podobna sytuacja zachodzi, gdy rozwazymy katy przy prostych rownoleglych przecigtych
trzecig prostg.

Przyblizonym modelem takich prostych mogg by¢ rozjazdy na torach kolejowych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 1




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DS8FmPWB5T
Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

Definicja: Katy odpowiadajace i naprzemianlegte
Proste kil sg przeciete prostg c.

e Katy:aiay, Bipy, yiviorazdid; to pary katow odpowiadajacych.
» Katy oy i 6 oraz (41 7y to pary katow naprzemianleglych wewnetrznych.
o Katy Bi~y; oraz a i d; to pary katéw naprzemianleglych zewnetrznych.



https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

Przyktad 3

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DSFmPWB5T
Przyktad 4

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DS8FmPWB5T
Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DSFmPWB5T
Twierdzenie: Katy przy prostych réwnolegtych

» Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy trzecia prostg, to tak utworzone katy
odpowiadajace sa rowne.

pllir

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy trzecia prosta, to tak utworzone katy
naprzemianlegle wewnetrzne sg rowne oraz katy naprzemianlegte zewnetrzne sa
rowne.


https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

plr

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rownolegtosé prostych
Przyktad 6

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DS8FmPWB5T
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Twierdzenie: Dwie proste przeciete trzecig prosta



https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

» Jezeli dwie proste przeciete s3 trzecig prosta i utworzone w ten sposob katy
odpowiadajace sg rowne, to proste te sg rownolegle.

» Jezeli dwie proste przeciete s3 trzecig prosta i utworzone w ten sposob katy
naprzemianlegle sg rowne, to proste te sa rownolegle.

Obliczanie miar katéw przy prostych réwnolegtych
Przyktad 7

Proste p i r sa réwnolegle. Jeden z katow wyznaczonych przez te proste ma miare 57°.
Obliczymy miary pozostatych katow przy prostych pi r.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Kat o mierze 57° i kat 2 to katy wierzchotkowe - ich miary sg réwne.
|£2| = 57°

Kat o mierze 57" i kat 7 to katy odpowiadajgce przy prostych rownoleglych-ich miary sg
rowne.

|£7] = 57"
Kat 7 i kat 5 to katy wierzchotkowe - ich miary sg rowne.
|£5] = |L7| =5T°
Kat o mierze 57° i kat 1 to katy przylegte. Suma ich miar jest réwna 180°.

41| + 57° = 180"




Wiec |£1] = 123~
Pary katow przyleglych to rowniez:
kat 31ikat 2, kat 71 kat 4 oraz kat 6 i kat 5.

Stad
|43| = |£4| = |£6] = 123"
OdpowiedZ:
|£2| = |£L7| = |£5] = 57"
£1] = |£3] = |£4] = |£6] = 123°
Cwiczenie 1

Podaj miary katéw przy prostych rownolegtych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D8FmPWBS5T


https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

Cwiczenie 2

Proste p i r sa rownolegte. Podaj miary katow a;, 3, y.

a) b)
< g
0 |

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Proste HA i GB s3 rownolegte oraz proste KA i LC s3 réwnolegte.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Wypisz wszystkie pary katéw naprzemianlegtych.

2. Wypisz wszystkie pary katow odpowiadajacych.



Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Katy i d to para katow naprzemianlegtych przy nieréwnolegtych prostych,
przecietych trzeciag prosta. Zatem kat -y jest dwa razy wiekszy od kata 4.

0 Katy w i ¢ to para katéw naprzemianlegtych przy prostych réwnolegtych
przecietych trzecig prosta. Zatem katy te sg rowne.

0 Katy a i B to para katéw odpowiadajacych przy prostych réwnolegtych, przecietych
trzecig prosta. Zatem katy te sg réwne.

Cwiczenie 5

Czy proste p i r sa rownolegte? Odpowiedz uzasadnij.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Proste réwnolegte m i s przecina prosta w. Jeden z katéw utworzonych przez proste w i s ma
miare 22°. Oblicz miary pozostatych katéw utworzonych przez proste w i m.



Cwiczenie 7

Proste a i b sa rownolegte.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz |£1| wiedzac, ze

1. miara kata 2 jest 0 20° wieksza od miary kata 1.

2.(42| + |£7| = 200°

3.147) — |£5] = 8°

4.]46| = 108"



Cwiczenie 8

Oblicz miary katéw réwnolegtoboku, korzystajac z wtasnosci katéw przy prostych
rownolegtych.

a) b)

70°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Proste a i b sa rownolegte.

40°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Miara kata 4 jest réwna 120°.

Miara kata 5 jest réwna 40°.

Miara kata 1 jest rowna 120°.

o 0o o 0O

Miara kata 6 jest rowna 40°.



Cwiczenie 10

Uzasadnij, ze:

1. dwie proste rownolegte do trzeciej prostej s do siebie rownolegte

2. dwie proste prostopadte do tej samej prostej sg do siebie réwnolegte

3. przeciwlegte katy rownolegtoboku sg rowne



Wprowadzenie

Okrag i koto

Przyktad 1

Czy pamietasz czym rozni si¢ koto od okregu? Co nazywamy promieniem, a co Srednicg
okregu? lle cieciw moze miec koto? A okragg? Czy srodek okregu nalezy do okregu?
A $rodek kota czy nalezy do kota? Czy okragg ma ,grubo$¢™?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV

Okrag

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Okrag

Okregiem o §rodku w punkcie S'i promieniu r nazywamy zbior tych wszystkich
punktéw plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu S jest rowna r.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV

| O(S,r) - okragg o$rodku w punkcie Si promieniu 7

Koto
:
S

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Koto

Kolem o $rodku w punkcie S i promieniu r nazywamy zbidr tych punktow plaszczyzny,
ktoérych odleglos¢ od punktu S jest mniejsza badz réwna r.



https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

K (S, r) - kolo o srodku w punkcie S i promieniu r

Wazne!

Pamietaj pomiedzy kotem i okregiem jest zasadnicza roznica. Okrag sktada sie wylacznie

z ,obreczy”, a kolo jest wypelnione w srodku.

Elementy kota

tuk

©
=

sredn

r




Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Promien kola - odcinek taczacy $rodek kota z punktem lezacym na tym okregu.

» Cieciwa kola - odcinek 13czacy dwa punkty lezace na okregu.

o Srednica kola - odcinek laczacy dwa punkty lezace na okregu, przechodzacy przez
srodek okregu. Srednica kota jest najdtuzsza cieciwg kota. Srednica jest dwa razy
dtuzsza od promienia.

e Lkuk - czes¢ okregu wyznaczona przez dwa punkty lezace na tym okregu.

Ciekawostka

Kotlo jest figurg wyjatkowa. Przy ustalonym obwodzie jest figura posiadajgcq najwieksze
pole. Podobng ceche ma btonka banki mydlanej. Przy ustalonej powierzchni obejmuje
najwiekszg objetos¢. Dlatego banki mydlane majg ksztatt kuli (a doktadnie mowiac sfery).



https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV

Wzajemne potozenie prostej i okregu

Przyktad 1

Ile punktoéw wspolnych mogg miec prosta i okrag?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcflF92kM
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Zapamietaj!

o Prostai okrag moga nie mie¢ punktow wspolnych, mogg mie¢ jeden punkt wspolny
lub majg dwa punkty wspolne.
Definicja: Sieczna okregu

Prosta majaca dwa punkty wspolne z okregiem nazywamy sieczng okregu.
Definicja: Styczna do okregu

Prosta majaca dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem nazywamy styczng do okregu.


https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM

ﬁi‘mﬂapnlema, Kkt péinych z okregi

@ Prosta p jest styczna do okregu.
o]

@ Prosta p jest sieczna okregu.

p

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Odlegtosc srodka okregu od prostej

Zauwazmy, ze potozenie prosteji okregu zalezy od odleglosci srodka okregu od tej proste;.
Przyktad 2

o Conazywamy odlegtoscia punktu od prostej?

 Jak konstrukcyjnie wyznaczy¢ te odlegtosc?
 Jak sprawdzi¢, czy narysowany odcinek okresla odleglo$¢ danego punktu od danej

prostej?



https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcflF92kM
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 3

Jaka jest odlegtos¢ srodka okregu od stycznej? Jaka od siecznej? Jaka od prostej, ktora nie
ma punktow wspolnych z okregiem?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcflF92kM
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Zapamietaj!

Odleglosc¢ srodka okregu od prostej moze byc¢:

» wieksza od promienia - prosta nie ma punktoéw wspoélnych z okregiem,


https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM
https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM

e rowna promieniowi - prosta jest styczna do okregu,
e mniejsza od promienia - prosta jest sieczng okregu.

@} prosta p nie ma punktow @} prosta p ma jeden punkt ®> prosta p przecina okrag
wspolnych z okregiem wspolny z okregiem w dwéch punktach
(jest styczna do okregu) (jest sieczng okregu)
p p

r<|SA| r=|SA| r>|SA|

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Styczna do okregu

Wiemy juz, ze gdy prosta jest styczna do okregu, to odlegtos¢ srodka okregu od tej prostej
jest rowna promieniowi. Odcinek wyznaczajacy odlegtos¢ punktu od prostejjest do tej
prostej prostopadty. Oznacza to, ze promien poprowadzony do punktu stycznosci jest
prostopadty do styczne;j.

Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Konstrukcja stycznej do okregu za pomoca ekierki i linijki.



https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Konstrukcja stycznej do okregu za pomoca cyrkla i linijki.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Dany jest okrag o srodku w punkcie S'i promieniu r oraz punkt P nielezacy na tym
okregu. Skonstruujemy styczng do tego okregu przechodzaca przez punkt P.


https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Y2zz» Z punktu P mozna poprowadzi¢ dwie styczne do okregu O.

7

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 5

Styczne do okregu poprowadzone z punktu nielezacego na tym okregu mozna znalez¢
rowniez w inny sposob.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Znajdujemy styczne do okregu o srodku w punkcie S poprowadzone z punktu P.

e Rysujemy odcinek SP.

Znajdujemy $rodek O odcinka SP.

Z punktu O kreS$limy okrag o promieniu OP.

Punkty przeciecia okregéw oznaczamy A, B.

Proste AP i PB to szukane styczne.

Uzasadnij poprawnos$¢ tej konstrukcii.
Przyktad 6

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 7


https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 8

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 9


https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 10

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm

Zadania

Cwiczenie 1

Ktory element na rysunku uznasz za koto, a ktéry za okrag?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

1. Za pomoca cyrkla narysuj kwiatki.

2. Zaprojektuj wzorek zbudowany z okregéw.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Narysuj okrag o $rodku w punkcie A i promieniu 3 cm. Zaznacz na okregu dwa rézne punkty
BiC.

1. Jaka dtugos¢ ma srednica tego okregu?

2. Jaka dtugos¢ ma odcinek AB?

3. Jaka najwieksza dtugo$¢ moze mie¢ odcinek BC?

Cwiczenie 4

Okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r to zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych
odlegtos¢ od punktu S

jest wieksza lub réwna r

jest réwna 2r

jest mniejsza lub réwna r

o O O O

jest rownar



Cwiczenie 5

Koto o srodku w punkcie S i promieniu r to zbior wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych
odlegtos¢ od punktu S

jest rowna 2r

jest réwnar

o O O

jest mniejsza lub rowna r

() jest wieksza lub réwna r

Cwiczenie 6

Promieniem okregu nazywamy

() kazdy odcinek, ktérego jednym koricem jest $rodek okregu, a drugi lezy na okregu

() kazdy odcinek, ktérego konce leza na okregu

() kazda z cieciw, ktéra przechodzi przez srodek okregu

() kazda z cieciw



Cwiczenie 7

Srednica okregu nazywamy

() odcinek, ktorego jednym koncem jest srodek okregu, a drugi lezy na okregu

() kazdy odcinek, ktorego konce leza na okregu

() kazda z cieciw

() cieciwe, do ktorej nalezy srodek okregu

Cwiczenie 8

Cieciwa okregu nazywamy

() kazdy odcinek, ktérego jednym koricem jest $rodek okregu, a drugi lezy na okregu

() potowe srednicy

() kazdy odcinek, ktérego konce leza na okregu

() odcinek réwny dtugosci potowy $rednicy



Cwiczenie 9

Uzupetnij zdania.

1. Jesli prosta nie ma punktow wspaolnych z okregiem, to odlegtos¢ srodka okregu od prostej
jest ... od promienia okregu.

2. Jesli prosta ma doktadnie jeden punkt wspdlny z okregiem, to odlegtos¢ srodka okregu od
prostej jest ... promieniowi okregu.

3. Jedli prosta ma dwa rézne punkty wspolne z okregiem, to odlegtosc srodka okregu od tej
prostej jest ... od promienia okregu.

4. Jesli prosta jest ... do okregu, to kat miedzy ta prosta a promieniem poprowadzonym
z punktu ... jest katem prostym.

Cwiczenie 10

Dany jest okrag o srodku w punkcie M i promieniu » = 6 cm oraz prosta p.
Okresl, jak potozona jest ta prosta wzgledem okregu, jezeli odlegtos¢ punktu M od tej prostej
jest rowna

1.2 cm

2.8 cm

3.6 cm

Cwiczenie 11

Narysuj okrag o srodku w punkcie P i dowolnym promieniu. Zaznacz punkt W lezacy
na tym okregu. Skonstruuj dwoma sposobami styczng do okregu przechodzacga przez punkt W.

Cwiczenie 12

Narysuj okrag o srodku w punkcie S' i dowolnym promieniu. Zaznacz punkt P nielezacy na tym
okregu. Skonstruuj styczne do okregu przechodzace przez punkt P.



Cwiczenie 13

Dany jest okrag o srodku w punkcie S'i punkt P nielezacy na tym okregu.
Z punktu P poprowadzono dwie proste styczne do okregu odpowiednio w punktach A i B.
Proste PA i PB przecinaja sie pod katem 70°. Oblicz miare kata ASB.

Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Srednica okregu jest jego cieciwa.
(] Kazda sieczna przecina koto doktadnie w dwéch punktach.
(] Styczna do okregu ma doktadnie jeden punkt wspdlny z okregiem.

(] Okregi o wspdlnym $rodku maja jednakowe promienie.

Cwiczenie 15

Dany jest okrag o srodku w punkcie O. Punkty A oraz B leza na okregu. Czy tréjkat AOB jest
rownoramienny? Wybierz poprawng odpowiedz.

() Tak, poniewaz tréjkat jest prostokatny.
() Tak, poniewaz dwa boki tréjkata sa rowne promieniowi okregu.
() Nie, poniewaz dwa boki tréjkata sa réwne promieniowi okregu.

() Nie, poniewaz trdjkat jest prostokatny.



Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dtugo$¢ promienia okregu moze by¢ réwna dtugosci cieciwy tego okregu.

(] Promien okregu jest wiekszy od $rednicy tego okregu.

(] Cieciwa okregu jest zawsze mniejsza od $rednicy.

Cwiczenie 17

Podaj zaleznos¢ miedzy dtugoscia odcinka taczacego srodki dwdch okregéw a ich promieniami,
jesli okregi te sg

1. styczne zewnetrznie

2. styczne wewnetrznie

3. roztagczne

Cwiczenie 18

Okregi O1(A4,a) i O2(B,b), gdzie|AB| =11cm, a=4cm, b =8 cm

sg roztaczne

sg wspotsrodkowe

sg styczne zewnetrznie

o O O O

przecinaja sie w dwéch punktach



Cwiczenie 19

Odlegtosc¢ srodkéw okregdéw stycznych zewnetrznie jest rowna 10 cm. Promienie pozostaja
w stosunku 2 : 3 Jaka jest ich dtugosc¢?

() 4cmi6cm

() 9cmilcm

() 3cmi7cm

() 2cmi8cm

Cwiczenie 20

lle r6znych okregéw moze przechodzi¢ przez dwa rézne punkty?
A przez trzy? A przez cztery? Uzasadnij odpowiedz.

Ciekawostka

Mozna udowodni¢, ze jesli przez punkt P nielezgcy na okregu przechodza dwie proste
styczne do tego okregu odpowiednio w punktach A oraz B, to |AP| = | BP|.



Cwiczenie 21

Pani Aneta ma na dziatce trawnik w ksztatcie kota o promieniu 8 m. Chce wysypac zwirem
Sciezki. Oblicz taczna dtugosé tych sciezek. Na rysunku $ciezkom odpowiadajg odcinki:
AB, AD, DC, CB. Przy czym |DC| = 13 cm.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 22

Wierzchotek A czworokata ABCD jest srodkiem okregu o promieniu 6 cm. Punkty B, D s3
punktami stycznosci prostych CD i CB z okregiem. Bok CB czworokata ABCD ma dtugos¢
11 cm. Oblicz obwéd czworokata.


https://zpe.gov.pl/a/DsSkBTJpz

Symetralna odcinka

Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV

Cwiczenie 1

Prosta p jest symetralng odcinka AB. Punkt P jest srodkiem tego odcinka. Rozstrzygnij, czy
zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

(] Prosta P przechodzi przez srodek odcinka AB.

(] Punkty Ai B leza w tej samej odlegtosci od punktu P.

(] Prosta P jest prostopadta do odcinka AB.

Definicja: Symetralna odcinka

Symetralna odcinka to prosta prostopadia do tego odcinka, przechodzaca przez jego
srodek.


https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV

. N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wazne!

Kazdy z punktow lezgcych na symetralnej odcinka jest rowno oddalony od obu koncow

tego odcinka.

Konstrukcja symetralnej odcinka.

Prosta PQ jest symetralng odcinka AB.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV

Cwiczenie 2

Narysuj odcinek i jego symetralna.

Cwiczenie 3

Symetralna odcinka

() jest nachylona do odcinka pod katem 45°

() przechodzi przez jeden z koricéw odcinka

() jest prostopadta do tego odcinka

() jest réwnolegta do tego odcinka

Cwiczenie 4

Symetralna odcinka to

zbiér punktéow réwno oddalonych od koncéw odcinka

dowolna prosta prostopadta do odcinka

prosta, na ktorej lezy odcinek

O o 0O d

prosta prostopadta do odcinka i przechodzaca przez jego srodek



Cwiczenie 5

Proste a i b przecinaja sie pod katem 30°. Na prostej a obrano dwa rozne punkty A i B tak, jak
na rysunku. Jaka miare ma kat utworzony przez prosta b i symetralng odcinka AB?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Zaznacz punkt X tak, by symetralna odcinka AB przechodzita przez punkt z. lle takich
punktow mozesz zaznaczy¢ ? Narysuj figure ztozong z wszystkich takich punktow X.



Cwiczenie 7

Wskaz rysunek, na ktérym prosta p jest symetralng odcinka AB.

A




Dwusieczna kata

Definicja: Dwusieczna kata

Dwusieczng kata nazywamy potprosta p o poczatku w wierzchotku tego kata, ktora dzieli
ten kat na dwa katy o jednakowych miarach.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 1

Konstrukcja dwusiecznej kata.

> Rysujemy potprosta SP, ktora jest dwusieczng kata ASB.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl



https://zpe.gov.pl/a/Dh3kDJrM6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dh3kDIJrM6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Dwusieczna kata jest zbiorem punktow réwnoodleglych od ramion tego kata.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/Dh3kDJrM6

Oznacza to, ze w kazdym potozeniu punktu P jego odlegtos¢ od jednego z ramion kata
jest rowna odlegtosci od drugiego z ramion.

Cwiczenie 1

Narysuj kat i jego dwusieczna.

Cwiczenie 2

Dwusieczna kata to

() prosta dzielaca kat na dwa dowolne katy

() potprosta prostopadta do jednego z ramion kata

() prosta prostopadta do jednego z ramion kata i przechodzaca przez jego wierzchotek

() potprosta dzielaca kat na dwa réwne katy

Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Dwusieczna kata to kazda prosta przechodzaca przez wierzchotek kata.

Dwusieczna kata to zbioér punktow rownooddalonych od jego ramion.

O 0O 0O

Dwusieczna kata zawarta jest w jednym z ramion tego kata.

(] Dwusieczna kata to pétprosta dzielaca kat na dwa réwne katy.

Cwiczenie 4

Wykaz, ze kat miedzy dwusiecznymi katéw przylegtych jest katem prostym.



Cwiczenie 5

Wykaz, ze dwusieczne katéw lezacych przy tym samym ramieniu trapezu przecinajg sie pod
katem prostym.

Cwiczenie 6

W troéjkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 70°, a kat przy wierzchotku B ma miare
60°. Dwusieczna kata BCA przecina bok AB w punkcie X. Jaka miare ma kat CXB?

Cwiczenie 7

W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym ramiona AC i BC s réwne, dwusieczne kata
CAB oraz kata ABC przecinaja sie pod katem 140°. Oblicz miare kata ACB.

a0

A B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Uzupetnij zdania, wpisujgc odpowiednie miary katow.

1. Dwusieczna kata prostokata dzieli ten kat na katy o miarach ... kazdy.

2. Dwusieczna kata prostego dzieli ten kat na katy o miarach ... kazdy.

3. Dwusieczna kata o mierze ... dzieli ten kat na dwa katy proste.



Konstrukcje katéw o miarach 15°, 30°, 45°, 60°

Juz wiesz

Trojkat rownoboczny to trojkat, ktorego wszystkie boki majg taka samg dlugosc.
Przyktad 1

Korzystajac z linijki i cyrkla, skonstruuyj trojkat rownoboczny.
Opis konstrukciji.

e Rysujemy odcinek AB -jeden z bokéw tréjkata.

o Zpunktow A i B kreslimy cyrklem okregi o promieniu AB.

» Okregi te przecinajg si¢ w dwoch punktach. Jeden z tych punktéw oznaczamy C,
bedzie to trzeci wierzchotek kreslonego trojkata.

e Rysujemy odcinki AC i BC.

o Otrzymalismy trojkat ABC o rownych bokach, zatem tréjkat rownoboczny.

Trojkat rownoboczny ABC.

&

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D9htf2aS]
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Konstrukcja kata o mierze 60°, kata o mierze 30°
oraz kata o mierze 15°

Przypomnijmy, ze w trojkgcie rownobocznym kazdy kat ma miare 60°.
Jesli chcemy uzyskac¢ kat o mierze 60°, wystarczy skonstruowac trojkagt rownoboczny.
Przyktad 2

Skonstruujemy kat o mierze 60°.
Opis konstrukcii.

» Konstruujemy tréojkat rownoboczny.
e Zaznaczamy jeden z katow tego trojkata. Jest to kat trojkata rownobocznego, ma wiec

miare 60°.



https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

60°

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Skonstruujemy kat o mierze 30°.
Opis konstrukcii.
Konstruujemy trojkgt rownoboczny.

e Zaznaczamy jeden z katow tego trojkata. Jest to kat trojkgta rownobocznego, ma wiec
miare 60°.

» Konstruujemy dwusieczng zaznaczonego kata.

» Dwusieczna podzielita kat o mierze 60° na dwa rowne katy. Kazdy z tych katéw ma
wiec miare 30°. Zaznaczamy jeden z otrzymanych katdw, jest to szukany kat.



https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D9htf2aS]
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Konstrukcja kata o mierze 15°.



https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D9htf2aS]
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

15°

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Konstrukcja kata o mierze 45°
Przyktad 6

Skonstruujemy kat o mierze 45°. Kat ten znajdziemy jako potowe kata prostego, czyli kata
o mierze 90°.
Opis konstrukgciji.

» Konstruujemy dwie proste prostopadte.

e Oznaczamy A - punkt przeciecia narysowanych prostych.

« Otrzymalismy 4 katy proste, kazdy o wierzchotku w punkcie A.

o Zpunktu A kreslimy okrag o dowolnym promieniu.

e Oznaczmy B, C' - punkty przeciecia okregu z ramionami jednego z katow.

e Zpunktow Bi C kreslimy okregi o dowolnych promieniach tak, aby te okregi
przecietly sie. Oznaczamy D - punkt przeciecia okregow, lezacy we wnetrzu kata
ABC.

« Rysujemy potprosta AD - dwusieczng kata BAC.

» Polprosta AD podzielita kat BAC na dwa katy o réwnych miarach. Zatem miara

jednego z tych katéw, np. BAD jest rowna45°(90° : 2 = 457 ).

Szukanym katem jest kgt BAD.

45°

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Suma i réznica katow


https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Konstruujac katy o mierze 30° i o mierze 45°, nalezalo katy o miarach odpowiednio 60° i
90° podzieli¢ na dwa katy réwne. Mozna tez zbudowac katy, ktérych konstrukcja wymaga
dodawania katow.

Nim przejdziemy do takich konstrukcji, poznamy sposob konstrukciji kata przystajacego do
danego (czyli kata o takiej samej mierze).

Przyktad 7

Dany jest kat a.. Skonstruujemy kat przystajacy do tego kata.
Opis konstrukecii

e Oznaczamy A - wierzchotek kata « .

e Z punktu A kreslimy okrag o dowolnym promieniu 7.

» Oznaczamy: C, B - punkty przeciecia okregu z ramionami kata a.

e Rysujemy polprostg, ktéra bedzie jednym z ramion kata przystajgcego do kata a.
e Oznaczmy literg K poczatek tej potproste;j.

e Zpunktu K kreslimy okrag o promieniu r.

e Oznaczamy: M - punkt przeciecia okregu z potprosta.

e Zpunktu M kreslimy okrag o promieniu CB.

e Oznaczamy: N - punkt przecig¢cia otrzymanych okregow.

e Rysujemy potprostg KN - jest to drugie ramie szukanego kata.

« Kat MKN jest katem przystajagcym do kata o .

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 8


https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Dane sg katy a, f. Skonstruujemy kat, ktéry bedzie suma katoéw ai 3.
Opis konstrukciji

Rysujemy potprostag WK.

Konstruujemy kat przystajacy do kata a tak, aby jego wierzchotkiem byt punkt W,

a jednym z jego ramion byta potprosta WK.

Na drugim ramieniu otrzymanego kata zaznaczamy dowolny punkt P, r6zny od
punktu W.

Konstruujemy kat przystajacy do kata 8 o wierzchotku w punkcie W tak, aby jednym
z ramion kata byla potprosta WP.

Na drugim ramieniu kata przystajacego do kata 8 obieramy dowolny punkt R - r6zny
od punktu W.

Kat KWR jest suma katéw «, f3.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija

Przyktad 9

Skonstruujemy kat o mierze 75°. Wykorzystajmy konstrukcje sumy katow:

75° =45+ 30°

Opis konstrukciji

« Konstruujemy kat BAC o mierze 45°.
» Konstruujemy kat CAD o mierze 30°, tak aby kat BAD byl sumg katow BAC i CAD.


https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

o Kat BAD jest suma katow o miarach 45° i 30°, jego miara jest rowna 75°.

D

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Skonstruuj kwadrat, ktérego

1. bok ma dtugos¢ 4 cm

2. obwadd jest rowny 12 cm

Cwiczenie 2

W jaki sposéb, majac narysowany kwadrat, uzyskac kat o mierze 45°?


https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ

Cwiczenie 3

Skonstruuj tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci

1. 3,5 cm

2.4 cm

3.z

Cwiczenie 4

Dany jest kat o mierze 90° i kat o mierze 60°. Skonstruuj kat

L. a=150"

2.6= 30°

3.y= 120°
Cwiczenie 5

Skonstruuj tréjkat

1. prostokatny réwnoramienny

2. prostokatny, ktorego katy ostre majg miary 30° i 60°

3. ktérego jeden z katéw ma miare 120°



Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Przekatna dzieli kwadrat na dwa tréjkaty prostokatne, w ktérych miara kazdego
z katow ostrych jest rowna 45°.

(] Dwusieczna dzieli kat o mierze 60° na kat o mierze 40° i kat o mierze 20°.

(] Istnieje trojkat, w ktérym miara kazdego z katéw jest mniejsza od 60°.

Cwiczenie 7
Narysuj trojkat réwnoboczny. Skonstruuj kat o = 30°, korzystajac z wiasnosci
1. symetralnej boku tréjkata
2. wysokosci trojkata
Cwiczenie 8
Narysuj trojkat réwnoboczny. Skonstruuj kat o = 120°, korzystajac z
1. wtasnosci katow przylegtych
2. sumy odpowiednich katow
Cwiczenie 9
Skonstruuj kat
1. 8= 270"
2.v= 30°

3.a= 15"



Cwiczenie 10

Skonstruuj

1. dowolny tréjkat rownoramienny

2. trojkat o bokach dtugosci 3 cm, 3 cm, 4 cm.

Cwiczenie 11

Zbuduj tréjkat rownoramienny o podstawie dtugosci 6 cm, w ktérym kat miedzy ramionami
ma miare 60°.

Cwiczenie 12

Zbuduj dowolny tréjkat prostokatny, w ktérym miary katéw ostrych pozostajg w stosunku
1:2.

Cwiczenie 13

Zbuduj romb

1. o0 boku dtugosci 5 cm i kacie ostrym 60°

2. 0 boku dtugosci a

Cwiczenie 14

Zbuduj tréjkat, w ktérym jeden z bokéw ma dtugosé 10 cm. Kat o mierze 60° jest przylegty
do tego boku. Cze$¢ dwusiecznej tego kata zawarta w tréjkacie ma dtugoséé 15 cm.

Cwiczenie 15

Skonstruuj tréjkat réwnoramienny ABC, wiedzac, ze miara kata przy wierzchotku A wynosi
60°, a dtugosc¢ dwusiecznej tego kata zawartej w trojkacie jest rowna 8 cm.



Cwiczenie 16

Zbuduj trapez, wiedzac, ze jedna z jego podstaw ma dtugos¢ 4 cm i katy przy tej podstawie
majg miary 60° i45°.

Cwiczenie 17

Dane sg katy a i 3, gdzie 8 < « . Skonstruuj kat

1. 2

2.3

3.a—

Cwiczenie 18

Zbuduj trapez

1. prostokatny

2. rownoramienny o katach a oraz 2«



Okrag opisany na trdojkacie

Przekonamy sig, ze umiejetnos¢ konstrukcji symetralnej odcinka moze mie¢ niecodzienne

praktyczne zastosowania.
Przyktad 1

Wyobrazmy sobie, ze w pewnym powiecie nalezy wybudowac stacje benzynowg w takim
miejscu, aby znajdowala si¢ w takiej samej odleglosci od kazdejz miejscowosci A, BiC'.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zakladamy przy tym, ze w poblizu tych miejscowosci nie ma jeziora, nie plynie rzeka, ani
nie znajduja si¢ zadne inne przeszkody, uniemozliwiajgce wybudowanie w danym
punkcie stacji benzynowe;.

Zastanow sie, jak znalez¢ miejsce, w ktorym nalezy wybudowac stacje benzynowa.

Jesli nie masz pomystu - sprobuj rozwigza¢ podobny problem najpierw dla miejscowosci
A'i B. Przypomnij sobie, w jaki sposéb mozna znalez¢ zbiér punktow rownoodleglych od
koncow danego odcinka i wykonaj odpowiednig konstrukcije.

Ile stacji benzynowych spetniajacych warunki podane w zadaniu mozna wybudowac dla
miejscowosci A i B?

Teraz, w podobny sposéb wyznacz miejsca, w ktorych mozna wybudowac stacije
benzynowa dla miejscowosci Bi C oraz C'i A.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJEKHUFz
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Co zauwazasz? Gdzie twoim zdaniem powinna stanac¢ stacja benzynowa?

Jesli uwazasz, ze w punkcie przecigcia narysowanych prostych, uzasadnij swoje
przypuszczenia.

Jesli rozwazymy trojkat ABC, to otrzymane proste sa symetralnymi bokéw tego tréjkata.
Symetralne te przeciely sie w jednym punkcie, ktéry lezy na symetralnej odcinka AB , na
symetralnej odcinka BC i na symetralnejodcinka CA. Zatem lezy w tej samej odleglo$ci
odpowiednio od punktow A i Boraz Bi C oraz C'i A.

Zapamietaj!

Symetralne bokow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
Punkt ten jest jednakowo odlegly od wierzchotkow tego trojkata



https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

Sprawdzimy, gdzie znajduje si¢ punkt przeciecia symetralnych bokow trojkata,
w zaleznoSci od rodzaju tego trojkata.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJEKHUFz
Zrédto: Zespét autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

o Czy punkt przecig¢cia symetralnych moze leze¢ na jednym z bokow trojkata? Jesli tak,
to jaki to rodzaj trojkata?


https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz

o Czy punkt ten moze leze¢ poza trojkatem? Jesli tak, to jaki to rodzaj trojkata?
o Czy punkt ten moze naleze¢ do wnetrza trojkata? Jesli tak, to jaki to rodzaj trojkata?
Zapamietaj!

Symetralne bokow trojkata

» ostrokatnego przecinaja si¢ w punkcie nalezgcym do wnetrza tego trojkata

e prostokatnego przecinaja si¢ w punkcie bedgcym srodkiem najdtuzszego boku tego
trojkata

e rozwartokgtnego przecinaja si¢ w punkcie lezacym poza trojkatem

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Okrag opisany na tréjkacie

Jezeli na okregu lezg wszystkie wierzchoiki trojkata, to taki okrag nazywamy okregiem
opisanym na trojkacie. O tréojkgcie mowimy, ze jest wpisany w okrag.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Narysujemy okrag opisany na trojkacie.
Wiemy juz, ze srodek okregu musi leze¢ w tej samej odlegtosci od wierzchotkow trojkata.
Lezy zatem na przecieciu symetralnych bokow trojkata.



Opis konstrukcii.
Dany jest trojkat ABC.

» Rysujemy symetralne bokow trojkgta ABC (wystarczy narysowac¢ dwie symetralne).
» Oznaczamy O punkt przeciecia tych symetralnych.

o Kreslimy okrag o srodku w punkcie O i promieniu AO.

» Narysowany okrag jest okregiem opisanym na trojkacie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJEKHUFz
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Twierdzenie: Okrag opisany na trojkacie

Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu lezy na przecieciu

symetralnych bokow tego trojkata.

Zastanowmy si¢ teraz, gdzie moze leze¢ srodek okregu opisanego na trojkgcie. W tym celu
przypomnijmy sobie rozwazania na temat potozenia punktu przecigcia symetralnych
trojkata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze na kazdym tréjkacie mozna opisa¢ okrag.
Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag.

0 Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie jest punkt przeciecia symetralnych bokéw
tego trojkata.

O Srodkiem okregu opisanego na trdjkacie jest punkt przeciecia dwusiecznych katéw
tego trojkata.

Cwiczenie 3

Opisz okrag na tréjkacie
1. ostrokatnym
2. prostokatnym

3. rozwartokatnym



Cwiczenie 4

Potacz w pary rodzaj tréjkata i potozenie srodka okregu opisanego na tym tréjkacie.

Rodzaj trojkata

A | rozwartokatny

B | ostrokatny

C | prostokatny

Cwiczenie 5

Tabela. Dane

Potozenie srodka okregu opisanego na tym tréjkacie

1 na najdtuzszym z bokow
II poza tréjkatem
111 we wnetrzu tréjkata

Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym ma dtugos$¢ 10 cm.

Oblicz, jaka dtugos$¢ ma odcinek taczacy wierzchotek kata prostego ze srodkiem

przeciwprostokatnej.

Cwiczenie 6

W tréjkacie rownoramiennym jeden z katéw ma miare 80°. Czy $rodek okregu opisanego na

tym tréjkacie lezy wewnatrz tego trojkata?

Cwiczenie 7

W trojkacie suma miar dwéch katéw wynosi 80°. Czy $rodek okregu opisanego na tym

trojkacie lezy wewnatrz tego tréjkata?



Cwiczenie 8

Skonstruuj dowolny tréjkat, ktérego obwdd jest mniejszy od sSrednicy okregu opisanego na
tym tréjkacie.

Cwiczenie 9

Zbuduj tréjkat, ktérego jeden bok ma dtugosé 3 cm, a odlegtosc Srodka okregu opisanego na
tym troéjkacie od jednego z jego wierzchotkéw wynosi 5 cm.

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

D Kazdy bok tréjkata prostokatnego wpisanego w okrag jest krétszy od Srednicy tego
okregu.

D Srodek okregu opisanego na trdjkacie réwnobocznym jest punktem przeciecia
wysokosci tego trojkata.

D Dla dowolnych trzech punktow niewspétliniowych mozna narysowac okrag, ktory
przechodzi przez te punkty.

D Kazdy bok tréjkata rozwartokatnego wpisanego w okrag jest krétszy od srednicy
tego okregu

Cwiczenie 11
Uzupetnij.
1. Jesli srodek okregu opisanego na trojkacie lezy na zewnatrz tréjkata, to tréjkat ten jest ....
2. Jesli srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata, to tréjkat ten jest ... .

3. Jesli srodek okregu opisanego na tréjkacie nie lezy na brzegu tréjkata, to tréjkat ten nie
jest ....



Okrag wpisany w trojkat

Okrag wpisany w wielokat

B

ulica Rozana ulica Bratkowa

)

ulica Konwaliowa

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Jak potozone sg boki czworokatow i okregow na kolejnych rysunkach? Ile majg punktow

~
%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

wspolnych?

Zauwazmy, ze jezeli okrag jest zawarty w wielokacie, to okrag nie ma punktow wspolnych

z bokami wielokata lub niektore z bokow wielokgta mogg by¢ styczne do okregu.


https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X

Przyktad 2

Co mozna powiedzie¢ o wzajemnym potozeniu bokow wielokatow i okregow?
Jak nazywamy punkt wspolny prosteji okregu?

2
N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Okrag wpisany w wielokat

Jesli kazdy z bokow wielokata jest styczny do okregu, to ten wielokat nazywamy opisanym
na okregu. Okrag nazywamy wtedy wpisanym w wielokat.
Wiasnosé: Odlegtosé srodka okregu

Odleglosc¢ srodka okregu wpisanego w wielokat od kazdego z bokoéw tego wielokata jest
rowna promieniowi tego okregu.

Przyktad 3

Skonstruujemy okrag wpisany w dany kat ASB.
Opis konstrukcji

« Konstruujemy dwusieczng kata ASB.

» Na dwusiecznejzaznaczamy dowolny punkt, ktéry oznaczamy W.

e Przez punkt W prowadzimy prostopadte do ramion kata.

« Punkt przecigcia jednejz tych prostych z ramieniem SB oznaczamy Wi, a punkt
przeciecia drugiej prostopadlejz ramieniem SA oznaczamy W3,

e Odcinek WWjjest promieniem szukanego okregu.

o Z punktu W kreslimy okrag o promieniu WW 7. Otrzymany okrag jest styczny
w punktach Wii W> do obu ramion kata, jest wiec szukanym okregiem.



Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DidgBen8X
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X
https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X

Konstrukcja okregu wpisanego w trojkat

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Srodek okregu jest w punkcie przeciecia dwoch dwusiecznych katéw. Mozna
skonstruowac trzecia dwusieczng, ktora przetnie si¢ z pozostatymi w tym samym punkcie.
Przyktad 4

Konstruujemy okrag wpisany w dany tréjkat ABC.
Opis konstrukecji

» Konstruujemy dwusieczne katow ABC i CAB trojkata.

» Oznaczamy O - punkt przeciecia dwusiecznych.

e Przez punkt O prowadzimy prostopadta do boku AB trojkata.

e Oznaczamy D - punkt przeciecia prostopadtejz bokiem AB.

e Z punktu O kreslimy okrag o promieniu DO.

» Narysowany okrag jest styczny do kazdego z ramion trojkata, jest wiec szukanym
okregiem.



https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DidgBen8X
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Srodek okregu wpisanego w tréjkat

Twierdzenie: Punkt przeciecia dwusiecznych kata

Dwusieczne katow trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

W kazdy trojkat mozna wpisac okrag.
Srodek tego okregu lezy na przecieciu dwusiecznych katow tego trojkata.



https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1

Narysuj dowolny kat o mierze 40° i wpisz w niego okrag.

Cwiczenie 2

Whpisz okrag w kat, tak aby byt styczny do jednego z ramion w punkcie R.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Znajdz srodek okregu wpisanego w tréjkat ostrokatny, prostokatny i rozwartokatny.

Cwiczenie 4

Skonstruuj kat v i wpisz w ten kat okrag, jesli

lL.a=60"
2.aa=45"
3.a=30"
4. =105°
Cwiczenie 5

Srodek okregu wpisanego w tréjkat lezy w punkcie przeciecia

() symetralnych bokéw tego tréjkata

() wysokosci tego trojkata

() dwusiecznych katéw tego trojkata

Cwiczenie 6

Jesli okrag jest wpisany w tréjkat to trojkat ten jest

() réwnoboczny

() opisany na okregu

() wpisany w okrag



Cwiczenie 7

Srodek okregu wpisanego w trdjkat lezy

() najednym z bokéw tréjkata

() we wnetrzu tego trojkata

() nazewnatrz tréjkata

Cwiczenie 8

Skonstruuj okrag wpisany w trojkat

1. prostokatny

2. robwnoboczny

3. rbwnoramienny

4. rozwartokatny

Cwiczenie 9

Narysuj trojkat, w ktorym miary katéw wynosza: 30°,120°, 30°. Skonstruuj okrag wpisany
w ten tréjkat.

Cwiczenie 10

W tréjkat prostokatny wpisz okrag i na tréjkacie prostokatnym opisz okrag. Gdzie w kazdym
przypadku lezy $rodek tego okregu?
Promien ktorego z okregdéw jest wiekszy?



Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Srodek okregu wpisanego w tréjkat jest zarazem $rodkiem okregu opisanego na tym
U trojkacie.

0 Wysokos$¢ w trojkacie rownobocznym jest suma dtugosci promienia okregu
wpisanego oraz promienia okregu opisanego na tym trdéjkacie.

(] W tréjkat rozwartokatny mozna wpisa¢ okrag.

Cwiczenie 12

W tréjkat rownoboczny ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci okregu z bokami tego
tréjkata oznaczono D, E, F' tak, jak na rysunku.

C

A F B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wykaz, ze

|AF| = |FB|=BE| = |EC| = |CD| = | DA



Cwiczenie 13

W tréjkat ABC o katach 50°, 70°, 60° wpisano okrag. Punkty D, E, F s3 punktami
stycznosci tego okregu z ramionami tréjkata.

1. Podaj miary katow utworzonych przez promienie tego okregu poprowadzone ze srodka
okregu do punktow D, E, F.

2. Oblicz miary katow w trojkacie DEF.

Cwiczenie 14

W tréjkat ABC wpisano okrag o srodku w punkcie O. Okrag ten jest styczny do bokow
trojkata w punktach odpowiednio D, E, F'. Miara kata DOE jest rowna 130°, a miara kata
DOF jest rowna 120°. Miara kata ACB wynosi

90°

70°

o O O

60°

O 100°

Cwiczenie 15

W tréjkat rownoboczny ABC wpisano okrag o $rodku w punkcie O i promieniu 10 cm.
Wysokos¢ trojkata AOB poprowadzona z wierzchotka O wynosi

4 cm

15 cm

10 cm

o O O O

5 cm



Cwiczenie 16

Na okregu o $rodku w punkcie O opisany jest trojkat ABC. Kat CAB jest katem prostym.
Okrag ten jest styczny do boku AC w punkcie D, a do boku AB w punkcie E.
Czworokat AEOD ma

(] doktadnie jeden kat prosty

[ ] wszystkie boki réwne

(] jeden kat rozwarty

(] co najmniej jeden kat prosty

Cwiczenie 17

W tréjkat o bokach dtugosci 6 cm, 10 cm, 8 cm wpisano okrag o promieniu 2 cm. Oblicz pole
tego tréjkata.

Cwiczenie 18

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o bokach dtugosci
5dm, 12 dm, 13 dm.



Cwiczenie 19

Trojkat rownoboczny ABC opisany jest na okregu o promieniu 6 cm i Srodku w punkcie O.
Punkty E, F', G sg punktami stycznosci okregu i tréjkata. Punkt E lezy na boku AC, punkt G
na boku AB.

1. Oblicz miary katow czworokata EAGO.

2. Oblicz miary katow trojkata BOF.

3. Oblicz miary katéw czworokata ACBO.

4. Jaka dtugos$¢é ma promien okregu opisanego na trojkacie ABC?

Cwiczenie 20

W tréjkat ABC wpisany jest okrag o srodku w punkcie O. Punkty E, F', G s punktami
stycznosci okregu i trojkata. Oblicz miary zaznaczonych katéw.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Symetria osiowa

Symetria punktu wzgledem prostej



Cwiczenie 1

Obserwuj potozenie punktéw A, A” wzgledem prostej m.

~
-

A
Liczba krokow: 3
Liczba krokow: 3

AI

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz wtasnosci opisujgce wzajemne potozenie punktow A, A’ wzgledem prostej m.

O Odlegtos¢ punkt A’ od prostej m jest mniejsza niz odlegtos$¢ punktu A od prostej
m.

Srodek odcinka A A’ nalezy do prostej m.
Odcinek A A’ jest prostopadty do prostej m.

Punkty A i A’ znajduja sie po tej samej stronie prostej m.

o O O O

Punkty A i A’ lezag w tej samej odlegtosci od prostej m.


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi




Cwiczenie 2

<

| S

1
L] L L]

®
A' A
Liczba krokow: 3 Liczba krokow: 3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz wtasciwe stwierdzenia okreslajagce wzajemne potozenie punktow A, A’ wzgledem
prostej m.

Punkt A’ lezy dalej od prostej m niz punkt A.

Punkty A A ’znajduja sie po tej samej stronie prostej m.

Punkty A i A’ leza w tej samej odlegtosci od prostej m.

Srodek odcinka A A ’ nalezy do prostej m.

Punkty A i A’ znajduja sie po przeciwnych stronach prostej m.

Odcinek A A ’jest prostopadty do prostej m.

O o 0o o o d


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Definicja: Symetria osiowa

Punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem prostejm (A’ jest obrazem punktu A
w symetrii wzgledem prostejm), jezeli

o punkty Ai A’lezg na prostej prostopadtejdo prostejm
o punkty Ai A’lezg po przeciwnych stronach prostejm
 odlegtos¢ punktu A od prostejm jest taka sama jak odlegtos¢ punktu A’ od prostejm

IAPI = IPA'l

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli punkt A lezy na prostejmto A = A’.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Symetri¢ wzgledem prostej nazywamy symetrig osiow3.

Figury symetryczne wzgledem prostej

Przyktad 1

Znajdziemy punkt A’ symetryczny do punktu A wzgledem prostej m.

AI

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Kazdy punkt figury M jest obrazem odpowiedniego punktu nalezgcego do figury M
w symetrii wzgledem prostejp. Figury M i M; sa symetryczne wzgledem proste;j p.



https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Narysuj prostg m i punkt X nielezacy na tej prostej. Znajdz punkt symetryczny do punktu X
wzgledem prostej m.



Cwiczenie 4

Jak myslisz - jaka figura bedzie obrazem kwiatka w symetrii wzgledem prostej?
Sprawdz swoje przypuszczenia, ,obrysowujac” punktem P kontury kwiatka.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Cwiczenie 5

Jak myslisz - jaka figura jest obrazem wielokata w symetrii osiowej?
Jaki jest stosunek obwodéw tych figur? Aich pdl?
Sprawdz swoje przypuszczenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Cwiczenie 6

Na rysunku obrazem niebieskiego wielokata jest wielokat czerwony. Zmieniajac potozenie
punktu B (czyli potozenie prostej), zaobserwuj jak zmienia sie obraz niebieskiego wielokata.
Zmieniaj potozenie wierzchotkéw niebieskiego wielokata. Co zauwazasz? Czy mozesz tak
zmieni¢ potozenie wierzchotkéw, aby figury pokryty sie?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Cwiczenie 7

Jaka figura bedzie obrazem w symetrii osiowej tréjkata rownobocznego o boku dtugosci 7 cm?
A okregu o promieniu 6 cm? A odcinka o dtugosci 9 cm?

Wazne!
W symetrii osiowej obrazem

e punktu jest punkt

» odcinka jest odcinek tej samej dtugosci

» wielokata jest wielokgt o tym samym obwodzie i polu

» okregu jest okrag o tym samym promieniu
Ciekawostka


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Symetria wystepuje rowniez w przyrodzie. Jest to jednak najczesciej symetria nie
wzgledem prostej, ale ptaszczyzny.



Cwiczenie 8

Woyobraz sobie prostg, ktéra bedzie osig symetrii figury przedstawionej na zdjeciu.




-

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Przesun punkt B, tak aby byt on symetryczny do punktu A wzgledem prostej m.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Cwiczenie 10

Wskaz pare figur symetrycznych wzgledem prostej m.

N




Cwiczenie 11

Wskaz rysunki, na ktérych mozna dorysowac prosta tak, aby figury byty wzgledem niej
symetryczne.




Cwiczenie 12

Batwanki przedstawione na rysunku bytyby symetryczne wzgledem prostej p, gdyby nie 5
szczegbtdw. Znajdz te szczegdty.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Narysuj dowolny czworokat. Znajdz jego obraz w symetrii wzgledem prostej

1. nie majacej z nim punktéw wspdlnych

2. przechodzacej przez doktadnie jeden z jego wierzchotkéw

3. zawierajacej jeden z jego bokéw

4. zawierajacej jego przekatng

5. przecinajacej dwa jego sasiednie boki



Cwiczenie 14

H

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ktore punkty sg symetryczne wzgledem prostej m?

O EiF

() IiForazDiH

() CiGorazEiF

() EiForazDiH



Cwiczenie 15

Wskaz rysunek, na ktérym przedstawione figury sa symetryczne wzgledem prostej p.

N
ey
O
@)




Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazde dwa kwadraty o réwnych polach sa symetryczne wzgledem pewnej proste;.

(] Kazde dwa punkty sa symetryczne wzgledem pewnej prostej.

[ ] Kazde dwa réwne odcinki sa symetryczne wzgledem pewnej prostej.

(] Kazde dwa kota sa symetryczne wzgledem pewnej prostej.

Cwiczenie 17

Trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 3 cm i 4 cm przeksztaté przez symetrie
wzgledem:

1. prostej zawierajgcej krotszg przyprostokatng

2. prostej zawierajacej przeciwprostokatna.

Cwiczenie 18

Narysuj dwie przecinajace sie proste k i p. Znajdz obraz prostej k w symetrii wzgledem prostej
p.

Cwiczenie 19

Tréjkat rownoboczny ABC o boku dtugosci 4 cm przeksztaté¢ przez symetrie wzgledem
prostych zawierajacych jego boki. Powstate tréjkaty, wraz z tréjkatem ABC utworzyty
wielokat. Znajdz obwadd tego wielokata.



Figury osiowosymetryczne

e

os$ symetrii ]

0$ symetrii

Z 0s symetrii

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Figura F5 jest obrazem figury F; w symetrii wzgledem prostej p. Za pomocg suwaka
mozna polaczyc¢ figury F} i Fy, otrzymujac figure G, w ksztalcie gitary.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DEtkZbj66
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.



https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

W symetrii wzgledem prostej p punkty figury G, ktore nalezaty do figury F; mozna
przeksztalci¢ na odpowiednie punkty figury F; . Zatem kazdy punkt figury G mozna
przeksztalci¢ w symetrii wzgledem prostejp na punkt nalezagcy roéwniez do figury G.
O takiej figurze moéwimy, ze jest osiowosymetryczna.

Definicja: Figura osiowosymetryczna

Figure G nazywamy osiowosymetryczna, jezeli istnieje taka prosta p, iz kazdy punkt
figury G po przeksztalceniu w symetrii wzgledem prostej p nalezy do figury G. Wezmy
trzy przykladowe punkty A, B, Ci znajdzmy obrazy A’, B’, C’ tych punktéw w symetrii
wzgledem prostej p.

Prosta p nazywamy osiag symetrii figury G.

figura M

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktady figur osiowosymetrycznych


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

W\
[/

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figura osiowosymetryczna jest swoim obrazem w symetrii osiowe;j.
Przyktad 2

Przyklady czworokatéw osiowosymetrycznych.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Wskaz w najblizszym otoczeniu elementy, ktére mozna przyja¢ za modele figur
osiowosymetrycznych.

Ciekawostka

Obiekty, ktore na fotografiach mozna uznac¢ za figury osiowosymetryczne, sa
w rzeczywistosci brytami.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 4

Przyjrzyjmy sie wielokatom na rysunku. Ile osi symetrii ma kazdy z nich?


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Kazdy z narysowanych wielokatéw ma osie symetrii. Wskaz je.

A

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5

Przyktady figur, ktore nie majg osi symetrii.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ciekawostka

Platki $niegu majg przepickne ksztalty. By¢ moze dlatego, ze zawsze posiadaja az szes¢
osi symetrii. A ponadto kazdy platek jest wyjatkowy. Nie ma dwoch identycznych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figury osiowosymetryczne mozna otrzymac, wykorzystujac symetri¢ wzgledem proste;j.

_ Figura w ksztatcie motyla, sktadajaca sig z figur F oraz G,
jest osiowosymetryczna. Jej osig symetrii jest prosta p.

7

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

figura F figura G

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 3

Figura w kolorze niebieskim, umieszczona na rysunku, jest osiowosymetryczna wzgledem
prostej w kolorze zielonym. Utworz z czerwonych tukéw figure symetryczna do poczatkowej
wzgledem prostej w kolorze granatowym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 4

Umiesé niektore ztukdw tak, aby powstata figura osiowosymetryczna wzgledem prostej
w kolorze granatowym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 5

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 6

Odpowiedz na pytania.

1. lle osi symetrii ma odcinek? lle punktow wspdlnych majg te osie?

2. lle osi symetrii ma okrag? Czy maja one punkt wspdélny?

3. Czy kwadrat ma osie symetrii? Jezeli tak, to ile?

4. Czy kazdy wielokat ma o$ symetrii? OdpowiedzZ uzasadnij.

5. Czy prosta jest figurg osiowosymetryczng?


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 7

Uzupetnij rysunek tak, aby otrzymac figure osiowosymetryczng wzgledem prostej m.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 8

Poszukaj figur osiowo symetrycznych wsréd duzych drukowanych liter alfabetu tacinskiego.

1. Ktére z tych liter majg 0$ symetrii?

2. Czy sg wsrod tych liter takie, ktére maja wiecej niz jedng 0$ symetrii?

A

B C

D

EFGHRIJKLMN

OPQRSTUVW XY Z

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 9

Narysuj czworokat, ktéry ma

1. jedng 0$ symetrii

2. dwie osie symetrii

3. cztery osie symetrii

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jesli rownolegtobok ma doktadnie dwie osie symetrii, to jest prostokatem.

[ ] Jedli czworokat ma o$ symetrii, to przechodzi ona przez jeden z jego wierzchotkéw

(] Istnieje trojkat prostokatny, ktéry ma o$ symetrii.

(] Nieistnieje figura, ktéra ma wiecej niz jedna 0$ symetrii.

Cwiczenie 11

Wsréd figur przedstawionych na rysunku, wskaz figury osiowosymetryczne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Czy wsrod czworokatéw sg Srodkowosymetryczne?
Sprawdz swoje przypuszczenia, zmieniajac potozenie wierzchotkéow A i D.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 13

Ktére stowo ma o$ symetrii?

TOK

KOT

OKO

OTO

O o O O


https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Cwiczenie 14

Zliter T', T, O, O utéz napis, ktéry bedzie miat 0$ symetrii.

Cwiczenie 15

Narysuj figure GG, ktéra ma co najmniej jedng o$ symetrii i ktéra sktada sie z

1. dwéch okregow

2. dwéch prostych

3. trzech punktéw

4. pieciu prostych

Cwiczenie 16

Dokoncz ponizsze zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

1. Jednga z osi symetrii odcinka jest jego ...

2. Osig symetrii kata ostrego jest jego ...

3. Tréjkat réwnoboczny ma ... osie symetrii.



Cwiczenie 17

Wiecej niz jedng 0$ symetrii ma

(] dowolny réwnolegtobok

(] prosta

(] okrag

(] trojkat rownoboczny

Cwiczenie 18

Doktadnie jedng 0$ symetrii ma

(] tréjkat ré6znoboczny

(] trapez réwnoramienny

(] kwadrat

(] deltoid

Cwiczenie 19

Narysuj

1. trojkat réznoboczny i prosta a przechodzaca przez srodek jednego z jego bokow.
Uzupetnij rysunek tak, aby otrzymac figure, ktérej osig symetrii bedzie prosta a.

2. prostokat i prosta p bedaca jego przekatna. Uzupetnij rysunek tak, aby otrzymac figure,
ktorej osia symetrii bedzie prosta p.



Cwiczenie 20

Kwadrat o boku dtugosci 3 cm przecieto wzdtuz osi symetrii réwnolegtej do jego dwéch
bokdéw, otrzymujac figury A i B.

1. Oblicz pole i obwdd jednej z tak otrzymanych figur, np. figury A. Co mozesz powiedzie¢
o polu i obwodzie figury B?

2. lle razy mniejsze jest pole figury A od pola kwadratu?

Cwiczenie 21

Czy obiekt na fotografii mozna uznaé za figure osiowosymetryczna? Jesli tak, to ile osi symetrii
ma ta figura?
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Symetria wzgledem punktu

Cwiczenie 1

4 |
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Liczba krokéw: 3  Liczba krokéw: 3

nNe

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz wiasciwe stwierdzenia okreslajace wzajemne potozenie punktéw A, Si A’.

Dtugo$¢ odcinka AS jest rowna dtugosci odcinka SA’.

Punkt A’ jest $rodkiem odcinka AS.

Punkt A’ lezy na potprostej AS.

Punkt A lezy na potprostej SA’.

o o 0o o 0O

Punkt S jest $rodkiem odcinka AA .



https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Definicja: Symetria srodkowa

Punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem punktu S (A’ jest obrazem punktu A
w symetrii wzgledem punktu S) jezeli

« lezy na prostej AS po przeciwnej stronie punktu S niz punkt A
* jego odleglo$¢ od punktu S jest rowna odleglosci punktu A od punktu S.

Symetri¢ wzgledem punktu nazywamy symetrig Srodkowa.
Wazne!

e Punkt S jest srodkiem odcinka AA ’.
« Obrazem punktu S w symetrii wzgledem tego punktu jest punkt S (S’ = S).
 Jezeli punkt A’ jest obrazem punktu A w symetrii wzgledem punktu S, to punkt A
jest obrazem punktu A w tej samej symetrii.
Przyktad 1

Skonstruujemy punkt symetryczny do punktu A wzgledem danego punktu S.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukc;ji:

o Kreslimy potprostg AS.
o Wykreslamy tuk o srodku w punkcie S'i promieniu SA.


https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

« Punkt przeciecia tego tuku z polprosta AS oznaczamy A’. Jest on poszukiwanym
obrazem punktu A w symetrii Srodkowejwzgledem S.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figury symetryczne wzgledem punktu

Ciekawostka

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT
https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 2

Figury M; i M, przedstawione na rysunku s3 symetryczne wzgledem punktu S. Oznacza
to, ze kazdy punkt figury M jest obrazem odpowiedniego punktu nalezacego do figury
M w symetrii wzgledem punktu S.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

srodek symetrii

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Wazne!
W symetrii srodkowej obrazem:

e odcinka jest odcinek tej samej dtugosci,

 kota jest koto o tym samym promieniu,

» wielokata jest wielokat o tym samym ksztalcie, obwodzie i polu.

» Jezeli F’ jest obrazem figury F' w symetrii wzgledem punktu S, to figura F' jest
obrazem figury F’ w tej samej symetrii.

Przyktady figur symetrycznych wzgledem punktu

Przyktad 4

Oto przyktady figur Srodkowosymetrycznych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Czes¢ figury sktadajacej sie z osSmiu tukow przeksztatcono w symetrii wzgledem punktu S.
Dokoncz to przeksztatcenie, przemieszczajagc odpowiednie tuki.

tuki mozna przemieszczac, zaczepiajac kursor za punkty wyréznione czerwonym kolorem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Cwiczenie 3
Narysuj dowolny tréjkat ABC. Znajdz obraz tego trojkata w symetrii wzgledem punktu
1. bedacego jednym z jego wierzchotkow
2. lezacego wewnatrz tréjkata
3. lezagcego na zewnatrz tréjkata
4. lezagcego na jednym z bokow trojkata
5. lezacego na jednej z wysokosci trojkata
Cwiczenie 4

Znajdz obraz kwadratu o polu 25 cm? w symetrii wzgledem punktu, bedacego srodkiem
jednego z jego bokdéw. Oblicz pole figury, sktadajacej sie z kwadratu i jego obrazu.

Cwiczenie 5

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |[AB| = 12 cm, |[AD| = 9 cm. Punkt S dzieli bok AB

w stosunku 3 : 1 liczac od wierzchotka A. Obrazem prostokata ABCD w symetrii wzgledem

punktu S jest prostokat A’B’C’D’. Wyznacz dtugo$¢ odcinka B’B bedacego czescig wspdlng
prostokata i jego obrazu. Oblicz obwod figury AB’C’D’A’BCD.

Cwiczenie 6

Pole rombu ABCD jest réwne 18 cm?. Przeksztatcono ten romb przez symetrie wzgledem
punktu C, otrzymujac romb A’B’C’D’. Nastepnie przeksztatcono romb ABCD przez
symetrie wzgledem punktu D, uzyskujac romb A”’B”’C’’D”’. Oblicz pole wielokata
ABD’A’B”’C”.



Cwiczenie 7
Ktory z punktow jest symetryczny do punktu X wzgledem punktu S?

L, . ..
lw.Dany jest punkt symetrii S. Zaznaczone punkty X, L, Y, M, K, P.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

() punkt K
() punkt L
() punkt P

() punkt M

Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Kazde dwa kota o promieniach tej samej dtugosci sg symetryczne wzgledem
pewnego punktu

Kazde dwa romby o bokach tej samej dtugosci i katach tej samej miary sa
symetryczne wzgledem pewnego punktu

Kazde dwa tréjkaty rownoboczne o bokach tej samej dtugosci sg symetryczne
wzgledem pewnego punktu

0J

(] Kazde dwa réwne odcinki s symetryczne wzgledem pewnego punktu

Cwiczenie 9

Narysuj dowolny trapez ABCD nie bedacy réwnolegtobokiem. Znajdz obraz tego trapezu
w symetrii wzgledem punktu przeciecia jego przekatnych.



Cwiczenie 10

Narysuj dwa rownolegte i rowne odcinki KL i MN. Znajdz punkt S, wzgledem ktérego
odcinek KL jest symetryczny do odcinka M.

Cwiczenie 11

Narysuj dwie proste rownolegte a i b. Znajdz punkt S, wzgledem ktorego prosta a bedzie
symetryczna do prostej b. Czy istnieje tylko jeden taki punkt?



Figury sSrodkowosymetryczne

272> PunktS jest srodkiem symetrii prostokata.
~~ 7 Prostokat jest figurg sSrodkowosymetryczna.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Figura srodkowosymetryczna

Figure G nazywamy Srodkowosymetryczna, jezeli istnieje taki punkt S, Zze obraz kazdego
punktu figury G w symetrii wzgledem punktu S tez nalezy do tej figury. Punkt .S
nazywamy wtedy $rodkiem symetrii figury G.



https://zpe.gov.pl/a/DpW0eOGxZ

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 1

Rysunek przedstawia kilka figur srodkowosymetrycznych.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figurami Srodkowosymetrycznymi sg tez na przyklad odcinek, prosta, okrag, kwadrat.
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Srodkiem symetrii Srodkiem symetrii Srodkiem symetrii
odcinka okregu kwadratu
jest jego srodek. jest jego srodek. jest punkt przeciecia

jego przekatnych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Jak myslisz, czy figura osiowosymetryczna jest zawsze figurg Srodkowosymetryczng?

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija

Cwiczenie 1

Wskaz figure, ktéra ma nieskonczenie wiele srodkéw symetrii.


https://zpe.gov.pl/a/DpW0eOGxZ

Ciekawostka

Element architektoniczny przypominajacy rozwinieta roze, zwany rozetg, byt czesto
wykorzystywany w renesansowych budowlach. Rozeta byla zwykle w ksztalcie figury
srodkowosymetrycznej. Miato to istotne znaczenie praktyczne. Gdy bowiem fragment tej
rozety ulegal zniszczeniu, mozna ja byto latwo odrestaurowac na podstawie tejjej czesci,
ktora zostata.

Przyktad 3

Obracajac figure srodkowosymetryczng o 180° wokét srodka symetrii, otrzymujemy te
samag figure.

Ciekawostka

Jezeli figura ma wiecej niz jeden Srodek symetrii, to ma ich nieskonczenie wiele.
Przykladem takiej figury jest dowolna prosta.

Cwiczenie 2

Ktéra z figur na rysunku jest sSrodkowosymetryczna?




Cwiczenie 3

Ktéra z figur na rysunku nie jest Srodkowosymetryczna?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Narysuj figure, (o ile istnieje) ktéra ma

1. jeden srodek symetrii

2. dwa srodki symetrii

3. nieskonczenie wiele srodkow symetrii

Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Tréjkat rownoboczny ma srodek symetrii.

[ ] Istnieje figura srodkowosymetryczna, ktéra ma o$ symetrii.

(] Nieistnieje figura, ktéra ma wiecej niz jeden $rodek symetrii.

(] Jedli czworokat ma $rodek symetrii, to jest rownolegtobokiem.



Cwiczenie 6

Wskaz napis, ktéry ma srodek symetrii.

] ONO

) KOT

) Mow

] oko

Cwiczenie 7

Narysuj figure sktadajaca sie z dwoch okregow, ktéra ma doktadnie jeden srodek symetrii.

Cwiczenie 8

Dokoncz ponizsze zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

1. Srodkiem symetrii odcinka jest jego ...

2. Srodkiem symetrii kwadratu jest ...

3. Srodkiem symetrii figury ztozonej z dwéch prostych prostopadtych jest ...



Cwiczenie 9

Wiecej niz jeden srodek symetrii ma

okrag

trojkat rownoboczny

odcinek

o O O O

prosta

Cwiczenie 10

Doktadnie jeden srodek symetrii ma

(] koto

(] prostokat

(] figura ztozona z dwdch prostych réwnolegtych

Cwiczenie 11

Podaj warunek, jaki musza spetnia¢ przekatne czworokata srodkowosymetrycznego.

Cwiczenie 12

Srodek symetrii réwnolegtoboku jest oddalony o 2 cm od boku dtugosci 6 cm. Oblicz pole
tego rownolegtoboku.



Cwiczenie 13
Srodek symetrii kwadratu znajduje sie w odlegtosci 3 dm od boku. Oblicz obwéd kwadratu.
Cwiczenie 14

Dane sa 3 okregi o jednakowych promieniach. Czy mozna je tak rozmiescié, aby nie pokrywaty
sie i aby stanowity figure Srodkowosymetryczna? Jesli tak - sporzadz odpowiedni rysunek.

Cwiczenie 15
Narysuj figure, jesli jest to mozliwe, ktéra

1. ma srodek symetrii i 0$ symetrii

2. ma $rodek symetrii, ale nie ma osi symetrii

3. ma co najmniej dwa srodki symetrii, ale nie ma osi symetrii
Cwiczenie 16

Czy wielokat o nieparzystej liczbie bokow moze by¢ figurg Srodkowosymetryczna? Dlaczego?



Wielokaty foremne

@> szesciokat @} kwadrat @} trojkat

foremny rownoboczny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
Definicja: Wielokat foremny
Wielokagtem foremnym nazywamy wielokat, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie
katy rowne.
a
a 8 « a
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https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trojkat foremny

Wazne!

Trojkat rownoboczny jest wielokgtem, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy
rowne.

Jest on przyktadem wielokata foremnego.
Przyktad 1

Zauwazmy, ze Srodki okregu wpisanego i opisanego na tréjkgcie rownobocznym
pokrywaja sie. Srodek okregu wpisanego (opisanego) lezy w punkcie przeciecia
wysokosci trojkata.

Tylko w tréjkgcie rownobocznym punkt przeciecia sie symetralnych oraz dwusiecznych
lezy w punkcie przecigecia wysokosci.

Punkt przeciecia dzieli taki odcinek w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka tréjkata.
Zatem promien okregu opisanego na trojkacie rownobocznym jest dwa razy dluzszy od
promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czworokat foremny
Zapamietaj!

o Czworokat, ktory jest wielokgtem foremnym to kwadrat.



» Nakwadracie mozna opisa¢ okrag i w kwadrat mozna wpisa¢ okrag.

r=0,5a

R=0,5d

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Promien okregu wpisanego w kwadrat jest rowny potowie dtugosci boku kwadratu.

« Promien okregu opisanego na kwadracie jest rowny potowie dlugosci jego przekatne;.

Przyktad 2

Narysuj na kartce kwadrat

zaznacz jego przekatne,

wytnij ten kwadrat,

odrysuj go na kartce,

poloz wyciety kwadrat tak, aby pokrywat rysunek,

obro¢ wyciety kwadrat o 45° wokoét punktu przeciecia przekatnych,
obrysuj figure, ktora powstata z kwadratu narysowanego i wycietego.

Jak myslisz, czy powstaly wielokat jest wielokgtem foremnym?

Pieciokat foremny

Nastepny wielokat foremny to pieciokat foremny.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wielu wybitnych matematykow poszukiwalo najprostszych sposobow konstrukcji tego
wielokata przy pomocy cyrkla i linijki. Ponizej przedstawiona jest jedna z najbardziej
znanych konstrukcji. Sprobuj wykonac ja w zeszycie.

pieciokat foremny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3


https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

Obliczymy miary katow pieciokata.
W tym celu dzielimy go na trojkaty rbwnoramienne.

&

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kat miedzy réwnymi ramionami kazdego z tych trojkatow to pigta czes¢ kata 360°.
a= 5io360° =72°

Zatem kat przy podstawie trojkata:
gm0 gy

Kat pieciokata jest dwukrotnie wiekszy od kata 3
v=2 54" = 108"

Kazdy kat pieciokgta foremnego ma wiec miare 108°.

Szesciokat foremny

Zauwazmy, ze w trojkacie rownobocznym kazdy z katéw ma miare 60°. Mozemy wiec takie
trojkaty utozy¢ w ten sposob, aby mialy jeden punkt wspolny tak, jak na rysunku.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Powstanie wtedy sze$ciokat o rownych bokach. Kazdy kat tego wielokgta ma miare

2e60° =120°

Jest to wiec wielokat foremny. Nazywamy go szeSciokatem foremnym.
Zauwazmy, ze dtugos¢ boku szesciokata jest rowna polowie dtuzszej przekatne;.
Przyktad 4

Szesciokat foremny mozna skonstruowac, dzielgc okrag na rowne czesci.
Opis konstrukcji

e Rysujemy okrag M o promieniu a.

« Na okregu zaznaczamy dowolny punkt A.

o Zpunktu A wykreslamy okrag o promieniu a (wystarczy narysowac tuk tego okregu).

o Punkt przeci¢cia okregow oznaczamy B.

e Z punktu B wykreslamy okrag o promieniu a.

« Punkt przecigcia okregow (rézny od punktu A) oznaczamy C.

» Postepujemy w podobny sposob, az do uzyskania punktow D, E, F'lezacych na
okregu M.

o Laczymy kolejne punkty odcinkami.

» Otrzymany wielokat ABCDEF jest szukanym szes$ciokatem foremnym.

Otrzymany szeSciokat jest wpisany w okrag (kazdy z jego wierzchotkow lezy na okregu).




szesciokat foremny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Siedmiokat foremny

Siedmiokat mozna narysowac, wykorzystujac konstrukcje neusis, co oznacza po grecku
»dopasowanie”.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ciekawostka


https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

Siedmiokat foremny jest przykladem wielokata foremnego, ktérego nie mozna
skonstruowac za pomoc3 tylko linijki i cyrkla. Udowodnit to wybitny niemiecki
matematyk Karol Gauss (1777 — 1855), ktory tym samym potozyt kres wielowiekowym
wysitkom matematykow, probujacych znaleZ¢ takg konstrukcije.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmzesOvyA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Uwaga!

Wiasnosci wielokgta foremnego:

o wszystkie boki rowne

» wszystkie katy rowne

e mozna na nim opisa¢ okrag

e mozna wen wpisac okrag

» Srodki okregu wpisanego i opisanego pokrywajq sie
» przekatne nie muszg by¢ rowne

Wielokaty gwiazdziste

Wykorzystujac niektore wielokaty foremne, mozna budowac wielokaty, zwane
gwiazdzistymi.

Najpopularniejszym z nich jest pieciokat gwiazdzisty znany od czasoéw starozytnych pod
nazwa pentagramu. Rysunek pentagramu byt znakiem rozpoznawczym uczniow Pitagorasa.
Przyktad 5

Na bazie siedmiokata mozna wykresli¢ siedmiokat gwiazdzisty zwany z greckiego
heptagramem.



https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmzesOvyA
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Tworzgc formy gwiazdziste, kreslimy przekatne wielokgta, omijajgc za kazdym razem te
samg liczbe wierzchotkow. Inng gwiazde otrzymamy, gdy bedziemy omija¢ dwa wierzchotki,
inng, gdy trzy.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmzesOvyA
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Zastanowmy sie, czy wielokaty foremne s3 figurami Srodkowosymetrycznymi.
Sprawdzimy to za pomoca komputera.
Przesuwajac punkty odpowiednioPi, Ps,... po bokach wielokgtow, obserwujmy zmiane¢



https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

potozenia punktow P, ’, Py’..... Punkty P;’, P, ’,... leza w tej samej odlegto$ci od punktow
S1, 83 ... copunkty P, Ps,...

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmzesOvyA
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauwazmy, ze Srodek symetrii majg tylko wielokgty foremne o parzystejliczbie
wierzchotkow.

Cwiczenie 1

Znajdz miary katow siedmiokata foremnego i oblicz sume miar tych katow.

Ciekawostka

Wiekszos¢ ciat stalych ma budowe krystaliczng. Charakteryzuje si¢ ona regularnym
utozeniem atomow, ktore tworzg tzw. siatke krystaliczng. Bardzo czesto atomy

w krysztale utozone s3 w wierzchotkach wielokatow foremnych, a te z kolei tworzg
struktury majgce ksztalt bryl nazywanych wielo$cianami foremnymi.


https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA

Cwiczenie 2

Ktore sposrod wielokatow na rysunku to wielokaty foremne?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3
Skonstruuj kwadrat

1. o boku dtugosci 4 cm

2. ktorego obwadd jest réwny 20 cm

3. ktoérego przekatna ma dtugosé 4 cm




Cwiczenie 4

Odpowiedz na pytania.

1. Czy wielokaty foremne sg osiowosymetryczne?

2. lle osi symetrii ma trojkat rownoboczny?

3. lle osi symetrii ma kwadrat? A pieciokat foremny?

4. lle osi symetrii ma n-kat foremny?

Skonstruuj szesciokat foremny.
Wykorzystujac konstrukcje szesciokata foremnego, skonstruuj dwunastokat foremny.

Cwiczenie 5

Zapisz ile przekatnych ma

1. kwadrat

2. pieciokat foremny

3. szesciokat foremny

4. n-kat foremny



Cwiczenie 6

Bok szesciokata foremnego ma dtugosé¢ 6 cm.

1. Oblicz obwéd tego szesciokata.

2. Uzasadnij, ze kazda z przekatnych tego szesciokata ma dtugos$¢ nie wiekszg od 12 cm.

3. Oblicz sume katow tego szesciokata.

4. Jak znalez¢ $rodek okregu wpisanego w ten szesSciokat?

5. Czy wykorzystujac ten szesciokat, mozna zbudowac wielokat gwiazdzisty? Jesli tak -
narysuj go.

Cwiczenie 7

Okresl ile bokdw ma wielokat foremny, ktérego miara kata jest rowna

1.60°

2.90°

3.120°

4.150°

Cwiczenie 8

Na kwadracie mozna opisac¢ okrag. Czy to jedyny czworokat, na ktérym mozna opisa¢ okrag?
Narysuj inne czworokaty, na ktérych mozna opisa¢ okrag.

Cwiczenie 9

Narysuj szesciokat foremny o boku 3 cm i opisz na nim okrag.



Cwiczenie 10

lle form gwiazdzistych ma jedenastokat i trzynastokat foremny? Ktére z tych form mozna
wykresli¢ jednym pociggnieciem otéwka?

Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Czworokat foremny ma $rodek symetrii.

(] Szesciokat foremny ma srodek symetrii.

(] Wielokat, ktéry ma wszystkie katy réwne jest wielokatem foremnym.

[ ] Wielokat, ktéry ma wszystkie boki réwne jest wielokatem foremnym.

Cwiczenie 12

Suma katéw wielokata foremnego jest rowna 720°, a jego obwod 24 cm. Oblicz dtugosé jego
boku.

Cwiczenie 13

Narysuj kwadrat. Zaznacz srodki jego bokéw. Potacz zaznaczone punkty tak, aby otrzymac
czworokat. Czy otrzymany czworokat jest wielokatem foremnym? Dlaczego?

Cwiczenie 14

Narysuj kwadrat. Podziel kazdy z jego bokdw na trzy réwne czesci. Potacz punkty podziatu
tak, aby otrzymac osmiokat. Czy otrzymany osmiokat jest wielokagtem foremnym? Dlaczego?



Cwiczenie 15

Narysuj tréjkat réwnoboczny. Zaznacz srodki jego bokdéw. Potacz zaznaczone punkty tak, aby
otrzymac tréjkat. Czy otrzymany trojkat jest wielokagtem foremnym? Dlaczego?

Cwiczenie 16

Narysuj trojkat réwnoboczny. Podziel kazdy z jego bokéw na trzy rowne czesci. Potacz punkty
podziatu tak, aby otrzymac szesciokat. Czy otrzymany szesciokat jest wielokagtem foremnym?
Dlaczego?

Cwiczenie 17

Wysokos$¢ w trojkacie rownobocznym ma dtugosé 6 cm. Jakg dtugo$¢ ma promien okregu
wpisanego w ten tréjkat? A opisanego na tym trojkacie?

Cwiczenie 18

Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny jest réwny 5 dm. Jakg dtugosé ma
promien okregu opisanego na tym tréjkacie? Jaka dtugosé ma wysokosé tego tréjkata?

Cwiczenie 19

Promien okregu wpisanego w kwadrat ma dtugosé¢ 10 mm. Oblicz pole i obwéd kwadratu.

Cwiczenie 20

Promien okregu opisanego na kwadracie ma dtugos¢ 8 mm. Oblicz pole kwadratu.

Cwiczenie 21

Zapoznaj sie z metodami konstrukcji wielokata przy pomocy cyrkla i linijki.



Liczby wymierne. Wartos¢ bezwzgledna

Zimag mozemy zaobserwowac, ze temperatura powietrza spada ponizej0°C. Moéwimy
wowczas, ze jest rowna, na przyktad —5°C, —12,5°C, —12°C. Liczby, za pomocg ktérych
zapisana jest ta temperatura, nazywamy ujemnyimi.

= JEST ZIMA, WIEC
TEMPERATURA SIEGA. ..

L R T e Ty

ok s 2na3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wysokos¢ bezwzgledna to pionowa odleglo$¢ (wysoko$¢) danego punktu wzgledem
przyjetego punktu odniesienia, ktorym jest sredni poziom morza. Wysoko$¢ bezwzgledna
oznaczana jest skrétem n.m.p., czyli nad poziomem morza (Wikipedia).

Wysokos¢ bezwzgledna punktéow lezacych powyzej poziomu morza oznaczamy liczbami
dodatnimi, a punktow lezacych ponizej poziomu morza, tzw. depresiji, liczbami ujemnymi.

» Najnizszy obszar na ladzie na kuli ziemskiej stanowi depresja Morza Martwego (396 do
418 m p.p.m, czyli —418 do - 396 m n.p.m)

Dotychczas poznaliSmy:

e liczbynaturalne:0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, ...
e liczby catkowite:...,—4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4,...


https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Liczba wymierna

Liczba wymierna to liczba, ktorg mozna przedstawi¢ w postaci utamka ¢, gdzie a i b sa
liczbami catkowitymii b # 0.

Wiasnosé: Liczby wymierne

Liczbami wymiernymi sg liczby naturalne, catkowite i utamki.


https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE

liczby wymierne

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 2

Odwrotnoscia liczby % jest liczba 3%, poniewaz zamieniajgc liczbe 3% na utamek
niewtasciwy, otrzymamy utamek % . Analogicznie parami liczb wzajemnie odwrotnych sg

1.1i3
2.810,125
3.4,61 5
Definicja: Odwrotnos¢ liczby
Liczba odwrotna do danejliczby a, to taka liczba b, ze
aeb=1
Odwrotnoscia liczby a, gdzie a # 0 jest liczba %

Zapamietaj!

Iloczyn liczb wzajemnie odwrotnych jest rowny 1.
Przyktad
Liczba odwrotna do liczby % to % bo % ° % =1

Przyktad 3
Zaznaczmy na osi liczbowej pary liczb.

1.2i-2
2.31-3
3.0,5i—-0,5



. @ @ —O——0—
-4 -3 42 -1 0 1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Co mozemy powiedzie¢ o odlegtosSciach liczb 2 i —2 od zera? Zauwazmy, ze te
odlegtosci sg rowne 2. Podobnie odlegtosc kazdejz liczb 31 —3 od zera wynosi 3
aliczb 0,51 —0,5 wynosi 0,5. Liczby 2i —2,31 —3 oraz 0,51 —0,5 to pary liczb
przeciwnych.

Definicja: Liczba przeciwna

Liczba przeciwna do danejliczby a to taka liczba —a, ze zachodzi réwnos¢
a+(—a)=0

Wazne!

Liczby przeciwne to takie liczby, ktore znajdujg sie po przeciwnych stronach 0 na osi
liczboweji ktorych odleglos¢ od 0 jest taka sama.

Definicja: Wartos¢ bezwzgledna

Warto$¢ bezwzgledna liczby a jest to odleglos¢ liczby a od zera na osi liczbowe;.

-5 5 B

X

T+

6-1-5 |4 | 3 19 14 I@g !4 513 415 §g
I5]=5
g 4 =

X

bt Ot

6 -5 -4+-31-2-+-1 ' 0 1 =13 L4 lg g
-4|=4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE

Animacja przedstawia dwie osie liczbowe z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Na
pierwszej osi zaznaczona odleglosc liczby 5 od liczby 0, réwna 5. Zapis: wartos¢
bezwzgledna z liczby 5 =5. Na drugiej osi zaznaczona odlegtosc¢ liczby -4 od liczby O,
rowna 4. Zapis: wartoS¢ bezwzgledna z liczby -4 =4.

Wiasnosci warto$ci bezwzglednej

o Jezeli liczba a jest nieujemna (a > 0), to jej warto$cia bezwzgledng jest ta sama liczba a.

o Jezeli a jest ujemna (a < 0), to jej warto$cia bezwzgledna jest liczba przeciwna do a,
czyli —a.

« Warto$c¢ bezwzgledna liczby a oznaczamy |al.

» Liczby przeciwne majg takg sama wartoS¢ bezwzgledna.

Przyktad 4

4 4 g
—~= B < =
X
t —@— } —&— } —@— o
-6 -5 -4 -3 -2 -1 213141516

S dwie takie liczby: 4 i (-4).
Ich odlegtosci od liczby 0 s3 takie same i rowne 4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia o$ liczbowg z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Nalezy
zaznaczy¢ liczby oddalone od liczby 0 o 4. Sg dwie takie liczby: 4 i -4. Ich odlegtosci od
liczby O sg takie same i wynoszg 4.

Przyktad 5

Rozwiazemy rownanie |z| = a, gdzie a > 0.



https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE

Rozwigzemy rownanie | x| = a, gdzie a 2 0.
Szukamy takich liczb, ktérych odlegtosc¢ od liczby 0 jest rowna a

,. | sy BT T T T W |

d a
~g B =
X
O O 2 e
-ad d

Niech a 2 0. Rozwigzaniem rownania [x|=a jest x=a lub x = -a.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje rozwigzanie rownania: warto$¢ bezwzgledna z liczby x =a, gdzie

a wieksze lub réwne 0. Szukamy takich liczb, ktorych odlegtos¢ od liczby 0 jest rowna a.
Na osi zaznaczona odlegto$¢ liczby a od liczby 0, rowna a oraz odlegltos¢ liczby —a od
liczby 0, rowna a. Zapis: Niech a wieksze lub rowne 0. Rozwigzaniem réwnania warto$¢
bezwzgledna z liczby x =a jest x =a lub x =-a.



https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE

Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze podana liczba jest wymierna.

Cwiczenie 2
Rozstrzygnij, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz

Liczba odwrotng do 2,5 jest
Iiczba% O O
Odwrotnos¢ liczby
naturalnej nie jest liczba O O
wymierna.
lloczyn liczby i liczby do nigj O
przeciwnej wynosi 0.
Suma liczby i liczby do niej

O O

przeciwnej wynosi 0.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Zaznacz dang liczbe na osi liczbowej. Pamietaj o odpowiednim doborze jednostki.

1
11
2. —2,3
3
3. -7
5
4.3
5.—-3,75
8
6. —%
Cwiczenie 4

Odczytaj liczby, ktore odpowiadajg punktom na osi liczbowe.

D B A C E
a) T @ @ :] O T O @ T -
D A C E B
b) T I‘:I . T T . -t- T Fl >
- 0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5
Przeciagnij liczby z dolnej sekcji do gorne;.

Naturalne
12| -S| -2 5|
£ [-s] (-4 ][ 8] (2]
Catkowite % _% m % \i\
10 || —0,2) || -10]| -2
HIERNEE
Wymierne _—10 % bl _%
~10 ][ % |[1][5][-5]
EEhhE:
21
7
Ujemne -

Mniejsze od —3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Wszystkie liczby catkowite wybrane ze zbioru liczb — 26, —5, —%, —-1,-0,5,0
to

4 10
—26, —5, —4, 1,0, 312

10
0,410,312

O O O

0, 3, 12

() —26, —5, —1,0, 3, 12

Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

1, (4) nie jest liczbg wymierna.

W zbiorze liczb catkowitych nie ma najmniejszej liczby.

Kazda liczba naturalna jest liczbg wymierna.

o o o o

Kazda liczba wymierna jest liczba catkowita.

10
’7h 0

3

9
' 40

12



Cwiczenie 8

Oblicz.
1. [4]
2. -3
3.1
4.|-25
5.]—0,66|
6.|—1,(2)]

Cwiczenie 9

Przeciagnij pasujace elementy z sekcji dolnej do gornej.

Liczby przeciwne

Liczby odwrotne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

‘2,2if—1H0,375i§]

3,510 || —2,4i 2 |] Lid]




Cwiczenie 10

Odwrotnoscia liczby —2,4 jest liczba

5
12

o O O

24
O %

Cwiczenie 11

Liczbg przeciwng do % jest

2
23

|
wo|oo

o O O O
esloo

|
o]

Cwiczenie 12

Oblicz wartos¢ wyrazenia 2% +3e (% + %) Liczba odwrotna do otrzymanej liczby, to



Cwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Liczba przeciwng do odwrotnosci liczby 2,5 jest liczba — %
wrotno$¢ liczby naturalnej roznej od zera nie jest liczbg wymierna.

D Od t s 7 |- b t | . s . . d . . t I. b .

(] Suma liczby i liczby do niej przeciwnej wynosi 0.

(] lloczyn liczby i liczby do niej przeciwnej wynosi 0.

Cwiczenie 14
Wybierz.

‘ dodatniej ’ ‘ naturalna ’ ‘ wymierna ’ ‘ naturalng ’ ‘ skonczone ’ ‘ dodatnia ’ ‘ ujemnej ’

‘ nieskonnczone nieokresowe ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Porownywanie liczb wymiernych

Aby porownac liczby wymierne, czyli okresli¢, czy sa rowne lub ktora z nich jest wieksza,
a ktora mniejsza, mozemy przedstawic je na osi liczbowe;j.

e Zaznaczmy na osi liczbowej dowolng liczbe ujemna i dowolng liczbe dodatnia.

. - O : T T : O —
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oczywiste jest, ze kazda liczba dodatnia jest wigksza od liczby ujemne;j.
e Zaznaczmy na osi liczbowej dwie dowolne liczby dodatnie.

; T r O ; T ¥ O —
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oczywiste jest rowniez, ze z dwoch liczb dodatnich wi¢ksza jest ta, ktora znajduje sie
dalejod 0 na osi liczbowej.
e Zaznaczmy na osi liczbowej dwie dowolne liczby ujemne.

'—. T T T . T T T T >
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Z dwoch liczb ujemnych wigksza jest ta, ktora lezy blizej 0 na osi liczbowe;j.
e Porownajmy liczby —0,6 i —0,4.
W tym celu zaznaczymy je na osi liczbowe;j.
. . L] L] L] L] L} >

-06 -04 0

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Blizej 0 znajduje sie liczba — 0,4, zatem jest ona wigeksza od liczby — 0,6.
Pamietamy, ze odleglos¢ liczby od 0 na osi liczbowej nazywa si¢ wartoscig bezwzgledna.

|—0,6] = 0,6
|— 0,4 =04
Mamy

= 0,6] > [ 0.4



poniewaz
0,6 > 04

Mozemy zatem powiedzie¢, ze z dwoch liczb ujemnych wieksza jest ta, ktorej wartos¢
bezwzgledna jest mniejsza.
Zapamietaj!

Z dwoch liczb ujemnych wieksza jest ta, ktorej warto$¢ bezwzgledna jest mniejsza.

Cwiczenie 1

Zaznacz na osi liczbowej podane liczby, a nastepnie uporzadkuj je od najmniejszej do
najwiekszej.

1 1 3 3 5
=3,5, 5, —27,—-0,25,3, &, —5, 0,75, 5

Cwiczenie 2

Pod jakimi literami kryja sie dane utamki?
55, —0,8,—%,-0,1,-0,95, — %, —0,5




Cwiczenie 3
Uporzadkuj liczby rosnaco.

1,003

-0,332

3,3

-0,33

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

214

114

114

114

O

114

O

112

114

O



Cwiczenie 5

W miejsce kropek wstaw taka liczbe, aby otrzymad nieréwnosc¢ prawdziwa.

L+<-L

2. -+ < -1
3.—% > -3
4. -2 > — ==

6.—4, ...1>—431

Cwiczenie 6

W miejsce kropek wstaw taka liczbe, aby spetniata warunek
1.2,227 < ... <2, 228
2.—-0,26 < ... < —0,25

1 1
3‘3<"‘<Z



Cwiczenie 7

Ktora z liczb jest najmniejsza?

o O O

O 0,3

Cwiczenie 8
Ktora nierédwnosc nie jest prawdziwa?
O —-b< -4

O —5>-03

O
|
N[N
A
|
w|ro

Cwiczenie 9
W kolejnosci malejgcej uporzadkowane sg liczby

14 11

14 s _ T
15> 150 157 15

~2,13, — 2,14, — 2,15, — 2,16

o O O O

~0,23, — 0,22, — 0,21, — 0,2



Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Najwigksza liczbg catkowita, ktdra jest mniejsza od liczby —3,45 jest —4.
(] Utamek — % jest wiekszy od — % i mniejszy od — %
(] Liczba —1,466 jest mniejsza od liczby —1,467.

(] Najmniejsza liczba catkowita, ktdra jest wieksza od liczby —3,45 jest —4.

Cwiczenie 11
Podaj

1. dwie liczby catkowite ujemne i dwie liczby catkowite dodatnie, ktére sg mniejsze od 2,8
i jednoczesnie wigksze od —5,67

2. taka liczbe naturalng z, ktora spetnia warunek |z| > 4,5
3. dwie dowolne liczby wymierne, ktére s wieksze od —5,36 i mniejsze od —5,35

4. trzy dowolne liczby, ktére sg wieksze od %4 i jednoczesnie mniejsze od %3



Cwiczenie 12

W tabeli podano $rednie temperatury powietrza w najwiekszych miastach Polski w styczniu
2014 roku.

Tabela. Dane
Warszawa Krakow Poznan todz Wroctaw Gdansk Katowice
—7,5°C —4,2°C -2,6 °C -8,3°C —1,8°C 2,3°C —10,5°C

1. W ktérym miescie Srednia temperatura w styczniu byta najnizsza, a w ktérym najwyzsza?
2. Uporzadkuj temperatury od najnizszej do najwyzszej.
3. W ktorym miescie $rednia temperatura w styczniu byta mniejsza od —5 °C?

4. Wymien miasta, w ktorych byto cieplej niz w Krakowie.



Dziatania na liczbach wymiernych

Zapamietaj!

» Jezeli dodajemy dwie liczby wymierne tego samego znaku, to znak sumy jest taki sam
jak znak obydwu sktadnikow, a jej wartos¢ bezwzgledna jest suma wartosci
bezwzglednych sktadnikow.

o Jezeli dodajemy dwie liczby wymierne roéznych znakow, to znak sumy jest taki jak
znak liczby o wigkszej wartosci bezwzglednej, a wartos¢ bezwzgledna sumy jest

roznicg wartosci bezwzglednych sktadnikow.

Przypomnijmy teraz, jak ustala si¢ znak wyniku mnozenia liczb wymiernych w zalezno$ci od

znakow czynnikow.
Przyktad 1

Posiadajac w banku konto, zazwyczaj mamy mozliwo$¢ zaciggniecia dlugu (tzw. debetu)
w formie tzw. kredytu odnawialnego. Oznacza to, ze jezeli pobierzemy z konta wiecej
pieniedzy niz sie na nim znajdowato, zaciggniemy wobec banku dtug. Dtugi wobec banku
oznaczamy za pomoc3 liczb ujemnych, a wptywy na konto za pomoca liczb dodatnich.
Obliczymy, jaki jest stan konta pana Kowalskiego, ktory posiadajac na koncie 1350 zt,
wyptlacit 1800 zt na zakup telewizora.

1350 + (—1800) =

1350 — 1800 = — 450

Oznacza to, ze pan Kowalski aktualnie ma debet w wysokosci 450 zt.
Obliczymy teraz stan konta pana Nowaka, ktory majac debet w wysokosci 380 zt, wyplacit
jeszcze 350 zl na optacenie czynszu.

(—380) + (—350) =
—380 — 350 = — 730

Oznacza to, ze pan Nowak aktualnie ma debet w wysokosci 730 zt.
Obliczymy stan konta pani Adamskiej, ktora majgc debet w wysokosci 1200 zt, wplacita
na konto 1050 zt.

—1200 + 1050 = —150

Oznacza to, ze pani Adamska aktualnie ma debet w wysokos$ci 150 zt.
Przyktad 2




Obliczymy réznice wysokosci bezwzglednych miedzy najwyzszym szczytem w Polsce
(Rysy 2499 m n.p.m.), a najwieksza polskg depresjg (w miejscowosci Raczki Elblgskie, 1,8

m p.p.m.).
-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2499 — (—1,8) = 2500,8(m)

Roznica wyskosci bezwzglednych szczytu Rysy i miejscowosci Raczki Elblgskie wynosi
2500,8 m.



Cwiczenie 1

Oblicz.
1. —2e(-3)
2.—15 + 35

3.—4e(—2)e(-5)

4.23 - 57— 3

5.—5e(—3)e(—4)

6. —11 + 24— 17

7.10 0 (—3) o (=7)

8.19- 26 + 54

9.5e7e(—4)

Cwiczenie 2
Przeciagnij i upusc.

Jezeli w mnozeniu wystepuje parzysta liczba ujemnych czynnikéw, to znak iloczynu jest

‘ dodatni

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

‘ ujemny




Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Liczba przeciwna do ilorazu liczby dodatniej i ujemnej jest liczbg dodatnia.

Liczba odwrotna do kwadratu liczby ujemnej jest liczba dodatnia.

lloraz szescianoéw dwéch liczb o przeciwnych znakach jest liczbg ujemna.

Szescian liczby ujemnej jest liczbg ujemna.

O o 0O o O

lloczyn pietnastu liczb ujemnych jest liczba dodatnia.

(] lloczyn kwadratéw dwdch liczb o przeciwnych znakach jest liczba ujemna.

Cwiczenie 4
Przeciagnij i upusc.

a-4)" =1
b)-(—4) =1
o-(-4)" =
d-[- (-2

[ ) (4] (o) [#)(6] (2] (- ) (-3 ) (2] ()[4 ) [ ] (=)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 5
Ustal, czy znak wyniku dziatania jest dodatni czy ujemny i wybierz.

‘ ujemny ’ ‘ dodatni ’ ‘ dodatni ’ ‘ ujemny ’ ‘ ujemny ’ ‘ ujemny ’ ‘ dodatni ’ ‘ ujemny ’

‘ dodatni dodatni

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7

Uporzadkuj rosnaco wyniki dziatan.
lLa=54e(—3,25),b=—48e( — 52),c=—3551,d=>5,2e49
2.2 =-387T—43,y=-74 + 8,9,z=—-545—-( — 3,92),t =17, 3— 5,87

3.k=524 : (—131),l=( — 13,1): ( — 52,4),m =524 : ( — 4),n =524 :



Cwiczenie 8

Oblicz.
.03 + 3
2.73-3,4-27
3.5,34 + 152 — 8,57

4.7,24—- 3,482, 8- 3,1 + 9,2

7 1 2
7.37,65 — 32% + 41 — 8%
Cwiczenie 9
Oblicz.

1.—5e (— 1,2)

2,3
2.-22.3

4.-51- (- 1%)
5.-2% : 13
6.— 1,56 : (—1,3)

7.84 : ( — 2,4)



Cwiczenie 10

Ustal znak wyniku bez jego obliczania.
L(—13°%(—24% (-1,7
2.(=3)- (=35 : (- 3)
3.( - 4,7) : (— 2,5) . 4,62 : (—2,8)°

4.(33)% 0 (= 1,2)% : (—1,5)

N3

Cwiczenie 11
Ustal znak wyrazenia nie obliczajac jego wartosci i wybierz.

)33 - (= 2,4)?% - (—1,7)

3) - (357 (- 4)

1
4,7) - (—2,5) : 4,62 \7:7”(:5,@3')35

S

a) (-
) (=

) (=
d) (33)° - (= 1,2)* : (-1,5)"

______________

C

Q) (33) (- 1,27 (15 (3 4-9)]

..............

\<0H>o >o] 0 <o] =0

] [0] (0] [0] [>0] (o] [] [0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Suma liczb —3,2 i —3,75 jest réwna

O 0,55
O 6,95
O —6,95

O —0,55

Cwiczenie 13

lloczyn liczb —1% i 3% jest rowny

O -3
O -4
O 3



Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Pan Bolestaw, majac debet w wysokosci 550 zt, wyptacit z konta 450 zi, a pan Jerzy,
(] majac na koncie 600 zt, wyptacit z niego 650 z1. Stan konta pana Jerzego jest
WYyZzszy niz pana Bolestawa.

Pani Anna, majac na koncie 3500 z}, wyptacita z niego 2840 zt. Pieniedzy

(] pozostatych na koncie wystarczy pani Annie na wykupienie wycieczki, ktéra
kosztuje 700 zi.

Pani Jola, majac debet w wysokosci 1300 zt, wptacita na konto 1250 zi, a pani

(] Kasia, majac na koncie 1400 zt, wyptacita z niego 1500 zt. Stan konta pani Joli jest
wyzszy niz pani Kasi.

Cwiczenie 15

W miejscowosci Bajkowo najnizsza temperatura wynosita —2°C, a najwyzsza 5°C.

W miejscowosci Legendowo najwyzsza temperatura wynosita —1°C, a najnizsza —7°C.
W miejscowosci Komiksowo najnizsza temperatura wynosita 3°C, a najwyzsza 8 °C.
Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby lub stowa.

« Najwyzsza temperatura w Bajkowie byta o ‘ ’°C wyzsza od najwyzszej

temperatury w Legendowie.

« Najwieksza roznica miedzy najwyzszymi temperaturami Wynosi’ra‘ °C
i dotyczyta miejscowosci ’ i ‘ ’
« Migjscowoscia, w ktérej byta najnizsza temperatura jest‘ ’
« Ro&znica najnizszych temperatur w Komiksowie i Bajkowie wynosita ‘ °C.

Cwiczenie 16

Stan konta pani Barbary w dniu 1 marca wynosit 1040 zt. W dniu 3 marca na konto wptyneta
pensja pani Barbary w wysokosci 2600 zt. Dnia 5 marca bank, na podstawie pozostawionego
przez wtascicielke konta, zlecenia dokonat optat w wysokosci 1020 zt. Biezgce wydatki pani

Barbary w ciggu marca wyniosty 1800 zt. Czy pani Barbarze wystarczy jeszcze pieniedzy na
zakup telewizora kosztujgcego 800 z1?



Cwiczenie 17
Potacz w pary.

—0,25

-3,15

2,5
2,4

2,5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

~1,5+ 2,7
~7 —2,8
3+ -1,1
83 — 91
—1-(-3,5)
1+ — 14
—5—(—2,5)
4

44 -23
0,45- 3,6



Cwiczenie 18
Potacz w pary.

4,2 11 .(-38)
— 0,05 1,44 : (—1,2)
—13,5 -212 : (-2) </math
—1,2 72 :08
—10 15 - (—4)
-9 ~7,5-(-3)
1 —0,45: 9
22,5 —1,4-(-3)
—6 — 4.3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 19

Wyszukaj informacje na temat najwyzszego i najnizszego punktu na Ziemi, a nastepnie oblicz
roznice ich wysokosci bezwzglednych.



Odlegtos¢ na osi liczbowej

Przyktad 1

e Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, ktore sa wieksze od 3.

Il

T T T \ T L]

0 1 2 3 4 5

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

xVy

o A

Liczby te spelniajg nierownos¢ z > 3. Jezeli nier6wnosc¢ jest ostra, tzn. speiniona
tylko przez liczby wieksze od trzech, wtedy kotko jest niezamalowane.
e Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, ktore sg mniejsze od 4.

1 -

T T T T \J L]

0 1 2 3 4 5 6

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spelniajg nieréwno$¢ = < 4.
e Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, ktore sa wieksze lub rowne od 1.

T @ T T T T
0 1 2 3 4 S

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

xYy

o) -

Liczby te spelniajg nierownoS¢ z > 1. Jezeli nieré6wnosc¢ jest nieostra, tzn. spetniona
przez liczby wieksze lub rowne jeden, wtedy kotko jest zamalowane.
e Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, ktore sa mniejsze lub rowne 5.

—— 1

0 1 2 3 4 5 6

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spetniajg nieréwnos¢ ¢ < 5.
Przyktad 2

» Jezeli o pewnejliczbie  wiemy, ze jest wigksza od —1 i mniejsza od 4, to znaczy, ze
liczba z spelnia warunek: —1 < z < 4.




Wszystkie liczby z spelniajace ten warunek mozemy zaznaczyc¢ na osi liczbowe;j.

xV

A4 5

4 3 2 1 0 1 2 3

(@)
o -

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Jezeli o pewnejliczbie x wiemy, ze jest wigksza lub rowna od —1 i mniejsza od 4, to

znaczy, ze liczba x spetnia warunek: —1 < z < 4.

Wszystkie liczby = spelniajace ten warunek mozemy zaznaczyc¢ na osi liczbowe;j.

| U —
4

4 3 2 1 0 1 2 3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Jezeli o pewnejliczbie x wiemy, ze jest wigksza od —1 i mniejsza lub rowna od 4, to

znaczy, ze liczba x spetnia warunek: —1 < z < 4.

Wszystkie liczby = spelniajace ten warunek mozemy zaznaczyc¢ na osi liczbowe;j.

7 L)

4 3 2 4 0 1 2 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Jezeli o pewnejliczbie £ wiemy, ze jest wigksza lub rowna od —1 i mniejsza lub
rowna od 4, to znaczy, ze liczba z spetnia warunek: —1 < z < 4.

Wszystkie liczby = spelniajace ten warunek mozemy zaznaczy¢ na osi liczbowe;.

4 3 2 1 0 1 2 3

xV

(6)
o A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 3

e Zaznaczmy na osi liczbowejliczby 21 9.




0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

10 X

©e

Na osi liczbowejmiedzy 2 i 9 mieSci si¢ 7 odcinkow jednostkowych. a wigec odlegtos¢
miedzy liczbami 2 i 9 wynosi 7. poniewaz

9-2=T.

e Zaznaczmy na osi liczbowejliczby —8 1 —3.

—e T T T T @ T T T T T
8 - 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na osi liczbowej miedzy —8 i —3 miesci si¢ b odcinkow jednostkowych, a wigc
odlegto$¢ miedzy liczbami —8 i —3 wynosi 5, poniewaz

—3—(—8)=—3+48=5.

e Zaznaczmy na osi liczbowejliczby —61 2.

L] L] ‘ L] L] L] L] L)
8 7 6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 X
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na osi liczbowejmiedzy —6 i 2 miesSci si¢ 8 odcinkow jednostkowych a wiec
odlegto$¢ miedzy liczbami —6 i 2 wynosi 8, poniewaz

2—(—6)=2+6=28.
Przyktad 4

Obliczmy odlegto$¢ miedzy liczbami a = —3,51 b = —8,2.
Poniewaz —8,2 < —3,5 wiec aby obliczy¢ szukang odlegto$¢ musimy od —3,5 odja¢ —8,2.

—35—(—8,2)=—35+82=47

A zatem odlegtos¢ miedzy liczbami a i b wynosi 4,7 jednostek.
Mozemy réwniez policzy¢ warto$¢ bezwzgledna roznicy liczba a i b, wtedy nie ma
znaczenia, czy od wiekszej odejmujemy mniejsza, czy odwrotnie.

la—b] =|-3,56—-(-8,2)| =|-3,56+8,2| = [4,7| =4,7



b—a|l=1]-8,2—(-3,5)| =|-8,2+3,5| = |-4,7| = 4,7
@ — b = |b—q
Odlegto$¢ miedzy liczbami a i b jest rowna |a — b| lub |b — a].
Przyktad 5

Obliczmy odlegto$¢ na osi liczbowej migedzy liczbami a = 2,51 b = 9.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczong na osi liczbowej odlegtos¢ miedzy liczbami 9 oraz dwa
i jedna druga. Zapis: wartos¢ bezwzgledna z liczby (9 - dwa i jedna druga) = wartos¢
bezwzgledna z liczby (dwa i jedna druga -9) = szeS¢ i jedna druga.

Poniewaz 2,5 < 9, wiec aby obliczy¢ szukana odlegtos¢ musimy od 9 odjac¢ 2,5.
9-25=6,5

A zatem odlegto$¢ miedzy liczbami a i b wynosi 6,5.
Mozemy réwniez obliczy¢ warto$¢ bezwzgledng réznicy liczb a i b. Woéwczas nie ma
znaczenia, czy od liczby wigkszej odejmujemy mniejsza, czy odwrotnie.

a— b =19—25 =259 =65

a—b|=[b—a


https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q

Odlegto$¢ miedzy liczbami a i b jest rowna |a — b| lub |b — a.
Przyktad 6

Oblicz odlegtos¢ na osi liczbowejliczb —11 7,5.

|73-(-1)|=|-1-73| = 83

-2 -1 -0 1 2 3 4 5 6 77:8 9 10

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczong na osi liczbowej odlegtos¢ miedzy liczbami -1 oraz
siedem i jedna druga. Zapis: wartoS¢ bezwzgledna z liczby [siedem i jedna druga -(-1)] =
warto$¢ bezwzgledna z liczby (-1, siedem i jedna druga) = osiem i jedna druga.

Definicja: Odlegtosé¢ miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej

Odlegtos¢ miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej jest rowna diugosci
odcinka taczacego punkty odpowiadajgce tym liczbom.

Zapamietaj!

o Aby obliczy¢ odlegtos$¢ na osi liczbowej miedzy dwiema liczbami, nalezy od wigkszej
odja¢ mniejsz3.

 Jezeli nie wiemy, ktéra z liczb a i b jest wieksza, to aby obliczy¢ odleglo$¢ miedzy
tymi liczbami na osi liczbowej wystarczy obliczy¢ |b — a| lub |a — b|.

Przyktad 7


https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q

Dana jest liczba dodatnia a.

Szukamy takich liczb, ktérych odlegtosc od liczby 0 jest mniejsza od a.

P S S RIS R P ey WA |
a a g
—-= = =
X
O ® O -
-a 0 a
Liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest mniejsza od a,
to liczby wieksze od -a oraz mniejsze od a.
Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Animacja
Przyktad 8
Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odlegtosc od liczby 0 jest mniejsza niz 4.
r . S ) o
4 4 g
—-= = =
X
} t } i i o i e

& 0O

615 A l3l313lglglals e ¢

Liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest mniejsza niz 4,

to liczby wieksze od -4 oraz mniejsze od 4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q
https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q

Przyktad 9

Dana jest liczba dodatnia a.

Szukamy takich liczb, ktérych odlegtosé od liczby 0 jest wieksza od a.

d a
= o -
O O O =
-a 0 a

Liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest wieksza od a,
to liczby mniejsze od -a lub wieksze od a.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 10

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby,
ktorych odlegtosc od liczby 0 jest wieksza niz 4.

e e e

3 2140 1!2!3

i

o) -

5

&0

Liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest wieksza niz 4,

to liczby mniejsze od -4 lub wieksze od 4.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q
https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q

Animacja

Cwiczenie 1
Oblicz.

114

2. 0]

3.7

5|35
6.1-1,(4)|
Cwiczenie 2
Oblicz.
L1547
2.7 — 5|

3.15— 7]



Cwiczenie 3
Woybierz.

______________

______________

,,,,,,,,,,,,,,

- CIEEE I EEEEE P

I

> [<|[>]]>

]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Liczb naturalnych spetniajacych warunek |z| < 3

() jest7

() jest nieskonczenie wiele

() jesth

O sa3



Cwiczenie 5

Wszystkie liczby catkowite spetniajace warunek |z — 1| < 2, to

O -1,2

O -1,0, 1

O -1,0,1, 2,3
O 0,1,2

Cwiczenie 6

Jezeli |a| = |b|, to zachodzi warunek

(] a =bluba =—b

(] a=0

(] a =-b

(] —a =0

Cwiczenie 7

Oblicz z, jezeli

L|z|=0

2. |z =5ix >0

3. ]z] =2iz <0

4. |z| =4



Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Liczby przeciwne maja taka sama warto$¢ bezwzgledna.

(] Liczby odwrotne maja przeciwne wartosci bezwzgledne.

(] Warto$¢ bezwzgledna kazdej liczby jest liczbg dodatnia.

(] Warto$¢ bezwzgledna liczby jest réwna liczbie do niej przeciwnej.

Cwiczenie 9
Potacz w pary.

liczba x jest ujemna x>0
liczba x jest nieujemna T > -5
liczba x jest mniejsza od 5 x<b
liczba x jest nie wieksza od -5 x>5
liczba x jest wieksza lub rowna -5 < -5
liczba x jest nie mniejsza od 5 <0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spetniajgce dany warunek.

l.z<3

2.x > —2,25



Cwiczenie 11

Podaj warunek, jaki spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowej.

' N —

2. l

—
0 1T 2 3 4 5 61X
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
T \ T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 *
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
3. l
L] L L] L] L] L] L] »
0 1T 2 3 4 5 67X
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
: I}
L] L L L] L] V L] »
0 1 2 3 4 5 6%

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12

Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spetniajgcych dany warunek.

1.-2<xz<0

2.-15<z<2

3.3<x <5

4. -35<z< -1



Cwiczenie 13

Okreél, jaki warunek spetniajg liczby zaznaczone na osi liczbowej.

1. l

v O—

3. l

L) L] L] A\ L) L) L] L L] »
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2. I |
T T T L} T T L] L] L] >
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 S =
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
T \ T T T T T T l T »
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
4. l l
L) L] L] L] L] L] L) L L] L] A >
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14

Wymien, gdy jest to mozliwe, wszystkie liczby spetniajagce dany warunek.

1.x < 5ixjestliczbg naturalng

2. x < 3ixjest liczbg catkowitg dodatnig

3.—3,6 <z < 1liaxjestliczba catkowita

4. —5 < x < 5ixjestliczbg catkowitg ujemna

5.—2 < x <0 ixjest liczbg naturalng

6.5,0 < x < 10,5i x jest liczbg wymierna

Cwiczenie 15

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spetniajagce podany warunek.

Llz| <5

2. |z] <3

3. ]z >0

Cwiczenie 16

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spetniajagce podany warunek.

L |z| > 2

2. x| < -3



Cwiczenie 17

Oblicz z, jezeli |z — 2| = 3.

Cwiczenie 18

Znajdz odlegto$¢ na osi liczbowej miedzy punktami: Di H, BiC,CiE, EiF,AiH,AiG.

E HBG D A C F
—0—0—00— @ r T @ ——0—
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 19
Uzupetnij zdania.
B E A D CF
T . T . T ] T . T . T T T T T T .-._I_>
-3 -2 -1 0 1 2 3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Odlegtos$¢ punktu A od punktu B jest . . . odlegtosci punktu D od punktu E.

2. Odlegtos¢ punktu A od punktu B jest rowna.. ...

3. Odlegtos¢ punktu A od punktu F jest o . .. wieksza od odlegtosci punktu B od punktu E.

4. Odlegtos¢ punktu B od punktu C'jest . .. razy wieksza od odlegtosci punktu A od punktu
B.

5. Odlegtos¢ punktu D od punktu F' jest rowna podwojonej sumie odlegtosci punktu A od
punktu D i punktu ... od punktu....



Cwiczenie 20

Liczby lezace na osi liczbowej w takiej samej odlegtosci od liczby —4, to

O -52i-32
O —6i-3
O -7,5i-0,5
O -8i8

Cwiczenie 21

Liczba lezaca na osi liczbowej w takiej samej odlegtosci od —15i 2, to



Cwiczenie 22

Zbidr liczb lezagcych na osi liczbowej w odlegtosci nie wiekszej niz 3 od liczby —5 opiszemy
nierdwnoscia

O 8<z< -2

(O -b<z<3

Cwiczenie 23

Oblicz odlegtos¢ miedzy danymi liczbami, a nastepnie przeciagnij i upusc.

a)341i0

02,51-8,7

-3 241 _%

T

o-tio@

9 %._% .....

(6,215 |35 |[2.84][1,95|[0,(6) |

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Dziatania na liczbach wymiernych. Kolejnos¢
wykonywania dziatan

Dzialania na liczbach wymiernych wykonujemy wedtug ustalonej kolejnosci:

» dziatania w nawiasach,

e potegowanie,

e mnozenie lub dzielenie,

o dodawanie lub odejmowanie.

ZWYCIEZCY
wyscicu
e,

. NAWIASY

POTEOOMNT

@ Prorecowanie
@ rozenie

DZIELENIE

. ODEJMOWANIE
. DODAWANIE

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/DZxry8D7r

preykiad 1

o Przyktad [ 2
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Pryktad 3]
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“ji‘?*;-- g n-—f 8

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DZxry8D7r

Cwiczenie 1

Zaznacz wyrazenia, ktérych wartosci sg dodatnie.

(-1045 + 5 ¢ 104) : (-1)

(—13+15) o (62—70)
—12-5e2

—(—10 + 20) — (40 — (—50))

o O O 0O 0O
>|on
N
T
g
0

—(=(=2-(-2)-2))

O

) (-2—6)e 1 +10

Cwiczenie 2
Potacz w pary.

5 — (L2 55 —6)
—63 + 45 o (—16)
2,4 :0,3+ % o (-23)
(5,2 +6,31) : (—111)

3

|

et-te(0)

—2 ([ ] (—6,2, ) (, ) 157 +7 1374’ ))

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Oblicz najprostszym sposobem.
1L.2-324+64— 5
2. 2,6 — 8,35 — 2,4 + 1,35
3.2e(-12)+ (-9) e 2
4. (65 +4) ¢ (4) = (~4) ¢ ()
5.—104+ (—165) +4— (—3)
6. (34 —5) 5 (-3)+ (10-24) : (-3)

7.2 42753+ (-5%)



Cwiczenie 4
Oblicz, pamietajac o kolejnosci wykonywania dziatan.

1L (-164 +143) o (—3)°




Cwiczenie 5

Wartos$¢ wyrazenia —[—(—2) + (—4) ¢ + : (—=21) o (=7)] : (—1,3) jest réwna

O -4
O %
O 2

O -2

Cwiczenie 6

1 (—32) + 15 (—3,3—6,7)] : (—1) jest réwna

(SN

Wartos$¢ wyrazenia [1

1
141

1
—141

~15%

o O O O

155



Cwiczenie 7

Odwrotnoscia liczby, ktdra jest wartoécia wyrazenia 4% : (—6%) 14— (—3,6) jest

—6,4

o O O O

O 5
32
Cwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Suma odwrotnosci liczb ujemnych jest liczba ujemna.

(] Suma parzystej liczby sktadnikéw ujemnych jest liczba dodatnia.

(] Suma liczby dodatniej i jej wartosci bezwzglednej jest liczba dodatnia.
[ ] lloczyn liczby ujemnej i jej wartosci bezwzglednej jest liczba dodatnia.
[

Suma szescianéw szesciu liczb ujemnych jest liczbg dodatnia.



Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] lloczyn kwadratéw pieciu liczb ujemnych jest liczbag ujemna.

(] lloczyn parzystej liczby liczb ujemnych jest liczbg dodatnia.

Odwrotnos¢ sumy trzech liczb ujemnych jest liczbg ujemna.

lloczyn liczby i jej odwrotnosci jest réowny zero.

[
(] lloraz liczby ujemnej przez sume liczb dodatnich jest liczba ujemna.
[

Cwiczenie 10
Uporzadkuj liczby rosnaco.

~3+ +25 (6,2 —10,4)

1 5 (-4) (-9
§02-2)

Zrédto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

114

O

114

114

O



Cwiczenie 11
Potacz w pary.

l7-(-15): 5 7
53 -4 (0-24) .
—42 - 4100 9+

oo
N
@lE

394

—(—6,24+4%) -5 -

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

IN[SY

Cwiczenie 12

Piecioosobowa rodzina panstwa Nowakow zdecydowata sie wyjechac na wakacje do Turcji.
Catkowity koszt tej wycieczki wynosi 12000 ztotych. Po obliczeniu wszystkich wydatkéw
zwigzanych z wyjazdem okazato sie, ze zabraknie im % kwoty, ktéra musza wptaci¢. W tej
sytuacji rodzina Nowakoéw postanowita zrezygnowac z innej dodatkowej wycieczki
zaplanowanej we wrzesniu, ktérej koszt wynosi 630 zt za osobe. lle ztotych panstwo
Nowakowie bedg musieli jeszcze pozyczyé, aby wyjechaé¢ na wymarzone wakacje?

Cwiczenie 13

W zwigzku z kupnem mieszkania Agnieszka postanowita wzig¢ kredyt w banku w wysokosci
150000 ztotych. Wedtug obliczen bankowych wysokos¢ jednej raty bedzie wynosi¢ 658,35 zt.
Roczne wynagrodzenie Agnieszki to 32865,84 zl miesiecznie. Miesieczne wydatki zwigzane

z utrzymaniem domu wynoszg 1554,15 zt. lle ztotych zabraktoby Agnieszce, gdyby chciata
sptacac ze swego wynagrodzenia miesiecznie dwie raty kredytu?



Cwiczenie 14

Pani Marta wybrata sie na zakupy do sklepu z artykutami gospodarstwa domowego.
Zaplanowata kupi¢ czajnik elektryczny, 12 szklanek, obrus na stét oraz 4 drewniane wieszaki
na ubrania. Po podliczeniu wartosci zakupéw pani Marta zrezygnowata z czajnika
elektrycznego, natomiast wieszaki drewniane wymienita na plastikowe. Dodatkowo zamiast 12
szklanek kupita 6 filizanek do kawy. O ile ztotych mniej zaptacita pani Marta teraz za zakupy?

cena: R Z¥7 cena: cena: m
\ . S

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15

Rodzina panstwa Nowakéw, w dniu 31 sierpnia, ma na koncie 2038,94 zt debetu. W dniu 1
wrzesnia wptynie na konto wynagrodzenie za prace pana Nowaka, ktére wynosi 2659,65 zi.
Natomiast 10 wrzesnia pani Nowak otrzyma pensje w wysokosci 2407,51 zt. lle ztotych
zostanie rodzinie Nowakow po sptaceniu debetu i optaceniu biezacych rachunkéw na kwote
1674,2 z¥?



Zapisywanie i odczytywanie wyrazen
algebraicznych

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtfthxoeUv
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

o Wyrazenia algebraiczne mozna utworzy¢ z liczb, liter oraz znakéw dziatan
matematycznych i nawiasow. Litery wystepujace w wyrazeniu algebraicznym
nazywamy zmiennymi.

» W wyrazeniach algebraicznych mozna poming¢ znak mnozenia miedzy dwiema

literami oraz liczba i literg, jezeli liczba jest w tym zapisie pierwsza.

Za pomocg wyrazen algebraicznych mozemy zapisywac na przyklad wzory matematyczne,
rownania, nierownosci. Nazwe wyrazenia algebraicznego okresla dziatanie, ktore zgodnie
z kolejnoscig wykonywania dziatan, bytoby w tym wyrazeniu wykonywane jako ostatnie.

Przyktad 1

Zapiszemy za pomocg wyrazen algebraicznych podane zwroty matematyczne.
Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Nazwijmy podane wyrazenia algebraiczne.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja.



https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv

Cwiczenie 1
Potacz w pary.

Suma szescianéw liczb z iy y+5

Liczba 2 razy mniejsza od kwadratu

. 0,35
liczby 2z 904
Szescian sumy liczb z iy 3 + o>
Liczba 5 razy wieksza od y oY
Liczba réwna 35% liczby a %2
Liczba o 35% wieksza od liczby a a+0,35a
Liczba o 5 wieksza od y 2-2
Liczba o 2 mniejsza od kwadratu liczby 3
; (z +y)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2
Niech n oznacza dowolng liczbe naturalna. Przeciagnij i upusé.
Dowolng liczbe parzysta mozemy zapisaé¢ w postaci ,a dowolng liczbe nieparzysta
w postaci Dwie kolejne liczby parzyste nastepujace po liczbie 2n bedg postaci

‘2n+4’

2n-1 ‘2n+6 2n+2]‘mq‘2n-5]\2n+1]\2n-3[

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Tulipan kosztuje a zt, zonkil b zt, a hiacynt ¢ zt. Bukiet ztozony z 5 tulipanéw, 3
hiacyntéw i 4 Zzonkili kosztuje (5a + 3b + 4c) zt.

0 Grupa kolonistéw idaca do zoo sktadata sie z m par i Zuzanny, ktéra szta
z wychowawczynia. Grupa liczyta 2(m — 1) oséb.

(] Napodworku znajduje sie m kur i n pséw. Razem maja (4m + 2n) nég.

0 Marek zerwat k koniczynek i znalazt wérdd nich dwie czterolistne koniczynki.
Koniczyny zerwane przez Marka miaty tacznie 3(k — 2) + 8 listkow.

0 Michat ma z znaczkdéw polskich, a zagranicznych o 40 % mniej niz polskich. Liczba
wszystkich znaczkédw Michata wynosi 1,6x.

0 Na parkingu stoi k samochodéw i I motocykli. Razem maja (dk + 21) két (nie liczac
kot zapasowych).

Cwiczenie 4

Pani Zofia w sklepie Z kupita 3 kg jabtek po a zt za kilogram, 2 kg gruszek po b zt za kilogram
i 1,5 kg sliwek po c zt za kilogram. Pani Anna kupita takie same ilosci owocéw w sklepie A,
gdzie byty one tansze: kilogram jabtek o 0, 80 zi, kilogram gruszek o 1, 1 zt, a kilogram sliwek

00, 30 zi.
Zapisz za pomocga wyrazenia algebraicznego:

1. wartos¢ zakupow pani Zofii,
2. wartos¢ zakupoéw pani Anny,
3. O ile ztotych mniej zaptacita za swoje zakupy pani Anna?

4. lle ztotych zaptacitby za swoje zakupy pan Ireneusz, gdyby kupit 2 kg jabtek i 1 kg gruszek
w sklepie A i 3 kg Sliwek w sklepie Z7?



Cwiczenie 5

W duzym koszu miesci sie 30 kg jabtek, a w matym koszu 20 kg. Sadownik ma d duzych koszy
i m matych. Zapisz za pomocga wyrazen algebraicznych.

1. lle kilograméw jabtek zmiesci sie we wszystkich koszach?
2. lle kilogramow jabtek zmiesci sie w koszach sadownika, gdy dokupi 3 duze kosze?
3. lle kilogramoéw jabtek zmiesci sie w koszach, jezeli 3 mate kosze ulegty zniszczeniu?

4. lle kilogramow jabtek zmiesci sie¢ w koszach, jezeli sadownik dokupi & duzych koszy iy

matych?

5. lle kilogramow jabtek zmiesci sie w koszach, jezeli sadownik zastgpi wszystkie mate kosze
duzymi (nie bedzie korzystat z matych koszy, a w ich miejsce zakupi takg sama liczbe

duzych koszy)?

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja.

Cwiczenie 6

lle usciskéw dtoni wymienit kazdy z uczestnikow, jezeli w spotkaniu brato udziat

1. 5 os6b?

2.15 osob?

3.m 0sob?



https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv

Cwiczenie 7

lle usciskéw dtoni zostato wymienionych podczas spotkania, jezeli brato w nim udziat

1. 5 0séb?

2.15 0séb?

3.1 0soéb?

Cwiczenie 8
Dopasuj wyrazenie algebraiczne opisujace liczbe przekatnych wychodzacych z jednego
wierzchotka wielokata, nastepnie przeciggnij i upusc.

..............

..............

\n+2] n—3] n+3H2H2n+1H3H1”5”4]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

W dzbanku znajduje sie d litréw soku, a w butelce g litréw soku. Zapisz wyrazenia
algebraiczne opisujace, ile litréw soku znajduje sie w butelce, a ile w dzbanku, gdy przelano:

1. 2 litry soku z butelki do dzbanka,

2. % soku zawartego w dzbanku do butelki.



Cwiczenie 10

tamana przedstawiona na rysunku sktada sie z odcinkéw pionowych i poziomych. Pierwszym
odcinkiem jest odcinek pionowy dtugosci 1. Drugi to odcinek poziomy dtugosci 1. Trzeci to
odcinek pionowy dtugosci 2, a czwarty odcinek poziomy dtugosci 2. Kolejne odcinki, z ktérych
zbudowana jest tamana, tworzone sg wedtug tej samej reguty.

-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz dtugosc¢
1. dziesiatego odcinka
2. trzydziestego odcinka
3. n-tego odcinka, jezeli n jest liczba parzysta
4. pigtego odcinka
5. pietnastego odcinka

6. n-tego odcinka, gdy n jest liczbg nieparzysta



Cwiczenie 11

Podczas zajec¢ kétka chemicznego Pawet zmieszat w graméw wody i k graméw kwasu solnego
(pamietajac o tym, ze nalezy wlewac kwas do wody, a nie odwrotnie).

Stezenie procentowe otrzymanego w ten sposéb wodnego roztworu kwasu solnego mozna
zapisa¢ w postaci

O 2 - 100%
O %-.100%
O L - 100%

O £ .100%

Cwiczenie 12
Potacz dane wyrazenie z odpowiadajagcym mu opisem.

Potowa c Yy
lloczyn 2ia 2a
Pigta czes¢ x %c
Podwojona sumaaib 2(a +b)
Kwadrat y 2°
lloraz b przez x %m
Réznicaxiy %
Szescian z a+b
Sumaaib zT—Y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Wartosci liczbowe wyrazen algebraicznych

Jezeli w wyrazeniu algebraicznym w miejsce liter wstawimy dane liczby i wykonamy
wskazane dziatania, to otrzymamy wartos¢ liczbowg tego wyrazenia.

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

» Aby obliczy¢ wartos¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego, nalezy w miejsce
zmiennych podstawi¢ podane liczby i wykona¢ wskazane dzialania.

» Jezeli wyrazenie algebraiczne zapisane jest w postaci utamka, to nie mozna
w miejsce zmiennych podstawic¢ takich liczb, dla ktorych mianownik tego wyrazenia

bylby rowny 0. Mowimy wtedy, ze wyrazenie nie jest okreslone dla tych liczb.

Cwiczenie 1

Oblicz wartos¢ liczbowg wyrazenia —4x + 1 dla

lLe=2
2.z =—1
3.z =-0,5
4.33:%


https://zpe.gov.pl/a/D13Gy6x5u

Cwiczenie 2

Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia —3z% — 5z + 2 dla

lLz=1
2.x = —2
3.33:%
4.z=0
5.z =-0,3
6.33:—1%
Cwiczenie 3

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia.
1.22%ydlaz =2, y=—1
2. —3prgdlap=—-2,r = %,g =3

3.2a°0* G dlaa = -3,b=—1,c= 1

w|ro

4, —%tv2pq2 dlat=—-9,v= —%,p =-3,9q=—



Cwiczenie 4
Przeciagnij i upusc.

35 [ =67 |[o] [-1]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Dla jakiej wartosci zmiennej  lub zmiennych x i y wyrazenie nie jest okreslone?




Cwiczenie 6
Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia.
1. (%—i—3a) ° %dlaa: —2
2. (—3:132yz3)2 daz=gy=-12=2
3.202 —3d+5eldlab= —1,d = -2 ,e = —1
4. (v+2)(—v*+1)dlav=—%
Cwiczenie 7

Wartosc liczbowa wyrazenia algebraicznego 6bc® dlab = % i ¢ = —2jestrowna

o O O O

'—l
ro|—



Cwiczenie 8

Warto$¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego % daa=2ib=-1

() jestréwnal
() nieistnieje
() jestréwna8

() jestréwna0

Cwiczenie 9

Wartos¢ liczbowa podwojonej réznicy liczby x iiloczynu liczb 3iy,dlax = —2iy =3
Wynosi

—13

—22

o O O

—-30

O 14

Cwiczenie 10

Zosia podata Kasi przepis na pyszny sernik. Powiedziata, ze do = gramoéw sera trzeba dodac
1
8
masta, maki, cukru i jajek trzeba doda¢ do 2,4 kilogramoéw sera?

x gramow masta, %cc gramow maki, %w gramow cukru i %a: gramow jajek. lle graméw

Cwiczenie 11

n(n—3)
2

3. Oblicz, ile przekatnych ma pietnastokat.

Wyrazenie opisuje, ile przekatnych ma n — kat, gdzie n jest liczba naturalng wieksza od



Cwiczenie 12

Janek dostat x zl kieszonkowego. Wydat trzecig czes¢ tej kwoty i jeszcze 5 zt. Opisz za
pomocg wyrazenia algebraicznego, ile pieniedzy zostato Jankowi. Oblicz kwote, ktora
pozostata, jezeli wiadomo, ze Janek dostat 75 zt kieszonkowego.

Cwiczenie 13

Hania i Julka wybraty sie na lody. Pieniedzy wystarczyto im na a gatek lodéw. Hania zjadta o b
kulek wiecej niz Julka. Zapisz wyrazenie algebraiczne, opisujace ile kulek zjadta kazda
z dziewczynek. lle gatek lodéw zjadta Hania, aile Julka, jezelia = 8ib = 2?

Cwiczenie 14

Dla jakich wartosci liczby a wyrazenie % nie jest okreslone?



Jednomiany i sumy algebraiczne

Przyktad 1

Sposrod podanych wyrazen algebraicznych wybierzemy te, ktore sg zapisane za pomocg
pojedynczych liczb lub liter albo sg iloczynami liczb i liter.

i 1

Wyrazenia algebraiczne Jednomiany
—6a + 6b
4abc
XYL
x — 8y
-7 -7
16abc 16abc
X X
(100 — h) - h?
2y* 2y*

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczba, literg lub iloczynem
liczbi liter.

Wazne!

Wyrazenie algebraiczne zbudowane jest z jednomianow.

Tabela. Dane
Wyrazenie algebraiczne Jednomiany tworzgce to wyrazenie
—fatth —6a, 6b, 4abc

4 abc



https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z

£E2
o= z’y, x, —8y
(100 — 1) ® h? 100, —h, h?

Wystepujacy w jednomianie znak mnozenia cz¢sto pomijamy, na przyktad:

4ex =4z
T ey =Xy
—15ea = —1ba

Jezeli w jednomianie pierwszym czynnikiem jest litera, a drugim liczba, to znaku
mnozenia nie pomijamy, albo zmieniamy kolejno$¢ czynnikow (mnozenie jest
przemienne), na przyktad:

re3d =3z
ae(—9)=—-9a
Przyktad 2

Uporzadkujemy jednomian i odczytamy jego wspotczynnik liczbowy.

Przykilad | :r?

EPrrerrreryes
matematyk = a’ekm33y

Przykiad i

f'f'rrrr’,’-,-.,.-

"3‘3‘d'2'€.—.._ﬁacd

Przykiad [,

:f'f'rrrrrr,,.-
FX(14y) - (~xy) - 0 25 = 2432

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z

Animacja

Zapamietaj!

Jednomian jest uporzadkowany, jezeli jego pierwszym czynnikiem jest liczba,
a nastepnymi litery w kolejnosci alfabetyczne;.

Definicja: Wspotczynnik liczbowy

Liczbe, ktora wystepuje na poczatku uporzagdkowanego jednomianu nazywamy
wspotczynnikiem liczbowym tego jednomianu.

Wazne!

W jednomianie wspotczynnik liczbowy 1 mozemy poming¢ 1 e d = d. Wspotczynnik —1
mozemy zastgpi¢ znakiem minus

—1eh = —h.
Definicja: Suma algebraiczna

Sumg algebraiczng nazywamy wyrazenie, ktore jest suma jednomianow. Jednomiany te
nazywamy wyrazami sumy.

Wyrazenie algebraiczne, w ktorym wystepuje odejmowanie jednomianow, jest takze suma
algebraiczng, poniewaz odejmowanie mozemy zastagpi¢ dodawaniem jednomianow
przeciwnych.

62> — 4y — (—5x) — 13xy = 62* + (—4y) + 5z + (—13xy).
Sume algebraiczng

—2z + 22 + 23y + 15xy — 33% + xy? + (—5)
mozemy zapisac¢ bez uzycia nawiasow

—2x + x? 4 23y + 15xy — 3z2 + xy® — 5
Przyktad 3

Spo$rod jednomianow wybierzmy te, ktore roznig sie tylko wspotczynnikiem liczbowym.




-18a

O
N | =
Q

-0,3z 3a*

-18z @ .0,3a

o=
|
M
N

18a 3<2a

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Jednomiany podobne

e Jednomianami podobnymi nazywamy jednomiany, w ktorych wystepuja takie same
czynniki literowe w tej samej potedze.

» Jednomiany podobne roznia si¢ wspotczynnikiem liczbowym lub kolejnoscia
czynnikow. Jednomiany podobne wystepujace w sumie algebraicznejnazywamy
wyrazami podobnymi sumy algebraiczne;j.

Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z

rrre err r ’i

Wyrazy sumy:

=7x + 4y + 10x - 22y =
Wyrazy podobne:

=2+ 10% +@y =22y

3x ~18y

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Redukcja wyrazéw podobnych

Redukcja wyrazow podobnych nazywamy przeksztalcenie sumy algebraicznej polegajace
na wykonaniu dodawania lub odejmowania wyrazéw podobnych. W wyniku redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy prostsza posta¢ sumy algebraiczne;.


https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z

Cwiczenie 1

Ktére z podanych wyrazen algebraicznych sg jednomianami?
g'0 ¢ 210

%

—uk

100 + 100z

T + 22

(—2z) oz

6h e Tt

o o o o o o o o o



Cwiczenie 2

Ktére z podanych wyrazen algebraicznych sg jednomianami?

6abc — a

o o o o o o 0O O

zc2y + $y2

(] —2abe(—3cd)
Cwiczenie 3
Wypisz wyrazy sumy algebraicznej.
1. %a — %b + 2¢
2. —x° + 223 —x
3.9ae (—5b) —151c

4.14d e (— L& g) @30+ dg® — 0,4gd?

5.9,3z @ (—2,2y) + 11,5xy @ (—x)



Cwiczenie 4
Uporzadkuj jednomian.
L.6eae(—2c)
2.41 o (—10) exxx 0 Y
3. —0,9a%b e 100ab’
4. —12z3Pz e (—18xy 2°)
5. 5adr e (—2ra?) e (—d®) e (—ar?)
6. —3hk e (—k) e (—h*) @ L kh®e (—1)

Cwiczenie 5

Potacz w pary jednomian i odpowiadajgcy mu wspoétczynnik liczbowy.

—6 —0, 44ahr(—ah)(—10rha)
4.4 3z(—2yz)
—0,44 2,2rst(—s)rt(—2)
6 0, 11yzz(—2x2)2y
—10 —2ak - 3 k' - (—4a)
10 —%z‘l - 30z
—4,4 0,6t (—d) - (—13)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Ktore z podanych jednomianéw sg podobne?

12xyz , —12xxyyzz, Ty’ 2

—3z 00,7yz ® yz,2xyz ® (—6 yz)

O 0O 0O

—Te (—y2z) °z %z2xy2

() 12z9°2%, 2xyyzz
Cwiczenie 7
Ktore z podanych jednomianéw sg podobne?
7abc?
Teaebeceqgebec, %aczb%

50abc,5e2ae2be2

beaeaebebecec, —Heageagebebecec

o o 0o o 0O

22 a%b%c?, 0,5 aabbec



Cwiczenie 8
Potacz w pary jednomiany podobne.

—mkmk 3m
—3m? 2 2
2mmk —mk
—3m 0, 23m%k?
—0, 6k2 6mm

3mk 5mk?
—Tmkk —2m?k
—9k —k

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9
Podaj przyktad jednomianu podobnego do jednomianu

1.222% o (—21z) ¢ 0,212y°

2. — %ababa e cacaca

3. Zkht' e k'ht e Zkh'te (—11)



Cwiczenie 10

Suma algebraiczna 1 + 22* + (—2z) + $2° + 15z — 8 po zredukowaniu wyrazéw
podobnych ma postac

1%x2 +13x -7

152 4+ 170 — 7

o O O

2422+ 13z — 8

O $22-13z-7

Cwiczenie 11
Potacz w pary sume algebraiczng i odpowiadajacy jej jednomian.

—7 i — i — i S
22> z + 322 — z + (—52?)

2x 122 +x — 15z
_ 322 4 + x? 4+ 22 — 4z
32 x? — bx? 4 Tx?
7 13z% + 2z + (—13z2)
—272 3z — Tz + bz

T —z? — z2 — 22

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

Niech A = —12z2%* B = %a:gf, C = 41y%2% D = 1,2y%xz, E = —x?y, F = 3yx?. Zapisz
W najprostszej postaci wyrazenie

1LA+C
2.B+D
3. E+F
Cwiczenie 13
Wykonaj redukcje wyrazéw podobnych.
1.2z + 6y + (—10z) — 15y —z — y
2.12a> —6a +a* —Ta —a + (—14a2)
3. 5z?y + 2xy — Tzy? + (—16x2y) — xy + v’z
4.1,2ab—b+a— 5ba+ wb— Sa+ (—ab)
5. 4%xar —arx + %ar — XT — 3%rax + 1,5ra + xr
6.4,2km — 0,2mm + 4mk — 10k + 12km — 0,8m? + 21k

7. 3ws?z + dwsz — 2sz% + (— %52 Wz) + wsz — 722%s



Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Redukcja wyrazéw podobnych polega na mnozeniu jednomianow.
(] Jednomian 12 ab c? jest uporzadkowany.
[ ] Whyrazenie xyz e (z + y + 2) jest jednomianem.

(] Jednomiany z oraz x> sg podobne.

Cwiczenie 15

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Woyrazenie 2z + 6 jest jednomianem.

Wspotczynnik liczbowy jednomianu 5a° e 5a e 5a® jest rowny 125.

o 0O 0O

Wspobtczynnik liczbowy jednomianu (—6:(;) ° %yjest rowny —1.
(] Jednomiany 4a, — a,15a,a e (—8),a e 3 sa podobne.

(] Jednomian 12y e (—a:) jest uporzadkowany.

Cwiczenie 16

Przeciagnij i upus¢ tak, aby otrzymany jednomian byt podobny do jednomianu
2z - %yz . (—20xyz7).

bz®-i -y2 1222
wyz|

6

e |y [

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17
Potacz w pary podobne do siebie jednomiany.

—Tyx 0,7yz
—32zx 12xy
ze(—2) —3xyz
102y —4z
15%yxz 32 xz

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18
Potacz sume algebraiczng i odpowiadajacy jej jednomian.

7a —6a+a a
—a—a—a —3a
2a — 5a + 2a —a
—10a + 10a + a 3a
—ba —a+9a 2a

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19
Dany jest tréjkat ABC, w ktérym podstawa AB ma dtugosé x. Wysokos$é CD poprowadzona

do boku AB ma dtugos$¢ 5 razy mniejsza niz podstawa tego tréjkata. Zapisz pole tej figury
w postaci uporzagdkowanego jednomianu, a nastepnie oblicz jego warto$¢ dla x = 20 cm.

Cwiczenie 20

Dany jest prostokat, ktorego dtugosc jest rowna x, a szerokosc jest trzecig czeScig dtugosci.
Zapisz pole i obwdd prostokata w postaci uporzadkowanych jednomiandéw. Oblicz pole
i obwéd prostokatadlaz = 9.



Cwiczenie 21

Dany jest czworokat, w ktorym najkrotszy bok ma dtugosé a. Kazdy nastepny bok jest o 2
dtuzszy od boku poprzedniego. Zapisz wyrazenie, ktére bedzie opisywato obwadd tego
czworokata.

Cwiczenie 22

W réwnolegtoboku krétsza wysokos¢ ma dtugosc x, a krotszy bok ma dtugosc y. Wysokos¢
poprowadzona do krétszego boku ma dtugosc 3 razy wieksza niz krétsza wysokosé
rownolegtoboku.

1. Zapisz pole, obwéd oraz dtugos¢ dtuzszego boku tego rownolegtoboku w postaci
uporzadkowanych jednomianow.

2. Oblicz pole i obwdéd réwnolegtoboku dla = 8 cm, y = 1 dm.

Cwiczenie 23

Zapisz za pomocg wyrazenia algebraicznego obwdd tréjkata. Oblicz wartosé liczbowa tego

wyrazeniadlax =4iy = %

20 — 1

x + 3y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 24

Zapisz w najprostszej postaci obwdd narysowanej figury.

1
C) d) z+1 z+1
r+y
2x
Jy+1 Sy+1

r+1 z+1
LIt

1 r+y rT+y

2z + 2y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25

W teatrze znajduje sie x rzedow, a w kazdym rzedzie jest z miejsc siedzacych. Piata czes¢
liczby wszystkich rzedéw stanowia rzedy dla gosci zagranicznych.

1. lle miejsc siedzacych jest przeznaczonych dla gosci zagranicznych?

2. Podczas przedstawienia teatralnego w kazdym rzedzie byto wolnych 20 % miejsc
siedzacych. llu zagranicznych gosci byto obecnych na tym seansie?



Cwiczenie 26

Lena zbiera pitki. Ma juz w swej kolekcji n czerwonych pitek oraz trzy razy wiecej zielonych
pitek. Niebieskich pitek ma o 2 mniej niz potowa zielonych pitek. Z6ttych pitek ma o 5 wiecej
niz czerwonych. Na urodziny Lena dostata od kolezanek jeszcze 2 czerwone pitki i jedng
zielong pitke.

1. Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego liczbe wszystkich pitek dziewczynki.

2. Oblicz, ile wszystkich pitek ma Lena, jezeli wiadomo, ze ma 24 zielone pitki.

Cwiczenie 27

Zapisz za pomocg wyrazen algebraicznych liczbe wierzchotkéw, krawedzi i $cian

1. graniastostupa n-katnego,

2. ostrostupa n-katnego,

3. wieloscianu, ktory powstanie w wyniku sklejenia podstawami dwéch jednakowych
ostrostupow n-katnych.

Wskazéwka
Zaleznos¢ miedzy liczbg wierzchotkdw, scian i krawedzi wieloscianu:

W+S=K+2,

Gdzie:

W — liczba wierzchotkéw,
S — liczba $cian,

K — liczba krawedzi.



Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Zapamietaj!

 Jezeli przed nawiasem, w ktorym wystepuje suma algebraiczna, znajduje si¢ znak
plus lub nie ma zadnego znaku, to usuwajac nawias, nie zmieniamy znakow przed
wyrazami sumy.

o Jezeli przed nawiasem, w ktorym wystepuje suma algebraiczna, znajduje si¢ znak
minus, to usuwajgc nawias, zmieniamy znak kazdego z wyrazoéw sumy na przeciwny.

Cwiczenie 1

Czy nawias zostat poprawnie usuniety?

(] —(a+b)+c=—-a+b+c

(] e=(—a+b)=c+a+b

(] (ra—b)—c=—-a—-b—c

(] c+(a+b)=c+a+b

(] —(a+b)+c=—-a—-b+c

Cwiczenie 2
Zaznacz, w ktorych przyktadach nawias zostat poprawnie usuniety?

(] —(—a—b)+c=a+b+c

(] e—(—a+b)=c+a—b

() a+(-b—c)=a—-b—c

(] a+(-b—c)=a—-b+c

(] —(~a—b)+c=a+b—c

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 3

Zapisz wyrazenie bez uzycia nawiasow.

L(a+b)—c

2.2a+ (—d +b)

3(—z—y)+(2—1)

4. —(7a +4b—c)

5.—(3a —2b) + (—c —d)

6.4 — (—a+2b) + 4c

7.10xy — (—z + 10y — 10)

8. (xy —y) + (—2+xyz) — (—xz — yz)



Cwiczenie 4
Potacz w pary takie same sumy algebraiczne.

—z4+2y+z—w
—z+2y+z+w
z+2y—z—w
05— 2] — 2 )
T+2y—z4+w
x—2y+z+w
—x—2y—z+w

—z+2y—z4+w

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Potacz w pary takie same sumy algebraiczne.

3a + 5b

2a — 4b

—a-+b

—3a — 2b

—6a — 3b

3a —2b

3a — 4b

—a—3b

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(—z +2y) + (2 + w)
(—z—2y) + (—z+ w)
(=2 —2y) — (2 + w)

(z +2y) — (2 — w)
(z —2y) — (2 —w)
—(—z+2y) — (-2 - w)
—(z—2y) + (-2 + w)

(== +2y) — (-2 +w)

2a + (—4a + 6b) + (—8b —a)
(@ —3b) + (—a + 3b) — (a + 3b)
—(2a — 3b) — (—a + 2b)
a+ 3b— (—2a — 2b)
10a — (7a + b) — 3b
(a+b) + (2a — 3b)
—(—3a+b) — (3b+a)

(—5a — 2b) + (—a — b)



Cwiczenie 6

Wyrazenie (a — 6b) — (—a + 3b) po usunieciu nawiaséw i redukcji wyrazéw podobnych jest
rowne

() 2a-—3b
() —2a—9
() 2a—9b

() —3b,3b,2a + 9b

Cwiczenie 7

Wyrazenie —(—z + xy — 2y) + (z — y) — (—2x + xy) po usunieciu nawiaséw i redukgji
wyrazéw podobnych jest réwne

() 2z—2xy+y
() 4z —2xy + 3y
() 4z —2xy+y
O

dx + vy



Cwiczenie 8

Zapisz kazda sume algebraiczng w najprostszej postaci. Zaznacz réwne sumy.
(] —z—(—2z+4)
(] z4+(22—-1)-3
() —(3z+4)+ 6z

(] 22— (—z+4)

Cwiczenie 9

Zapisz kazda z sum algebraicznych w najprostszej postaci. Zaznacz rowne sumy.
() —(z+3y) + (T2 - Ty)
(] (—6y+T7z) — (z + 4y)
) (2z—3y) — (—4z + Ty)

() —(=8z—9y)+ (3z +y)

Cwiczenie 10
Zapisz kazda z sum algebraicznych w najprostszej postaci. Zaznacz rowne sumy.
() (322+1) — (222 — 4)
) —(—22*+3) + (—2*+38)
) (—4z*—4) + (522 +9)
O

— (22 —4) + (222 +9)



Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy podana rownos¢ jest prawdziwa, czy fatszywa.
(] 1—(—a+3b)+(—a+3b)=1

l—(z—(z+1)-1)=-1

(a+b)+(a+b)+ (a+b) =3a+3b

—(a3 + a2) + (3a2 + a3) — 2a2 = 2a?

O 0o o g

(:132+y2) — (—xz—y2) =0
() (a—b)+(a—0b)+ (a—b) =3a—3b

Cwiczenie 12
Potacz sume algebraiczng i odpowiadajaca jej uproszczong postac.

(—a—0b) + (—a) b
(—a+0b)+b —2a—b

(—a+b) + (a — b) —a+2b
a+ (—a+b) %

(a—b) + (a+b) 0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 13
Przeciagnij i upusc.

a) 2z — 6a) + (—5a—| ) = —1la — 6z
b) —(—8z + 3s) — ( _____________ +6s) = 2z — 9s
o( —b) — (—Tz + 3b) = 10z — 4b
d—(12d+| )+ 18d—z = 6d — 8z

‘ 6x ’ ‘ Tx | | 8x ’ 3z

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Usur nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.
1(2a—3b—1)— (-3a—b+ 3)
2. —(ab+4) + (—5ab — x) — (2 — 3ab)
3. (—2® +3z) + (—1,3z% — 3,03z + 1,9)
4.16zy — (—xy + 1,62%y) + (—5xy — yz?)
5.124k*m + (m + 2k?) — (13K°m — 2m — $&?)
6. 227 + 322 — (5a? + 2% — (—4a? — 102?))
7.13rs — (—2s + 1) — 6,85 + (—10rs — 4,35 + 0,2r)

8.—(12z —8y+62)+x+y+z—(—2x—3y+52)+(—y+2) +(r—y—=2)



Cwiczenie 15

Wybierz.

a) (3¢ + 6a) — (~5a+. ) = 1la — 6z
b)—(—7r—|—33)—(? ------------- §+63):r—93
oa( +b) + (—7a + 3b) = —2a + 4b
d)—(3d+! )+ 7d = 4d — 8¢

=82 =5a ]| %] [ =89 ][82][92][17a ]| 4r ][ -0=][ -9 [ —8a || ~17a]

‘5aHSg’ —6r ‘67”

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

NiechA =22 -3z +1,B= —42> —3,C = 6z + 12,D = —32% — 5z + 2.
Wyrazenia zapisz w najprostszej postaci.

1LA+B+C
22B-D—-A
3.3 A-C+D
4.D—-A—-B

5.C+B—-A



Cwiczenie 17
Zapisz tres¢ zadania w postaci wyrazenia algebraicznego. Zredukuj wyrazy podobne.
1. Do sumy liczb a, b, c dodaj rézniceliczb a i b.
2. Od roéznicy liczb a i ¢ odejmij sume liczb a, b, c.
3. Do réznicy liczb b i ¢ dodaj réznice liczb a i b.
4. Od sumy liczb b i ¢ odejmij sume liczb a i c.
Cwiczenie 18

Jaka sume algebraiczng nalezy doda¢ do podanego wyrazenia algebraicznego, aby otrzymac
wyrazenie 5y — 6xy + zy??

1. —62%y — 2xy + 2z¢?
2. —bz’y — 8xy — y
Cwiczenie 19

Jaka sume algebraiczng nalezy odja¢ od podanego wyrazenia algebraicznego, aby otrzymac
wyrazenie %b?’ — b+ % ?

L=+ +b+1

2.0° — 4b® — 5b



Cwiczenie 20

Podaj przyktad dwoch wyrazen algebraicznych, ktérych suma jest réwna
1. -y —3y* +1,2y — 0,3
2.0,6a® — 0,2a — 3b

Cwiczenie 21

Podaj przyktad dwoch wyrazen algebraicznych, ktérych réznica jest rowna
1.102% — z — %
2.2a%b+ ab + Tab® + 3b

Cwiczenie 22

Zapisz podang sume algebraiczng w najprostszej postaci.
L—(z—{-z [z~ (~z) +1] - 1})
24+ {-[-2z—-1)— (22 +1)]+2} — 4

3.7:132—{—[—(:324—:134—1) —i—(—a:2—az+1)] — (2m2+2w+2)}



Cwiczenie 23

Dane sg wyrazenia algebraiczne.

A=a’+2a%+ 2a

B = —2a% —4a

C=—-2a%+6a+1

D=a*+2a—-3

Wstaw nawiasy w wyrazeniach, tak aby byta prawdziwa réwnos¢:

1.LA+B—-C—D=4a%—6a—4
2.—-A—B—-C—D=—2a%+10a — 2
3. D+ A— B—C = —4a® + 6a + 4

Cwiczenie 24

Podaj przyktad takich sum algebraicznych A i B, aby prawdziwa byta rownos¢
1LA+B=22iB—A=—4
2.A+ B=10z?iA— B =22+ 6z — 2
3A+B=z*+1iA-B=+2’— 52— %

Cwiczenie 25

Uzasadnij, ze wartosc liczbowa wyrazenia
gt — {2 - [-2?— (—v+1+2%) +z|+22} — [23— 22+ (—2? - 5)]
dla kazdej liczby ujemnej jest liczbg dodatnia.



Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

— 5 Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez liczbe, mnozymy kazdy
Z7 wyraz tej sumy przez te liczbe i otrzymane iloczyny dodajemy.

2 d“’*“‘*"@ ,
it 3:(5m + 3j + 2¢) =

= 35m + 3.3

H — i J +3'2 —
i +

- 1+ 6g

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1
Pomnoézmy sume algebraiczng 3x—2y + 5 przez liczbe —2.
—2e0 (3z-2y+5)=—23z—(—2) 2y + (—2)'5 = —6z + 4y-10
Pomno6zmy teraz t¢ sama sume przez jednomian 7z.
Tre (3z—2y+5) =Tre3z—Tr e2y+ Tre5 = 21z? — l4zy + 35z

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DuyM3OK3G

.3, Aby podzieli¢ sume algebraiczng przez liczbe, nalezy kazdy wyraz
7Z 4 tej sumy podzieli¢ przez te liczbe.
Znak dzielenia mozemy zastapic kreska utamkowa.
} LT S - : :
. . . |
N (15xy2 + 3x - 21) ~

— —
S

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Wykorzystujac wiadomosci dotyczace dodawania, odejmowania i mnozenia przez
jednomian sum algebraicznych, mozemy wykonywa¢ dzialania na sumach
algebraicznych. W przypadku wyrazen algebraicznych obowigzuje taka sama kolejnos¢
wykonywania dziatan, jak dla wyrazen arytmetycznych.

Zapisujemy w najprostszej postaci:

4x(5y — 2) — Ty(3x— 4) + 5(xy — 2z + 8y + 3)
W pierwszej kolejnosci wykonujemy mnozenie
4x(5y-2)—Ty(3z—4) + 5(zy—2x + 8y + 3) =
=4reby-4re2 —Tye3r+Tyed+5exy-5e2x+5e8y+53=
= 20xy-8x—21zy + 28y + dxy— 10z + 40y + 15 =
W ostatnim etapie wykonana zostata redukcja wyrazow podobnych.

= 4zy-18x 4 68y + 15


https://zpe.gov.pl/a/DuyM3OK3G

Cwiczenie 1
Pomndz jednomian przez sume algebraiczna.
1. 5(—3z + 12y—4)
2. —202* (5z + 2y-72)
3. —2a(— % + 3a)
4. 6xy(—2x + 4y-7)
5.m(—4m + 3n—-2)
6. = (6a—12b + 9)
7.(—bx + Ty — 22) - (—2)
8. ab( — 10a + 20b—35)
Cwiczenie 2

Podziel sume algebraiczng przez liczbe.

1 10a+15b—35
’ 5

2.(—8zy+122) : (—4)
3. (—6m® +9mn—15) : +

—18ab+9a—27b
4, —L8ab+0a—07h

5. (—2:(:2—5a: + 4:cy—3y) : (—%)

25a—15b+10¢
6. _ 2

3



Cwiczenie 3
Przeciagnij i upusc.

27 ] \ —12 %

1
4%

a’b+ ! ab®— rab
x2y+ 333— ......
S
S T
e el b

O T 30

.--------:---:_0,6 +6 .............
75| [ #|[][11,25][ 14] ] 2%

a’b?

0] (6] (2] [ (75 [7] (18] [15

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Przeciagnij i upusc.

a) b (2y+ ) = 152y
o sey(| ) —domyt|
B T T
O -10y(—2z— )= 42522
e) 2z ( —8y2)— —8:132y— --------------

4y

161>

‘ 3xy

2,52y

20zy | | —4y || 10zy | | 1622y | | =5 | | — 36x2y>
| 202y || —4y || 102y | =3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5
Potacz w pary.

dz(x + 5)

6z—15y
3

4(z + 5)
—3(2z — Ty)

(8zy —4):2

2y(Tx — 4)

4dxy(x — 5)

(—12z +4y) : 4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1ldxy — 8y
4z + 20
2z — by

—6z + 21y

422 + 20z

4a?y — 20y
dxy — 2

y— 3z



Cwiczenie 6
Wykonaj dziatania, a nastepnie potagcz dane wyrazenie z uzyskanym wynikiem.
1. Bw(—wy + 4) + 2y(:c2 —Tx + 4) + (—5m2y + 7a:)
2. k:(—kl2 + 8k:l)— 4k? (l2— 5l)— (2k2l2— 9)
3. —333y(2:13— oY + 8)— 4y(:132— 2zy + 1)
4. 8kl(—2k + 41 + 3)—21(8k*— 6kl + 4)
5. 2zy? (—4x + 2)-3zy(6z—8) + ba? (—2y + 7)
6. —8z2y? + dxy’— 28x%y + 24xy + 3522
7. —32K%1 + 4kl? + 24kl — 1
8. —6z%y + 19z + 8y—l4zy
9. -7 k2% + 28kl + 9

10. —10z2%y + 23zy>—24zy— 4y



Cwiczenie 7

Zapisz bez uzycia nawiasow, zredukuj wyrazy podobne i oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia
algebraicznego.

1.4(a + 3b) + 2(a—4b),dlaa =0,5ib = —3
2. —2(332 + y)—3(4y—2m2), daz=-2iy=—-4
3.5(x 4+ 2y-32)-4(—3x + dy—z2),dlaz = -1,y =—-3iz=45

4, —3(xy—22) +4(—-3xy+5z—3),dlaz = -2,y=3iz=2

Cwiczenie 8

Kwadrat nazywamy magicznym, jezeli sumy wyrazow w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie
i na przekatnych sa takie same. Przeciggnij i upusc tak, aby ponizszy kwadrat stat sie
kwadratem magicznym.

____________________________ 6x2
‘ 4z (1 — ) ‘ 2¢(2z + 1) ‘ —4z(z — 1) ’ W @ 2z(x + 1)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

W gimnazjum, w ktérym uczy sie Dorota, oceny semestralne wystawia sie w oparciu o srednig
wazona. Srednia wazona oblicza sie, dzielac sume wszystkich iloczynéw ocen i ich wag przez
sume wszystkich wag.

Zapisz i przedstaw w najprostszej postaci wyrazenie przedstawiajace Srednig wazong ocen
Doroty z matematyki, jezeli dziewczynka uzyskata « piatek z waga 3 i y piatek z waga 2, =
czworek z waga 3, y czworek z waga 2, jedna tréjke z waga 3 i jedna trojke z waga 2. Suma
wag wszystkich ocen Doroty wynosi 20.



Cwiczenie 10

Dany jest trapez rownoramienny, ktérego dtuzsza podstawa ma dtugos$é x cm, krétsza
podstawa ma dtugos¢ (y + 3) cm, a wysokos$¢ z cm. Zapisz w najprostszej postaci wyrazenie
opisujace

1. pole tego trapezu

2. pole trapezu otrzymanego w wyniku wydtuzenia dtuzszej podstawy o 7 cm, skrécenia
krétszej podstawy o 2 cm i zwiekszenia wysokosci b razy

3. roznice pol trapezéw opisanych w podpunktach b) i a)
Cwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Srednia arytmetyczna liczb =, 2x + 6i6x — 9 wynosi 3x + 3.

0 Pole rownolegtoboku o boku dtugosci x i wysokosci 4z, po zmniejszeniu wysokosci
rownolegtoboku o 2, zmniejszy sie o 2x.

0 Mnozac jednomian (—3 xy) przez sume 2z + 3y—5, otrzymamy sume -
—6x%y + 9zy® + 15 xy.

0 Po przeksztatceniu wyrazenia a(2a + 3) — 3a(4 — a) do najprostszej postaci
otrzymamy wyrazenie 5a% — 9.



Cwiczenie 12
Przeciagnij i upusc.

a) z(z — 2y) + 3y(z — 2)+ = zy

b) —dab(2a- 3b + 4)— (2a%+| —12ab) = —6a%h + 2ab® - dab
OR (-2 + k-T)-2A(3KR-1) = B TR+ '

d) a:y(233— 3y) + 33(—3xy + 5y +3) = +23:y2

4a%b + 10ab? ’ ‘ —z?y + 3z H z?y + 3z H 8K%1 + 21 ’ ‘ x2—6yH 4a%b — 1Oab2’

8k — 21| | —a® — 6y || — 8k — 20|| —4a®b— 10a0? || —a’y— 3z |

2?+ 6y || 8K+ 20 || «?y— 3z || —a® + 6y || —4a%b + 10ab? |

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13
Zapisz odpowiedz na pytania w postaci wyrazenia algebraicznego.

1. Kasia i Asia zbieraty muszelki. Kasia zbierata muszelki 2 dni, a Ania 3 dni. Kasia kazdego
dnia zbierata & muszelek i wyrzucata 5 muszelek uszkodzonych. Asia kazdego dnia zbierata
y muszelek i wyrzucata 7 uszkodzonych. lle muszelek maja obie dziewczynki razem.

2. Jacek dostaje x z} kieszonkowego miesiecznie, a Michat y zt. W listopadzie i grudniu
Jacek dostat dodatkowo po 20 zt od cioci, natomiast Michat dostat dodatkowo po 30 zt
od swojego brata. lle pieniedzy otrzymali w listopadzie i grudniu obaj chtopcy razem?

Cwiczenie 14

Wiadomo, ze

W =3z-Txy+y-3; Q = —4x

R = — 522 + 3,52y — Txy + 9
Zapisz w najprostszej postaci.

1LQW +R

2.Q-R-W



Cwiczenie 15

Alina i Balladyna zbieraty maliny. Alina zebrata (2x + 3) kg malin, a Balladyna o 4 kg malin
mnie;j.

1. lle malin razem zebraty Alina i Balladyna?

2. lle kilograméw malin srednio zebrata kazda z nich?

Cwiczenie 16

W dzbanku s3g 3 1 mleka. Mlekiem z dzbanka dopetniamy dwie szklanki o pojemnosci 0,2 1,
wiedzac, ze w kazdej z nich znajduje sie x litrow mleka. lle mleka zostanie w dzbanku?



Wytaczanie wspoélnego czynnika przed nawias

Jezeli w sumie algebraicznej, w kazdym ze sktadnikow, wystepuje taki sam czynnik, to

mozna ten wspolny czynnik wylgczy¢ przed nawias.

fﬁ X-Sklivhkajabfek
VPE s Y - skrzynka gruszek @

N

[
-

@ T ax+8y = 4(x + 2y)
»

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2

™ 1

7a+7=7'a+7'1=7-(a+1)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

- gl o B g T S S o
5 11\‘11‘1J~i7-11

N  48xy2- 36x2y =
—2'2!2-2-3.x.y.y-2.y

¥

|

48xy? - 36x%y = 12xy(4y - 3x)

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2
https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2

Wazne!

Wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias to zamiana sumy algebraicznej na iloczyn.

Cwiczenie 1

W wyrazeniu 822 — 16 wytacz przed nawias

1.2



Cwiczenie 2
Wytacz wspdlny czynnik przed nawias.
1.3z —3
2.4 + 2
3.0,32—-0,3
4.15b — 5
5.1,22z — 0,6
6. %a + %
Cwiczenie 3
Oblicz, wytaczajac wspdlny czynnik przed nawias.
1.37e5 —37e4
2.1403 — 14 05
3.2403 —12e2

4.255016 — 255015



Cwiczenie 4
Wytacz wspdlny czynnik przed nawias.
1. 2xy — 4z + 8y
2. —9abc — 18ab + 27 ac
3.5z2% — bz + 102°
4. 3a%bc?® + 6ab’c? — 6a’b*c?

5.0,52%1%2 — 1,5z%y2? — 2229222

Cwiczenie 5
Potacz w pary.

z?y(3 — 2z)
52(32" —9)
szy(4z? — 297)
—dz(—g9" + 3oy)

“2(-§e+)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusc.

3% 6= (a? - 2)

120 L (at 22)

wy—s— (_y )

P

6v°2 — 181)22«5":777151;3;2«2 -----------

ba—ta%=] (2 ab)

(% -1 [3e)[ k- | [3a) =2 5]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Wyrazenie 12xy — 18xz + 6 po wytaczeniu najwiekszego wspdlnego czynnika przed nawias
ma postac

(O 18(3xy — 2xz + 2)

O 6(2xy + 3xz + 1)

O 3(4xy — 6xz + 2)

O 6(2xy —3xz+1)



Cwiczenie 8
Ksiazka kosztowata 28 zl, nastepnie jej cene podwyzszono o x%. Jaka jest nowa cena ksigzki?

O 28(1+ %)z

2,8(100+x)
O 100 zt

O 28+x% 7

(O 28(100 + z) =zt

Cwiczenie 9

Ania kupita x sztuk lizakoéw i o 4 sztuki wiecej zeszytow. lle zaptacita za zakupy, jezeli lizaki
i zeszyty kosztowaty 3 zt za sztuke?

O 5e+2)2
O 3(2z + 4)z
O (2z+4)z

O 3(x+4)z



Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

O

0J

O

Wyrazenie Smy2 — %x2 po wytaczeniu wspolnego czynnika przed nawias ma

postac: 0,4z (2Oy2 — zr:)

Wyrazenia %x?’ — %x2 i %x(:p — 2) sg réowne.

Jezeli dla danych liczb a i b wartos¢ wyrazenia 4a — 6b wynosi 9, to wartos$c
wyrazenia 2a — 3b dla tych samych liczb a i b wynosi 3.

Wyrazenia 2z + 3 i 6m3+9 s3 réwne.

Cwiczenie 11

1. Torba kosztowata x zl, a nastepnie jej cene podwyzszono o y%. Jaka jest nowa cena

torby? Wynik przedstaw w postaci iloczynu.

2. Buty kosztowaty x zl, a nastepnie ich cene obnizono o y%. Jaka jest nowa cena butéw?

Wynik przedstaw w postaci iloczynu.

Cwiczenie 12

Wykaz, ze

1. suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3

2. suma trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 6



Trojkaty i ich wtasnosci

W Europie znajdujg si¢ trzy znane trojkatne rynki: w Bonn, Paryzu i Lowiczu.

Legenda glosi, ze na Nowym Rynku w Lowiczu stat kiedys ratusz, ale zawalit sie za sprawa
kobiety, ktora spalono oskarzong o czary. Przez diugie lata rynek petnit funkcje targowiska.
W czasie wojny jego czes¢ wigczono do getta. Obecnie na rynku, wokot znajdujgce;j sie tam
fontanny, organizowane s3 imprezy kulturalne.

Trojkat
Trojkat to wielokat, ktory ma trzy boki.
wierzchotek

bok

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« A, B, C - wierzcholki trojkata

« AC,CB, AB - boki trojkata

« L = |AC|+ |CB| + |AB| - obwdd trojkata
Definicja: Kat zewnetrzny trojkata

Katem zewnetrznym trojkata nazywamy kazdy kat przylegly do kata wewnetrznego tego
trojkata.




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

B,y - katy zewnetrzne, przylegte do kata o

Nieréwnos¢ trojkata

Przyktad 1

Jak myslisz, czy z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowac trojkat? Jaka musi by¢
zalezno§¢ miedzy dtugosciami takich odcinkow?

Sprawdz swoje przypuszczenia, wykorzystujac ponizszg konstrukcje. Zmieniaj dlugosc
jednego z odcinkéw i obserwuj, w jakiej sytuacji mozna z danych odcinkow zbudowac
trojkat.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Trojkata nie dato sie¢ zbudowac, gdy jeden z odcinkow byt dluzszy od sumy dwoch
pozostatych odcinkow.
Twierdzenie: Nieréwnos¢ tréjkata



https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

W dowolnym trojkacie dtugosc kazdego boku jest mniejsza od sumy dtugosci pozostatych
bokow.
Z odcinkéw o dlugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac tréjkat wtedy i tylko wtedy, gdy

a<b+e

b<a+c

c<a+bd

Rodzaje trojkatow

Trojkaty klasyfikujemy ze wzgledu na miary ich katow na trojkaty ostrokatne, prostokatne
i rozwartokatne.

« B 8l B o Y
trojkat ostrokatny trojkat prostokatny trojkat rozwartokatny
o < 90° a < 90° a > 90°
£ < 90° £ < 90° 6 < 90°
v < 90° v =90° v < 90°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Kazdy kat trojkata ostrokatnego ma miare mniejszg od 90°.
« W trdjkacie prostokatnym jeden z katéw ma miare rowng 90°.
« W trojkacie rozwartokatnym miara jednego z katéw jest wieksza od 90°.



Cwiczenie 1

Narysuij kilka trojkatow.

1. Wskaz w kazdym z nich kat o najwiekszej mierze i najdtuzszy bok. Okresl ich wzajemne
potozenie.

2. Wskaz w kazdym tréjkacie najkrétszy bok i kat o najmniejszej mierze. Okresl ich wzajemne
potozenie.

Co zauwazasz?

Wazne!

W trojkacie roznobocznym naprzeciw najdluzszego boku lezy kat o najwigkszej mierze.

Cwiczenie 2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Trojkaty mozna klasyfikowac ze wzgledu na dtugosci ich bokow.

« Trojkat, ktory ma wszystkie boki tej samej dlugosci nazywamy tréojkatem

réwnobocznym.
« Jesli w trojkacie dwa boki sa tej samej dtugosci, to trojkat taki nazywamy trojkatem
réwnoramiennym.
o Trojkat, w ktorym wszystkie boki sa roznej dlugosci, nazywamy tréjkatem
réoznobocznym.
« « 60° 60° « B
trojkgt rbwnoramienny trojkat rownoboczny trojkat réznoboczny

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma katow w trojkacie
Przyktad 2

Czy pamietasz ile stopni jest rowna suma miar katow trojkata?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp



https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Twierdzenie: Suma miar katéw trojkata

Suma miar katéw trojkata jest rowna 180°.

(57
/o
o+ B+ v = 180"

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Wniosek

» Jezeli w trojkacie jeden z katow jest rozwarty, to kazdy z pozostatych katow jest
katem ostrym.

» Jezeli w trojkacie jeden z katow jest prosty, to kazdy z pozostalych katow jest ostry.
Suma miar tych katow ostrych jest rowna 90°.

a<90°,8<90°

oa+pB=90"
Przyktad 3

Znajdz miare kata a.

80°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uktadamy i rozwigzujemy odpowiednie rownanie.
Suma katow tréjkata jest rowna 180°.



a+80° +30° =180°
a-+110° = 180°
a=180" —110°
a="170°

Odpowiedz. Miara kata a jest rowna 70°.
Przyktad 4

W tréjkacie rownoramiennym jeden z katéw ma miare 40°. Oblicz miary pozostatych
katow.

W trojkacie rownoramiennym miary dwoch katow sa rowne. Poniewaz nie wiemy, czy
szukane katy sa rowne, czy rozne - rozpatrzymy dwa przypadki.

Skorzystamy z tego, ze suma katow w trojkacie jest rowna 180°.

e Przypadek I

Kat o mierze 40° jest kgtem miedzy ramionami trojkata.

(87 (81

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0,
a+a+40° =180°
2-a=180" —40°
200 =140°/: 2
a="70"
Odpowiedz. Miary pozostatych katow trojkata sg rowne 70° i 70°.
e Przypadek II

Kat o mierze 40° jest katem przy podstawie trojkata.



8>

40° 40°

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
B+40° + 40° = 180°
B+80° = 180°
B=180" — 80°

B =100°

Odpowiedz. Miara kata 3 jest réwna 100°.

Wysokosci trojkata

Definicja: Wysokos¢ tréjkata

Wysokoscig trojkata nazywamy odcinek taczgcy wierzchotek tréjkata z prosta,
zawierajacg przeciwlegly bok i prostopadty do tej prostej. Trojkat ma trzy wysokosci.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5




Jakie jest wzajemne potozenie prostych, zawierajacych wysokosci trojkata?
\ I s

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze proste, w ktorych zawierajg sie wysokoSci rozpatrywanego trojkata
przeciety sie w jednym punkcie.

Czy proste zawierajgce wysokosci trojkata przecinaja si¢ zawsze w jednym punkcie?
Okazuje sig, ze tak, niezaleznie od rodzaju trojkata.

Definicja: Ortocentrum tréjkata

Punkt, w ktorym przecinajg sie proste zawierajace wysokos$ci trojkata nazywamy
ortocentrum tréjkata i oznaczamy go najczesciejduza litera H.
Przyktad 6

Zmieniajgc potozenie wierzchotkow trojkata, zbuduyj trojkat prostokatny, ostrokgtny lub
rozwartokatny. Sprawdz w kazdym przypadku, gdzie znajduje si¢ ortocentrum trojkata.
Jakie jest potozenie ortocentrum trojkgta ostrokatnego? A prostokatnego?

A rozwartokatnego?



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

W trojkacie ostrokatnym ortocentrum lezy we wnetrzu trojkata.

W trojkacie prostokgtnym ortocentrum lezy w wierzchotku kata prostego.
W trojkacie rozwartokatnym ortocentrum lezy na zewnatrz trojkata.
Przyktad 7

Opiszmy na trojkacie okrag i utworzmy ortocentrum H trojkata.
Przeksztalcamy ortocentrum trzykrotnie w symetrii osiowej wzgledem kazdego z bokow
tego trojkata.

Otrzymujemy punkty: Hy, Hs, H3. Gdzie leza te punkty?

\ ! /
o I e \
< . g

I H3 N
1

! \

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Otrzymane punkty Hy, H,, Hjlezg na okregu opisanym na tréjkacie.


https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

Przyktad 8

Wyznaczamy $rodki bokow troéjkata. Znajdujemy obrazy ortocentrum H tego trojkata
w symetrii srodkowej wzgledem wyznaczonych punktow.
Otrzymujemy punkty: H’;, H’s, H’3. Gdzie leza te punkty?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wyznaczone punkty H’;, H’s, H’3 lezg na okregu opisanym na trojkacie.
Przyktad 9

Na rysunku zaznaczony jest trojkat, jego ortocentrum, okrag opisany na trojkacie i szes¢
punktow uzyskanych w poprzednich konstrukcjach.
Dorysowujemy punkty przeci¢cia dwusiecznych katow trojkata z symetralnymi bokow.

Gdzie leza te punkty?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Okazuje sig, ze punkty przeciecia dwusiecznych katow tréjkata z symetralnymi jego
bokoéw lezg na okregu opisanym na tym trojkacie, w srodkach tukow o koncach



odpowiednio H,lHla H,2H2, oraz H,3H3.

Wtasnos¢ ta zostata odkryta w Polsce kilka lat temu. Poniewaz wszystkie punkty, ktore
rozwazalisSmy, lezg na okregu opisanym na trojkacie, okrag ten zostal nazwany polskim
okregiem dwunastu punktow trojkata.

Dwusieczne katow trojkata

Definicja: Dwusieczna kata

Dwusieczng kata trojkata nazywamy potprostg o poczatku w wierzchotku tego kata, ktora
dzieli ten kat na dwa katy o jednakowych miarach.

(87

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wiemy juz, ze dwusieczne katow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.
Przyktad 10

Narysujmy trojkat. Skonstruujmy symetralne jego bokow, dwusieczne jego katow i okrag
opisany na tym trojkacie.

ZwrdO¢ uwage na potozenie punktu przecig¢cia prostej zawierajgcej dwusieczng kata

z symetralng boku lezgcego naprzeciw tego kata.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Punkty przeciecia prostych, na ktorych leza dwusieczne katow trojkata z symetralnymi

bokow trojkata leza na okregu opisanym na trojkacie.

Srodek ciezkosci trojkata

Kolejnym punktem zwigzanym z trojkatem, bardzo waznym nie tylko dla matematykow, ale
przede wszystkim dla fizykow, jest Srodek cigzkosci trojkata.

Mozna powiedzie¢ w uproszczeniu, ze najczesciej srodek ciata pokrywa sie ze srodkiem
jego masy. Informacja o tym, gdzie znajduje si¢ ten punkt jest bardzo wazna

w budownictwie czy architekturze. Ale rowniez w skokach spadochronowych, balecie,
czynnosciach czy zawodach wymagajacych ustalenia takiego punktu podparcia, aby
zachowac rownowage.

W trojkacie srodek cigzkosci zawsze lezy w jego wnetrzu. Odnajdujemy go, konstruujac
najpierw Srodki bokow trojkata, a nastepnie fgczac odcinkiem kazdy wierzchotek trojkata
z Srodkiem przeciwleglego boku. Te trzy odcinki, ktore przecinajg si¢ w jednym punkcie
nazywamy Srodkowymi bokow trojkata. Ten punkt wyznacza wiasnie Srodek ciezkosci
trojkata.

Definicja: Srodkowa boku tréjkata

Srodkowg boku trojkata nazywamy odcinek tgczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem
przeciwleglego boku. Trojkat ma trzy srodkowe.


https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Srodkowe bokow trojkata przecinajg sie w jednym punkcie, zwanym $rodkiem ciezkosci
trojkata.
Twierdzenie: Srodek ciezkosci tréjkata

Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazda z srodkowych tego trojkata w stosunku 2 : 1,
liczac od wierzchotka.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 11

Srodkowe trojkagta rownobocznego przecinajg sie w punkcie odleglym od boku o 3 cm.
Obliczymy wysokos¢ tego trojkata.



https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

3cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie rownobocznym srodkowe bokow s3 zarazem jego wysoko$ciami. Zatem
odlegtos$¢ punktu przeciecia sSrodkowych od wierzchotka jest dwa razy wieksza od
odleglosci tego punktu od boku. Czyli

r=2-3cm = 6cm.
Wysokos$¢ h jest wiec rowna
h=6cm+ 3cm = 9cm

Odpowiedz. Wysoko$¢ trojkata jest rowna 9 cm.
Przyktad 12

Narysujemy kilka tréjkgtéw, niebedacych trojkgtami rownobocznymi. Zaznaczmy
w kazdym z nich ortocentrum, srodek okregu opisanego i srodek ciezkosci.
Zaobserwujwzajemne potozenie tych trzech punktow.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dp4OWTylp
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauwazamy, ze ortocentrum trojkata, Srodek okregu opisanego i srodek cigezkosci lezg na
jednej proste;j.

Wilasnos¢ te odkryt w XVIII wieku szwajcarski matematyk Leonard Euler. Na jego cze$¢
nazwang te szczegolng prostg - prostg Eulera.

Leonard Euler uznawany jest za jednego z najwybitniejszych matematykow wszech
czasOw. Mimo utraty wzroku w wieku okoto 50 lat, nadal pracowat tworczo,
wykorzystujac swojg fenomenalng pamiec¢ i umiejetnos¢ wykonywania obliczen

W pamieci.

Cwiczenie 6

Narysuj odcinki:a = 3cm, b=4cm,c=4cm,d = 5cm, e = 6 cm.
Skonstruuj tréjkat z odcinkéw

l.a,b, b

2.a, b, d

3.a,d, e


https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

Cwiczenie 7

Z ktorych odcinkéw o dtugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac trojkat?

a =bcm,b = 6cm,c = 8cm

1dm,b = 1dm,c=1dm

o o o
[

a =5cm,b = 5cm,c = 12cm

(] a= 5cm,b = 8cm,c = 13cm

Cwiczenie 8

Odcinkia = 7cm, b = 5 cm, ¢ sg bokami tréjkata. Dtugosc odcinka ¢ moze byc¢ réwna

(] 4 cm

(] 9 cm

(] 12 cm

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Dtugosé boku tréjkata moze by¢ wieksza od wysokosci tego tréjkata.

Obwdd trojkata moze by¢ dwukrotnie wiekszy od dtugosci najdtuzszego z bokéw
tego trojkata.

(] Obwéd tréjkata moze by¢ trzykrotnie wiekszy od jednego z bokéw tego trojkata.

(] Dtugosé boku tréjkata moze by¢ réwna potowie obwodu tego tréjkata.



Cwiczenie 10

Trojkat prostokatny moze byc¢

(] réznoboczny

(] réwnoramienny

(] réwnoboczny

Cwiczenie 11

Tréjkat ABC ma trzy osie symetrii. Dtugos$¢ czesci dwusiecznej jednego z katow trojkata
zawartej w tréjkacie ma dtugosc 4 cm. Oblicz

1. sume wysokosci tréjkata

2. miary katow tréjkata

Cwiczenie 12

Oblicz obwéd trojkata, w ktérym jeden bok ma dtugosé 8 cm, a kazdy nastepny jest o 6 cm
dtuzszy od poprzedniego.

Cwiczenie 13

Obwéd trojkata rownobocznego wynosi 66 cm. Oblicz dtugosé jego boku.

Cwiczenie 14

Dwa boki tréjkata réwnoramiennego maja dtugosci 3 cm i 6 cm. Oblicz dtugosé trzeciego
boku tréjkata.



Cwiczenie 15

Odcinek o dtugosci b cm podzielono na trzy czesci tak, ze dtugos$¢ kazdej czesci wyraza sie
dodatnig liczba naturalna. Z otrzymanych odcinkéw zbudowano tréjkat. Oblicz dtugosci
bokow tréjkata.

Cwiczenie 16
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17
Czy tréjkat ABC jest rownoramienny? Wybierz poprawng odpowiedz.

Lrijsunek trojkata A B C. Przy wierzchotku A zaznaczony kat prosty, przy wierzchotku B kat
45 stopni.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

[ ] Nie, poniewaz tréjkat jest prostokatny.
(] Tak, poniewaz trojkat jest prostokatny, a drugi kat ma miare 45°.
(] Nie, poniewaz tréjkat ma dwa réwne katy.

(] Tak, poniewaz tréjkat ma dwa réwne katy.

Cwiczenie 18

Suma katéw ostrych tréjkata prostokatnego wynosi

O 90°
O 60°
O 45°

O 65°



Cwiczenie 19

Uzupetnij zdania, wpisujgc odpowiednie miary katow.

1. Kat zewnetrzny, przylegty do kata przy podstawie tréjkata rownoramiennego ma miare
150°. Najwiekszy z katéw tego trojkata jest rowny ...

2. Kat miedzy ramionami tréjkata réwnoramiennego ma miare 30°. Miara jednego
z pozostatych katow tego trojkata jest rowna ...

3. W tréjkacie réwnoramiennym miara jednego z katow jest dwa razy wieksza od miary
drugiego. Wtedy najmniejszy kat tego tréjkata ma miare ...

Cwiczenie 20

Wysoko$¢ poprowadzona do podstawy AB w tréjkacie rownoramiennym ABC ma dtugosé
10 cm. Kat przy podstawie tréjkata ma miare 45°. Oblicz dtugo$¢ podstawy AB.

Cwiczenie 21

Mozna wykazaé, ze w tréjkacie prostokatnym o katach ostrych o miarach 30° i 60° dtugos¢
przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o mierze 30° jest réwna potowie dtugosci
przeciwprostokatnej.

Korzystajac z tej wiasnosci, rozwigz ponizsze zadania.

1. Dany jest trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dtugosci 12 cm i katach ostrych
o miarach 30°,60°. Oblicz dtugos$¢ przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o mierze 30°.

2. Dany jest tréjkat prostokatny, w ktérym najdtuzszy bok ma dtugosé 5 cm, a najkrotszy
2,5 cm. Oblicz miary katéw ostrych tego trojkata.

3. Jeden z katéw ostrych trojkata prostokatnego ma miare 60°. Przyprostokatna lezaca
naprzeciw drugiego z katéw ostrych ma dtugosé¢ 9 cm. Uzasadnij, ze dtugosé drugiej
przyprostokatnej jest mniejsza od 27 cm.



Cwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Istnieje trojkat prostokatny, ktéry ma o$ symetrii.

(] Tréjkat rozwartokatny moze by¢ réwnoramienny.

(] Tréjkat réwnoboczny ma $rodek symetrii.

(] Zkazdych trzech odcinkéw mozna zbudowac¢ tréjkat.

Cwiczenie 23

Uzupetnij zdanie.

1. W tréjkacie rownobocznym miara kata ostrego jest rowna... stopni.

2. W trojkacie prostokatnym rownoramiennym miara kata ostrego jest ... razy mniejsza od
miary kata prostego.

3. Przekatna dzieli prostokat na dwa trojkaty . W kazdym z tych tréjkatow najwiekszy
z katéw ma miare ... stopni.

Cwiczenie 24

Narysuj tréjkat rownoboczny ABC i zaznacz jego wysokos$c. Wysokosci podzielity tréjkat
ABC na 6 tréjkatéw. Oblicz miary katéw kazdego z tych tréjkatow.



Cwiczenie 25

Wyznacz miare kata przy wierzchotku C' w tréjkacie ABC, jesli

1. |4A| = 45°, |4B| = 125°

2.|4A| = |4B| = 45°

3.|£A| = 90",

£B| =5

Cwiczenie 26

W tréjkacie ABC kat ABC jest dwukrotnie wiekszy od kata BAC. Kat ACB jest trzykrotnie
wiekszy od kata BAC.
Wyznacz miary katow tego trojkata.

Cwiczenie 27

Srodek okregu opisanego na tréjkacie nie nalezy do tego tréjkata. Gdzie znajduje sie
ortocentrum tréjkata?

Cwiczenie 28

Ortocentrum pewnego trojkata lezy w wierzchotku tego tréjkata. Gdzie znajduje sie sSrodek
okregu opisanego na tym trojkacie?

Cwiczenie 29

Miary katow tréjkata ABC sa takie same jak miary katow tréjkata EFG. Czy obwody tych
trojkatow sg réwne? Dlaczego?



Cwiczenie 30

W tréjkacie ABC $rodek ciezkosci jest odlegty od $rodkow jego bokdw odpowiednio o 5 cm,
3 cm, i 7 cm. Oblicz sume odlegtosci tego Srodka ciezkosci od wierzchotkéw tréjkata.

Cwiczenie 31

Odlegtos¢ ortocentrum tréjkata KLM od jego srodka ciezkosci wynosi 6 cm. Jaka jest
odlegtos¢ srodka ciezkosci od srodka okregu opisanego na tym trojkacie?

Cwiczenie 32

Odlegtos¢ ortocentrum od srodka okregu opisanego na pewnym tréjkacie jest réwna 6 cm.
Jaka jest odlegtosc tego ortocentrum od srodka ciezkosci tego trojkata?

Cwiczenie 33

Czy spodki dwoch wysokosci tréjkata mogg nie naleze¢ do tego tréojkata? Jesli to mozliwe,
narysuj taki tréjkat. Jesli nie, odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 34

Oblicz pole trojkata, wiedzac, ze

1. podstawa trdojkata jest rowna m, a wysokosé¢ poprowadzona do tej podstawy jest rowna
2 m,

2. trojkat jest prostokatny i jego przyprostokatne sg réwne 6 cm i 8 cm,

3. podstawa trojkata jest rowna wysokosci poprowadzonej do tej podstawy i wynosi 7 m.



Cwiczenie 35
Pole tréjkata jest réwne 24 cm?.

1. Podstawa tréjkata ma dtugosc 6 cm. Oblicz dtugos¢ wysokosci poprowadzonej do tej

podstawy.

2. Wysokos¢ tréjkata jest réwna 8 cm. Oblicz dtugo$¢ podstawy tréjkata, na ktérg

poprowadzono te wysokosc.
Cwiczenie 36

Narysuj wszystkie wysokosci trojkata.

a) b) C)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 37

Znajdz ortocentrum trojkata.

a) b) C)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 38

Wyznacz $rodek ciezkosci trojkata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 39

Znajdz dwusieczne katow tréjkata.

a) b) c)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 40

Znajdz symetralne bokow tréjkata.

a) b) c)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 41

Wytnij z kartonu dowolny trojkat. Wyobraz sobie, ze to blat stolika, a dtugopis ma by¢ noga
stolika. Zaznacz na ,blacie” miejsce, w ktérym nalezy przymocowac ,noge”. Sprawdz, czy
dobrze jest ono wyznaczone, ustawiajac odpowiednio dtugopis i tréjkat.



Wielokaty i ich wtasnosci

Wielokat

Wielokat, ktory ma n- bokoéw, nazywamy n - katem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7TM
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Potacz w pary.

(e { U2t

szesciokat| siedmiokat]| pieciokat| dziesieciokat|

Definicja: Obwod wielokata

Obwod wielokata to suma diugosci wszystkich jego bokow.
Przyktad 1

Stosunek dtugosci dwoch bokow prostokata jest rowny 3 : 2. Obwod tego prostokata jest
rowny 60 dm. Obliczymy pole prostokata.
Oznaczmy

e 3z - dlugosc¢ prostokata (w dm)
e 2z - szerokoS¢ prostokata (w dm)



https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

3X

2X

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapisujemy i rozwigzujemy rownanie wynikajace z tresci zadania.

2:-3z+ 22z =60

6x + 4x = 60
10z = 60
=206

Obliczamy dtugosci bokoéw prostokata.
e 3.6 = 18[dm] - dtugos¢ prostokata
e 2.6 = 12[dm]| - szeroko$¢ prostokata

Obliczamy pole prostokata.
P =18-12 = 216 (dm?)

Odpowiedz. Pole prostokata jest réowne 216 dm?.
Ciekawostka



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Greckie okrety wojenne wyposazone byly w zagle prostokatne. Petnity one role
pomocnicza, gdyz gtowny naped okretow stanowity wiosta.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Egipcjanie, zeglujac po Nilu, postugiwali sie zaglami trojkatnym, wykorzystujacymi wiatr
wiejacy z pustyni w poprzek rzeki.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Fodzie w polnocnej Europie korzystaty z pojedynczego zagla w ksztalcie trapezu lub

prostokata.

Przekatne wielokata

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Przekatna wielokata

Przekatna wielokata to odcinek taczacy dwa wierzchotki tego wielokata, nielezace przy
tym samym boku.



Cwiczenie 2

Narysuj przekatne wielokata.

a) b)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

Rysunek przedstawia wielokaty z zaznaczonymi przekgtnymi.

PAANN

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupetnij tabele.
Tabela. Dane
. liczba przekatnych wychodzacych z jednego liczba
wielokat .
wierzchotka przekatnych

czworokat

pieciokat

szeSciokat

siedmiokat



osmiokat

Twierdzenie: Przekatne wielokata

Niech n bedzie liczbg naturalng wieksza od 3.
Wielokat o n - bokach ma 2-2) przekatnych.

2
Przyktad 2

Obliczymy, ile przekatnych ma stukat.
Korzystamy ze wzoru na liczbe przekatnych n- kata.

n = 100

n(n—3 100(100—3
(2): (2 ) — 50.97 = 4850

Odpowiedz: Stukat ma 4850 przekatnych.

Wielokat wypukly - dowolne dwa jego punkty mozna potaczy¢ odcinkiem zawartym w
wielokgcie.

Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wielokat wklesty — wielokat, ktory nie jest wypukly.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma katow wielokata

Suma miar katow w tréjkacie wynosi 180°.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Cwiczenie 4

Kazdy wielokat wypukty mozna podzieli¢ na tréjkaty o wspélnym wierzchotku, ktory jest
zarazem wierzchotkiem wielokata.

¢ Naile takich trojkatéw mozna podzieli¢ czworokat? A pieciokat? A szesciokat?

o Asiedmiokat? Okredl, na ile takich tréjkatow mozna podzieli¢ oSmiokat i sprawdz swoje
przypuszczenia, wykonujac odpowiedni rysunek.

e Czy zauwazasz jaka$ zalezno$¢ miedzy liczbg katéw wielokata a liczbg utworzonych
trojkatow?

e Czyjuz wiesz, naile tréjkatow mozna podzieli¢ w ten sposob 1024 - kat?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 3

Podzial wielokatow na trojkaty jest przydatny przy okresleniu sumy miar katow
dowolnego wielokata.

1. Czworokat podzielony na trojkaty.


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar katéow czworokata jest rowna 2 ¢ 180° = 360°.
2. Pieciokat podzielony na trojkaty.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kazdy n-kat wypukly mozna podzieli¢ na n — 2 trojkaty. Suma miar katow w kazdym
trojkacie wynosi 180°, a to oznacza, ze suma miar kagtow w n-kacie jest rowna
(n—2)e180°.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DwAxJ7x7M
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Twierdzenie: Suma miar katow

Niech n bedzie liczbg naturalng wigkszg od 2.
Suma miar katéw n - kata jest rowna (n — 2) - 180°.
Cwiczenie 5

Wyznacz sume miar katow

1. 9— kata

2.102— kata

Przyktad 4

Wyznaczymy miare kata szeSciokata foremnego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Suma miar wszystkich katow szeSciokgta wynosi
(6 —2)-180° =4-180° = 720°

W szesciokacie foremnym katy sa rowne. Jest ich sze$¢, zatem miara jednego z nich jest
rowna

7207 : 6 = 120°

Odpowiedz. Miara kata sze$ciokata foremnego jest rowna 120°.



Przyktad 5

W pewnym wielokacie suma miar katow jest réwna 1440°. Ile bokéw ma ten wielokat?
Oznaczmy: z - liczba bokow wielokata ( « - liczba naturalna dodatnia).
Otrzymujemy rOwnanie

(x —2)-180" = 1440°
Rownanie rozwigzujemy metodg dziatan odwrotnych.
e Dzialaniem odwrotnym do mnozenia jest dzielenie.
(x —2)-180" = 1440/ : 180~
r—2=28
e Dzialaniem odwrotnym do odejmowania jest dodawanie.
r—2=8/+2

z =10

Odpowiedz: Wielokat, ktorego suma miar katoéw jest rowna 1440° to dziesieciokat.

Trapezy

Czworokaty, podobnie jak trojkaty mozna klasyfikowa¢ ze wzgledu na miary ich kqtéw oraz
dtugosci ich bokow.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Trapez

Jesli czworokat ma co najmniejjedng pare bokow rownoleglych, to nazywamy go
trapezem.

podstawa gérna

ramie ramie

(/pN)
(@)

wysoko

=

podstawa dolna

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Boki rownolegle trapezu nazywamy jego podstawami, za$ dwa pozostate boki to ramiona
trapezu.
Definicja: Trapez rownoramienny

Trapez, ktorego ramiona sg rowne i niebedgcy rownoleglobokiem nazywamy trapezem
rownoramiennym.



https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

(87 (8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

W trapezie rownoramiennym

o przekatne sg rowne
» miary katow lezacych przy tej samej podstawie sg rowne
Definicja: Trapez prostokatny

Trapez, w ktoérym przynajmniejjeden kgt ma miare 90°, nazywamy trapezem
prostokatnym.

™

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trapezie prostokgtnym rami¢ prostopadte do podstawy jest zarazem wysokoscia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Twierdzenie: Suma katéw lezacych przy ramieniu trapezu

Suma miar katéw lezacych przy jednym z ramion trapezu jest rowna 180°.


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Cwiczenie 7

Uzasadnij, ze suma miar katéw przy jednym z ramion trapezu jest rowna 180°.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 8

Oblicz pole kazdego z trapezéw. Przyjmij jako jednostke pola pole jednej kratki.
Czy pamietasz, jakim wzorem wyraza sie pole trapezu?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Zapamietaj!

Pole trapezu o podstawach a, b i wysoko$ci h wyraza si¢ wzorem.



™

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(a+b)-h

N |

a

P=1(a+b)h
Przyktad 6

Obwdd trapezu rownoramiennego jest rowny 22 cm. Jedna podstawa ma diugos¢ 3 cm,
a druga jest trzykrotnie dtuzsza. Wysokosc¢ jest o 1 cm krotsza od dtugoSci ramienia.
Oblicz pole trapezu.

Zaznaczamy na rysunku sytuacje przedstawiong w zadaniu, oznaczajac a - dtugos¢
ramienia trapezu. Dluzsza podstawa jest rowna

3:3cm = 9cm

3cm
a h=a-1 a
9cm

Zrédto: Zespot autorski Politechniki t6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Znajdziemy najpierw dtugos¢ ramienia trapezu. Obwod trapezu jest rowny 22 cm, zatem
20 +3+9 =22
2a +12 = 22
20 =22 - 12
2a =10

a=10:2
a=>5



Ramie trapezu ma dtugos¢ 5 cm.
Wysokos¢ jest o 1 cm krotsza niz ramie, wiec ma dtugosc

5cm— 1cm = 4cm

Obliczamy pole trapezu, korzystajac z odpowiedniego wzoru.
P=1(a+b)h
P (3+9)-4

I
v

P = 24 cm?

Odpowiedz: Pole trapezu jest rowne 24 cm?.
Przyktad 7

Pole trapezu réownoramiennego ABCD jest rowne 72 cm?. Wysokoé¢ trapezu jest dwa
razy dtuzsza od krotszej podstawy i wynosi 8 cm. Oblicz dtugosci odcinkow, na jakie

wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka D dzieli podstawe AB.

D a C

A X E X B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Obliczamy dtugos¢ a krotszej podstawy
a=8cm:2 =4cm
Obliczamy dtugos¢ drugiej podstawy, korzystajac ze wzoru na pole trapezu.
b . p=P
2.8 =172
(4+0b)-4=72/:4

44b=18




Druga podstawa ma dlugo$c¢ 14 cm.

Zauwazmy, ze gdy poprowadzimy wysoko$ci z wierzchotkéw C'i D to podziela one
dtuzsza podstawe na trzy czesci. Srodkowa z nich jest rowna krotszej podstawie, dwie
pozostale majg rowne diugosci.

Oznaczmy: z — dlugosc¢ jednej z tych czesci.

x+4+z=14

2r =14 -4

20 =10/:2
T=95

Wysokos$¢ DE podzielita dluzsza podstawe na odcinki AE i EB, z ktérych jeden ma
dtugosc 5 cm, a drugi

14cm— 5cm = 9cm

Réwnolegtoboki

Definicja: Réwnolegtobok

Czworokat, ktory ma dwie pary bokéw rownoleglych, nazywamy réwnolegtobokiem.

D

AB || DC
AD || BC

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Romb

Jesli w rownolegloboku wszystkie boki sg rowne, to rownoleglobok nazywamy rombem.
Wazne!

« Jesli katy w rownolegtoboku sg rowne, to taki rownolegtobok jest prostokatem.
» Aby rownolegtobok byl prostokagtem, wystarczy, aby jeden jego kat byt prosty.



Przypomnijmy kilka waznych wiasnosci rownolegtoboku.

» Punkt przeciecia przekatnych rownolegloboku dzieli kazda z nich na potowe,

Zrodto: Zespot autorski Politechniki k.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Przekatna réwnolegtoboku dzieli go na dwa jednakowe trojkaty,

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Punkt przeciecia przekatnych wyznacza $rodek symetrii rownolegtoboku,



Zrodto: Zespot autorski Politechniki E.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Przeciwlegle katy rownolegloboku majg rowne miary,

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Suma miar katéw lezacych przy jednym boku réwnolegloboku jest rowna 180°.



o+ 8 =180°

Zrodto: Zespot autorski Politechniki E.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rownoleglobok ma dwie wysokosci. W prostokacie wysoko$ci sg zarazem dlugo$ciami

bokow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7TM
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Twierdzenie: Pole réwnolegtoboku

Pole réownolegtoboku jest rowne iloczynowi wysokosci rownolegtoboku i dtugosci
podstawy, do ktorej ta wysokoS¢ zostata poprowadzona.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Pole kwadratu oraz pole rombu mozna obliczy¢ inacze;.

e Pole kwadratu jest rowne potowie kwadratu dtugosci jego przekatne;.


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

« Pole rombu jest rowne potowie iloczynu dtugosci jego przekatnych.

d
d /\
Y/
1 1
P:§d2 P:§d1d2

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 8

Pole rownolegtoboku ABCD jest réowne 24 dm?, a dugosci jego bokéw sa rowne 6 dm i
12 dm.
Przekatne rownolegloboku przecinajg si¢ w punkcie S.

1. Oblicz wysokosci rownolegtoboku.
2. Oblicz pole tréjkata ABC.
3. Oblicz wysoko$¢ tréjkata ASB.

Rozwigzanie.

1. Rownolegtobok ma dwie wysokosci. Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.
Korzystamy ze wzoru na pole rownolegtoboku - zapisujemy odpowiednie rownosci,
z ktorych wyznaczamy wysokosci h oraz H.



D 12 dm c

6 dm h

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

h-12 =24H -6 = 24 h = 2H = 4 OdpowiedZ: Wysokosci rownolegloboku sa
rowne 2dmi 4 dm.

2. Przekatna dzieli rownoleglobok na dwa takie same tréjkaty. Zatem pole trojkata ABC
jest rowne potowie pola rownolegltoboku.

D 12 dm c

6 dm

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

P = % =12 [dmz] Odpowiedz: Pole tréjkata ABC jest rowne 12 dm?.
3.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wysokos$¢ trojkata ASB stanowi potowe dtugosci wysokosci h réwnolegloboku.

2 __
5 =1

Odpowiedz: Wysoko$¢ trojkata ASB jest rowna 1 dm.

Czworokaty osiowosymetryczne
Przyktad 9

Zastanow sie, ktore czworokaty majg 0§ symetrii. Sprawdz swoje przypuszczenia,
zmieniajac potozenie wierzchotkéw czworokatow.

Zmieniaj polozenie punktéw A, B, H, E. Punkty C, D, G, F sgobrazami tych punktow
w symetrii osiowej.

Jakie czworokaty mozemy uzyskac?




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Definicja: Deltoid

Deltoidem nazywamy czworokat, ktorego jedna z przekatnych lezy na jego osi symetrii.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wiasnosci deltoidu:

o OS symetrii deltoidu jest symetralng drugiej przekatne;.
o Przekatne deltoidu s3 prostopadte.

» Dwa sgsiednie boki deltoidu s3 tej samej dtugosci.

» Katy miedzy roznymi bokami sg roOwne.


https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Ciekawostka

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Ciekawostka

Latawce prawdopodobnie wynaleziono w Chinach ok. 500 r. p.n.e. Poczgtkowo byly
budowane w ksztalcie ptakow lub bajkowych zwierzat, np. smokow. Czesto uzywano ich
w czasie dziatan wojennych, aby przestraszy¢ wroga. W Polsce w tym celu
wykorzystywano latawce w bitwie pod Legnicg w 1241 r. Przez wieki latawce byly
pomocne w badaniach meteorologicznych, ratownictwie morskim, wykonywaniu zdje¢
Z powietrza.

Latawce moga sie wznie$¢ na wysoko$¢ 9,5 km.

Obecnie latawce maja najczesciej ksztatt deltoidow.

Cwiczenie 9

Podtoga ma ksztatt kwadratu o boku dtugosci 2,5 m. Drzwi maja szerokos¢ 1 m. lle sztuk
listew przypodtogowych o dtugosci 3,5 m kazda nalezy kupi¢, aby umocowac je wzdtuz $cian?

Cwiczenie 10

Latawiec ma ksztatt deltoidu. Dtugosci jego przekatnych wynosza 40 cm oraz 80 cm. lle tubek
farby nalezy kupi¢, aby pomalowac go z obu stron, jesli wiadomo, ze jedna tubka farby
wystarczy na pomalowanie 0,1 m? powierzchni?

Cwiczenie 11

Prostokatna patchworkowa serwetka o wymiarach 1,2 m i 0,6 m zszyta jest z jednakowych
kolorowych kwadratéw o boku dtugosci 0,2 m. Oblicz, ile takich kwadratéw uzyto na
wykonanie serwetki.



Cwiczenie 12

Jakie najmniejsze pole powierzchni musi mie¢ prostokatna korkowa tablica, na ktérej chcemy
przypig¢ 15 zdje¢ o wymiarach 12 cm i 20 cm?

Cwiczenie 13

Jeden bok réwnolegtoboku, ktérego obwdd wynosi 36 cm, jest dwa razy krétszy od drugiego
boku. Oblicz dtugosci bokéw tego rownolegtoboku.

Cwiczenie 14

Oblicz obwdd czworokata, w ktérym

1. najkrotszy bok ma dtugos¢ 8 cm, a kazdy nastepny jest o 6 cm dtuzszy od poprzedniego,

2. najdtuzszy bok ma dtugosc¢ 46 dm, a kazdy nastepny jest o0 5 dm krotszy od poprzedniego,

3. jeden z bokéw ma dtugos¢ 6, 5 m, przekatne sa prostopadte i rowne.

Cwiczenie 15

Obwadd kwadratu K wynosi 7, a obwéd kwadratu K jest rowny 8. Oblicz

1. stosunek dtugosci boku kwadratu K do dtugosci boku kwadratu K;

2. roznice pola kwadratu K i kwadratu K

Cwiczenie 16

Obwadd rombu jest rowny 24 cm. Przekatna podzielita romb na dwa tréjkaty réwnoboczne.
Oblicz obwédd jednego z tych tréjkatow.



Cwiczenie 17

lle przekatnych ma dziesieciokat?

O 35

O 81

O 63

O 54

Cwiczenie 18
Potacz w pary wielokat z liczba jego przekatnych.

170 dwudziestokat
5 siedmiokat
7020 pieciokat
14 studwudziestokat

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 19

Czy wielokat moze mie¢ 31 przekatnych? Odpowiedz uzasadnij.

Cwiczenie 20

Podaj przyktad

1. wielokata, w ktérym przekatne sg rowne.

2. wielokata foremnego, w ktorym przynajmniej dwie przekatne maja rézne dtugosci.



Cwiczenie 21

Obwadd szesciokata foremnego jest rowny 27. Jakg dtugos$¢ ma najdtuzsza przekatna w tym
szesciokacie?

Cwiczenie 22

Pole rombu jest rowne 60. Jedna z jego przekatnych ma dtugos¢ 15. Oblicz dtugos¢ drugiej
przekatnej.

Cwiczenie 23

Przekatne rombu pozostajg w stosunku 2 : 1. Ich suma jest réwna 12. Oblicz pole tego rombu

Cwiczenie 24

Suma miar katow wielokgta moze by¢ rowna

(] 2700°

() 444°

(] 2685°

(] 5040°

Cwiczenie 25

Zapisz, ile wynosi suma miar katéw wewnetrznych wielokata, ktéry ma

1. 1024 wierzchotki

2. 53 boki

3. 64 katy



Cwiczenie 26

Suma katéw wewnetrznych czworokata wynosi

O 180°

O 90°

O 720°

) 360°

Cwiczenie 27

Wyznacz miary katow

1. trapezu prostokatnego, w ktérym kat ostry ma miare 40°

2. trapezu réwnoramiennego, w ktorym najwiekszy kat ma miare 150°

3. rownolegtoboku, w ktérym réznica miar katéw jest rowna 50°

4. trapezu, w ktorym dwa katy maja miary 88° i 22°

Cwiczenie 28

lle bokdw ma wielokat o danej sumie miar katow?

1. 4680°

2.1260°

3.720°



Cwiczenie 29
Na rysunku przedstawiony jest trapez.

Lrijsunek trapezu prostokatnego. Gérna podstawa ma dtugosc¢ 6 cm. Ramie prostopadte do
obu podstaw réwne 2 cm. Kat ostry przy dolnej podstawie ma miare 45 stopni.
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole trapezu wynosi

() 20 cm?
O 12 cm?
() 36 cm?

() 14 cm?

Cwiczenie 30

Oblicz pole kazdego z wielokatéw. Przyjmij za jednostke pole jednej kratki.

aEiing

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 31

Pole wielokata jest réwne 12. Oblicz dtugos¢ odcinka .

a) b)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 32

Pole trapezu réwnoramiennego ABCD wynosi 45 cm?. Oblicz dtugosc krotszej podstawy
trapezu.

45°

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 33

Przekatne rownolegtoboku przecinajg sie w odlegtosci 3 mm od dtuzszego boku. Oblicz

dtugosc¢ tego boku, jesli pole réwnolegtoboku wynosi 54 mm?.

Cwiczenie 34

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazdy réwnolegtobok jest prostokatem.

[ ] Roéwnolegtobok, ktérego wysokosci sa réwne to romb.

(] Prostokat ma przekatne réwnej dtugosci.

[ ] Suma katéw trapezu jest wieksza od sumy katéw réwnolegtoboku.

(] Kazdy kwadrat jest réwnolegtobokiem.

Cwiczenie 35

Dokoncz ponizesz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Pole pewnego czworokata to iloczyn dtugosci sasiednich bokéw. Czworokatem tym moze by¢

Cwiczenie 36

Narysuj czworokat, ktéry ma

1. jedng 0$ symetrii

2. dwie osie symetrii

3. cztery osie symetrii



Cwiczenie 37

Uzupetnij zdania.

1. Sposrod rownolegtobokdéw o$ symetrii maja tylko te, ktore sg ...

2. Osiami symetrii rombu s3 jego ...

3. Osiami symetrii prostokata s3 ...

4. Kwadrat ma ... osie symetrii, s nimi ...

Cwiczenie 38

Narysuj deltoid, ktéry nie jest rombem i ktérego pole jest rowne 24 cm?.

Cwiczenie 39

Jedna z przekatnych rombu ma taka samg dtugosc jak jego bok. Wyznacz miary katow w tym
rombie.

Cwiczenie 40

Czy istnieje trapez, ktéry ma doktadnie jeden kat prosty?

Cwiczenie 41

Przekatna kwadratu ma dtugos$¢ 5 cm. Oblicz pole kwadratu.

Cwiczenie 42

Jaka figure otrzymasz, jesli potaczysz srodki sasiednich bokéw prostokata? Odpowiedz
uzasadnij.



Cwiczenie 43

Pole prostokata jest réwne 40 cm?. Oblicz pole czworokata, ktorego wierzchotki sa $rodkami
bokéw tego prostokata.

Cwiczenie 44

Uzasadnij, ze czworokat, ktérego przekatne przecinajg sie w potowie dtugosci, jest
rownolegtobokiem.



Przystawanie figur

Figury przystajace

Figury przystajace %

SKSERUJE 3 RAZY
TEN RYSUNEK. _~
= — |

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija

Przyktad 1

Rysunek przedstawia cztery figury.
Porownaj ksztalty i wielkosci tych figur. Co zauwazyles?



https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figure czerwong i figure niebieskg mozna natozy¢ na figure czarna tak, aby figury te
pokrywaly sie.

Takie figury nazywamy przystajgcymi.

Definicja: Figury przystajace

Figury, ktore maja ten sam ksztalt i t¢ samg wielko$¢ nazywamy przystajacymi.
Przyktad 2

» Przyklad figur przystajacych

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wiasnosc: Obraz figury w symetrii Srodkowej i w symetrii osiowej

Obrazem figury w symetrii Srodkowej jest figura do niej przystajaca.
Obrazem figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajgca.


https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo

7, Srodek symetrii

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktady figur przystajacych


https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo

Cwiczenie 1

Zastanéwmy sie, jakie dtugos$ci muszg mie¢ promienie dwéch kot, aby te kota byty przystajace.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

» Dwa kota sg przystajgce, jesli majg rowne promienie.
» Dwa okregi s przystajace, jesli maja rowne promienie.

Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawione sg odcinki przystajgce. Zbadaj ich dtugosci. Wyciggnij wniosek
i sformutuj warunek, jaki muszg spetnia¢ dwa odcinki, aby byty przystajace.

@
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!




Dwa odcinki sg przystajgce, wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne dlugosci.

Cwiczenie 3

Wskaz odcinki przystajace.

®E

e F

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wiasnosc: Katy przystajace

Dwa katy o rownych miarach s3 przystajace.



Cwiczenie 5

Wskaz pary katow przystajgcych.
2 /@\
1
3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Rysunki przedstawiajg pary wielokatow przystajgcych. Poréwnaj miary katéw i dtugosci
bokow wielokatéw kazdej pary. Co zauwazasz?

7. OC
YA oo

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Wielokaty przystajace

Wielokaty przystajagce maja odpowiadajgce sobie boki rownej dlugosci oraz rowne miary
odpowiadajacych sobie katow.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Wielokaty na rysunku majg réwne, odpowiadajace sobie katy. Zbadaj, czy sa przystajace.

a)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wazne!

Wielokaty sa przystajgce tylko wtedy, kiedy kolejne katy jednego wielokata sg rowne
kolejnym katom drugiego, a boki potozone miedzy takimi samymi katami w jednym
i drugim wielokacie sa rowne.

Przyktad 3

Prostokaty ABCD i DEFG s przystajgce. Obwod prostokgta ABCD jest rowny 26 cm.
Roznica dlugosci i szerokosci prostokata DEFG jest réwna 3 cm. Ile wynosi pole



prostokata ABCD?

G F
o0
D C
T+ 3
——— ¢
A B D x E

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obwody prostokatéw przystajacych sa réwne, zatem obwod prostokata DEFG jest réowny
26 cm.

Oznaczmy, x - szeroko$¢ prostokat DEFG a (w cm)

x + 3 —dlugosc¢ prostokata DEFG (w cm)

Zapisujemy i rozwigzujemy rownanie, ktore pozwoli na obliczenie szerokosci prostokata
DEFG.

2 +2x+3)=26/:2
z+z+3=13
2z +3=13
20 =13 -3
22 =10 : 2
z = 5(cm)

Obliczamy dtugos¢ prostokata DEFG: 2 +3 =543 =8, + 3 = 8.
Pole prostokata DEFG wynosi

5-8=140 (cm2)
Pola prostokgtéw przystajacych sa réwne. Pole prostokata ABCD jest wiec réwne 40 cm?
Ciekawostka

Z figur przystajacych czesto tworzone sg wzory na tapetach, posadzkach czy tkaninach.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Narysuj dwa przystajace

1. prostokaty

2. romby

3. rownolegtoboki

Cwiczenie 10

Sformutuj warunek przystawania

1. prostokatow

2. kwadratow

3. kot



Cwiczenie 11

Wskaz pary figur przystajacych.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 12
Zaproponuj sposéb podziatu kata na 2 katy przystajace.

Cwiczenie 13

Pole prostokata MINRS jest rowne 12, a jeden z bokéw ma dtugos¢ 3. Obwaod prostokata
przystajacego do prostokata MNRS ma dtugos¢

O 24
O 12
O 14

O 4



Cwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Kazde dwa wielokaty, ktére maja réwne katy sa przystajace.

(] Kazde dwa prostokaty sa przystajace.

[ ] Kazde dwa kwadraty, ktére maja réwne pola sa przystajace.

(] Kazde dwa romby s3 przystajace.

Cwiczenie 15

Najdtuzszy bok siedmiokata ma dtugos$¢ 17 dm. Najdtuzszy bok siedmiokata przystajgcego ma
dtugosci

(O 1Tm

(O 1,7 cm
() 170 cm
() 170 mm

Cwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy kwadraty A i B s3 przystajace.

(] Przekatna kwadratu A jest réwna 6, a pole kwadratu B jest réwne 36.

(] Pole kwadratu A jest réwne 9, a obwdd kwadratu B jest rowny 12.



Cwiczenie 17

Michat i Adam wycinali z papieru ozdoby choinkowe w ksztatcie deltoidéw o rownych polach.
Czy figury te musza by¢ przystajace?

Cwiczenie 18

Ala chce zrobi¢ na drutach szalik dtugosci 1,5 m i szerokosci 0,5 m. Szalik ma by¢ kompozycja
jednakowych kwadratéw o boku 0,25 m. Oblicz, z ilu kwadratéw bedzie sktadat sie szalik.

Cwiczenie 19

Rownolegtoboki A i B sg przystajace. Jeden z katow réwnolegtoboku A ma miare 42°. Znajdz
miary katow réwnolegtoboku B.

Cwiczenie 20

Narysuj dowolny czworokat. Skonstruuj odcinek rowny sumie przekatnych tego czworokata.

Cwiczenie 21

Narysuj dwa dowolne katy a i 8. Skonstruuj kat

1. przystajacy do kata o

2.a+ p

3.2

Cwiczenie 22

Narysuj dowolny szesciokat. Skonstruuj kat przystajacy do najwiekszego kata narysowanego
szeSciokata.



Cwiczenie 23

W trapezie prostokatnym MIRA jeden z katéw ma miare 30°. Wysoko$¢ trapezu jest rowna
8 dm.
Podaj dtugosci ramion trapezu przystajacego do trapezu MIRA.

Cwiczenie 24

Romby R i Z s3 przystajace. W rombie R krétsza przekatna tworzy z bokiem kat 40°. Oblicz
miare kata jaki tworzy krotsza przekatna rombu Z z bokiem.

Cwiczenie 25

Przekatna kwadratu, ktérego wszystkie wierzchotki lezg na okregu M , ma dtugosc 6 cm.
Okrag T jest przystajacy do okregu M. Jaka dtugos$é ma jego promien?

Cwiczenie 26

Czworokaty na rysunku sg przystajace. Oblicz miary ich katéw.

7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 27

Trapezy rownoramienne A i B s3g przystajace. Oblicz obwdd trapezu A.

4 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 28

Prostokaty K i L s3 przystajace. W prostokacie K przekatne przecinaja sie pod katem 70°.
Jaki kat tworzy przekatna z dtuzszym bokiem w prostokacie L?

Cwiczenie 29

Narysuj trzy nieprzystajace prostokaty, ktére majg jednakowe obwody.

Cwiczenie 30

lle r6znych prostokatéw mozna utworzy¢ z 12 przystajacych kwadratow? Ktéry z tych

prostokatow bedzie miat najmniejszy obwod?

Informacje do zadan 32, 33, 34
Taras w domu pana Bronka ma ksztatt taki, jak na rysunku. Przyjmijmy, ze dtugosc¢ kratki jest
réwna 0,5 m.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 31

Oblicz pole powierzchni tarasu.

Cwiczenie 32

Pan Bronek chce wytozyc taras kwadratowymi ptytkami terakoty o dtugosci krawedzi rownej
45 cm. Ptytki pakowane sg w paczkach po 6 sztuk. lle paczek terakoty musi kupi¢? Rozwaz
rézne mozliwosci

Cwiczenie 33

Pan Bronek chce kupi¢ na wytozenie tarasu ptytki terakoty w takim ksztatcie, aby po docieciu
ich pozostato jak najmniej odpadéw. Chciatby tez, aby ptytki miaty jak najwieksza

powierzchnie. Zaproponuj, w jakim ksztatcie i o jakich wymiarach mogtyby by¢ te ptytki.



Cechy przystawania trojkatow

Pierwsza cecha przystawania tréjkatow

Przyktad 1

Wiemy juz, ze jesli dwie figury sa przystajace, to mozna je tak przeksztatcic¢
(wykorzystujac np. symetrie¢), aby pokryly sie.

Z warunku przystawania odcinkow (dwa odcinki sg przystajgce, gdy maja rowne dtugosci)
wynika, ze trojkaty przystajgce muszg mie¢ odpowiednie boki rowne. Z warunku
przystawania katow wynika, ze trojkaty przystajace musza mie¢ odpowiednie katy rowne.
Chcac sprawdzi¢, czy trojkaty sa przystajace, nie musimy poréwnywac ich wszystkich
bokow i wszystkich katow. Mozemy skorzystac z wlasnosci przystawania, zwanych cechami
przystawania trojkatow.

Twierdzenie: I cecha przystawania tréojkatow bok - bok - bok (bbb)

Jezeli dwa trojkaty majg odpowiadajace sobie boki rowne, to te trojkaty sa przystajace.

Jezeli AB = DE, AC = DF, CB = FE, to trojkagt ABC jest przystajgcy do trojkata DEF.
Zapisujemy symbolicznie

AABC = ADEF

Przyktad 2




Skonstruujemy trojkat A’B’C’ przystajacy do trojkgta ABC, korzystajac z I cechy
przystawania trojkatow.

Rysujemy trojkat ABC, a nastepnie kolejno konstruujemy odpowiednie boki trojkata
A’BC.

Przyktad 3

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatne dzielg kwadrat ABCD na 4 trojkaty. Tréjkaty te majg odpowiednie boki rowne,
zatem na podstawie [ cechy przystawania trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty

ABE, BCE, CDE, DAE s3 przystajace.

Podobnie mozna uzasadni¢, ze trojkaty otrzymane w wyniku podzielenia sze$ciokata
foremnego przekatnymi - sa przystajace, tak jak na rysunku.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1

Narysuj dwa przystajace tréjkaty, korzystajgc z pierwszej cechy przystawania tréjkatéow.



Druga cecha przystawania trojkatow

Trojkat A’B’C’ przystajgcy do danego trojkgta ABC mozna skonstruowac rowniez innym
sposobem.

Konstruujemy najpierw kat przystajacy do jednego z katow tréjkata, np. kata CAB. Na
ramionach otrzymanego kata odkladamy odcinki A’C’ i B’C’, réwne odpowiednio
odcinkom AC i BC.

Laczac punkty A’ i B’ otrzymujemy odcinek A’B’. Mozna wykaza¢, ze A’ B' = AB.
Trojkaty ABC i A’B’C’ majg zatem odpowiednie boki rowne. Na podstawie I cechy
przystawania trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty ABC i A’B’C’ sg przystajace.

Z przeprowadzonego eksperymentu wynika kolejna cecha przystawania tréojkgtow.
Twierdzenie: II cecha przystawania trojkatow bok - kat - bok (bkb)

Jezeli dwa boki i kat zawarty pomiedzy nimi w jednym trojkacie, s3 rowne dwom bokom
i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim trojkacie, to te trojkaty s przystajace.

Jezeli AB = DE, AC = DF, {BAC = £ EDF to trojkat ABC jest przystajacy do trojkata
DEF.

Przyktad 4

W trapezie rownoramiennym ABCD wysokos$ci poprowadzone z wierzchotka D oraz
z wierzchotka C odciely dwa trojkaty, tak jak na rysunku. Wykazemy, ze tréjkaty te sg
przystajace.




5cm

a N
A 2cm E F B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Skorzystamy z II cechy przystawania trojkatow. Odczytujemy, ze
|AE| = |[FB| = 2cm
|IED| = |CF| =5cm
bo CF i ED sg wysokos$ciami trapezu. Ponadto
|<AED| = |<BFC| = 90"

Zatem w trojkgtach AED i BFC dwa boki i kat miedzy nimi s3 odpowiednio rowne. Na

podstawie II cechy przystawania trojkatéow stwierdzamy, ze trojkaty te s przystajace.

Trzecia cecha przystawania trojkatow



Trojkaty sa przystajace.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja.

Przyktad 5

Utwoérzmy trojkat A’B’C’ przystajacy do tréojkata ABC.
Sformulujmy teraz trzecig ceche przystawania trojkgtow.
Twierdzenie: III cecha przystawania tréjkatow kat - bok - kat (kbk)

Jezeli bok i dwa przylegte do niego katy w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne
bokowi i dwom przyleglym do niego katom drugiego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.



https://zpe.gov.pl/a/D2fqocgcm

C F
A 2 B D a E

Jezeli AB = DE, ABAC = L EDF i £ABC = £ DEF, to trojkat ABC jest przystajacy do
trojkata DEF.

Przyktad 6

Punkt E jest srodkiem odcinka AB. Proste DA i BC sa réwnolegle. Wykazemy, ze
trojkaty ADE i BCE sa przystajace.

7
7

C
A\ \
\ \

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze
AE| = |EB|

gdyz punkt F jest srodkiem odcinka AB.
|<< AED| = |<« BEC]| - jako katy wierzchotkowe
|<<DAE| = |< CBE]| - jako katy naprzemianlegte przy prostych rownoleglych



7
7

A\ \
\ \

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, ze bok AE i dwa lezace przy nim katy w trojkacie ADE sg rowne bokowi
EB i odpowiednim katom w trojkacie CBE. Na podstawie III cechy przystawania
trojkatow stwierdzamy, ze trojkaty ADE i CBE sa przystajgce, co nalezato wykazaé.

Z przystawania trojkatéw wynikajg cechy przystawania trojkatéw prostokatnych.
Wazne!

Dwa trojkaty prostokatne sg przystajace, jesli majg odpowiednio rowne

przyprostokatne

jedna z przyprostokatnych i przeciwprostokatna
przyprostokatnag i kat lezacy naprzeciw tej przyprostokatne;j
przeciwprostokatng i jeden z katow ostrych

Zastosowania cech przystawania trojkatow

Wiemy juz, ze kazdy wielokat wypukty mozna podzieli¢ na trojkaty o wspolnym
wierzchotku, ktory jest zarazem wierzchotkiem wielokata. Jesli dwa wielokaty podzielimy
w ten sposob na te sama liczbe przystajacych trojkatow, to na podstawie I cechy
przystawania trojkatow stwierdzamy, ze wielokaty te majg boki i katy odpowiednio rowne.
Sq wiec przystajace.

Juz wiesz

Dwa wielokaty sa przystajace, gdy odpowiadajace sobie boki tych wielokatow sg rowne
oraz odpowiadajgce sobie katy sg rowne.




8 0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Nie zawsze rownos¢ bokow i rownos¢ katow jest niezbedna do stwierdzenia przystawania
wielokgtow.

Przyktad 7

Dla przykladu rozwazmy dwa kwadraty.

A

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna DB dzieli kwadrat ABCD na dwa przystajace trojkaty prostokatne
rownoramienne ABD i BCD.

Podobnie przekatna HF dzieli kwadrat EFGH na dwa przystajgce trojkaty prostokatne
rownoramienne EFH i FGH. Jeéli wiec przystajgce sa trojkaty ABD i EFH lub ABD i
FGH, to i kwadraty s3 przystajgce. Do przystawania trojkgtow prostokatnych
rownoramiennych wystarcza rownosc ich przeciwprostokatnych. Zatem kwadraty
ABCD i EFGH s3 przystajace, gdy maja boki rowne lub gdy majg rowne przekatne.

Twierdzenie: Przystawanie kwadratow




Dwa kwadraty sg przystajace, jezeli ich boki sa rowne lub rowne s3 ich przekatne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 8

Kwadraty, ktore nie sa przystajace.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 9

Rownos¢ miar katow i przekatnych nie wystarcza do stwierdzenia przystawania dwoch
prostokatow.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poprowadzmy w kazdym z dwoch prostokatow przekatna. Przekatna ta dzieli kazdy
prostokat na dwa przystajace trojkaty prostokatne. Aby prostokaty te byly przystajace,
wystarczy, by wszystkie otrzymane tak trojkaty byly przystajace.

Mozemy zatem na podstawie cech przystawania trojkgtow okresli¢ warunki, jakie musza
spetnia¢ dwa prostokaty, aby byly przystajace.

Dwa prostokaty sg przystajace, gdy

» boki jednego prostokata sa rowne bokom drugiego prostokata
» przekatnaijeden z bokow jednego prostokata sg rowne przekatneji jednemu z bokow
drugiego prostokata



o przekatnai katy przez nig utworzone z bokami w jednym prostokacie s3 odpowiednio
rowne przekatneji kgtom przez nig utworzonym z bokami w drugim prostokacie

Przyktad 10

W rombie przekatne przecinajg si¢ pod katem prostym. Punkt przeci¢cia dzieli kazdg
z nich na potowe.

Do przystawania dwoch rombow wystarczy zatem stwierdzenie réwnosci ich
przekatnych (II cecha przystawania trojkatow).

Zapamietaj!

Dwa romby sa przystajace, gdy majg rowne przekatne.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Wskaz pary trojkatéw przystajacych.

2cm
4cm 5cm 3em 7cm
6 cm
5cm 3cm 6 cm
7 cm
5cm 5cm
4 3cm
cm 2cm 3cm 4 cm
4 cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Dwa boki trojkata ABC maja dtugosci 8 cm i 13 cm. Dwa boki trojkata DEF maja dtugosci
8 cmibcm.
Uzasadnij, ze trojkaty te nie sa przystajace.

Cwiczenie 4

Czy tréjkaty na rysunku mogg by¢ przystajace? Jesli tak - jaki warunek musi by¢ jeszcze
spetniony?

a) b) c)
|
RN L

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

74
(%
B




Cwiczenie 5

Rabatke kwiatowg w ksztatcie kwadratu o boku dtugosci 2 m podzielono przekatnymi na 4
czesci. Na kazdej z czesci posadzono inny rodzaj kwiatéw. Oblicz pole powierzchni, jakg
zajmuje kazdy rodzaj kwiatow.

Cwiczenie 6

Wysokos¢ podzielita tréjkat rownoboczny na dwa trojkaty. Wykaz, ze trojkaty sa przystajace.
Podaj miary katéw kazdego z tych trojkatow.

Cwiczenie 7

Punkt S jest $rodkiem okregu. Uzasadnij, ze tréjkaty ABC i ACE s3 przystajace.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Trojkaty ABC i DEF s3 przystajace. Zapisz, ktore boki i ktére katy sg rowne.

Y

C E

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Ktéra z podanych réwnosci jest prawdziwa?

O d=a

O a=100°

O a+p=v+4
O y=35

O a=f



Cwiczenie 10

Trojkat ABC taki, ze |AB| = |BC| podzielono wysokoscia poprowadzong z wierzchotka B na
dwa tréjkaty przystajgce. Podaj miary katéow kazdego z tak otrzymanych tréjkatéow.

a) a b) B <)
& A |
‘\)?V
B c ®

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Czy tréjkaty ABC i DEF s3 przystajace?

[ ] Nie, poniewaz |AC| = |DE| maja jeden bok réwny i katy o tych samych miarach.

Tak, poniewaz |AC| = |DE| maja jeden bok réwny i katy przy tym boku o tych
samych miarach.

0 Nie, poniewaz |AC| = |DE| maja jeden bok réwny, ale miary katéw przy tym boku
sg rozne.

Tak, poniewaz |AC| = |DE| maja jeden bok réwny, ale miary katow przy tym boku
U sg rozne.



Cwiczenie 12

W réwnolegtoboku ABCD poprowadzono przekatne, ktdre przecinajg sie w punkcie E.
Uzasadnij, ze przystajgce s3 trojkaty

1. AEB i DEC
2. AEDi CEB
Cwiczenie 13

Narysuj dowolny odcinek a i kat ostry a.
Skonstruuj tréjkat

1. w ktérym dwa boki sg rowne a, natomiast kat miedzy nimi jest réwny o

2. prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare a, natomiast przyprostokatna lezaca przy
tym kacie jest rowna a

3. w ktérym jeden z katéw jest rowny «, drugi %a , natomiast bok lezgcy miedzy nimi jest
rowny a

Cwiczenie 14

Narysuj dwa dowolne odcinki a i b oraz kat a.. Skonstruuj
1. tréjkat o bokach a, b i kacie miedzy nimi a
2. rownolegtobok o bokach a, b i kacie miedzy nimi

3. trapez prostokatny, w ktérym dwa boki sg réwne a, b i kat miedzy nimi jest réwny o



Cwiczenie 15

Wykaz, ze pole trapezu ABCD jest rowne polu tréjkata ADF.

2cm

2cm

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

Uzasadnij, ze pole réwnolegtoboku ABCD jest czterokrotnie wieksze od pola tréjkata AOB.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 17

(] Kazde dwa tréjkaty réwnoboczne sa przystajace.
(] Polatréjkatow przystajacych sa réwne.
(] Przekatne dzielg réwnolegtobok na cztery tréjkaty przystajace.

0 Jesli przekatna jednego kwadratu jest rowna przekatnej drugiego kwadratu, to
kwadraty te sg przystajace.

Cwiczenie 18

Wykaz, ze trapez ABCD jest rGwnoramienny.

5cm

a N

A 2cm E F 2cm B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19

Wykaz, ze jesli dwa trojkaty rownoboczne maja rowne wysokosci, to sa przystajace.

Cwiczenie 20

Sprawdz, czy jesli w réwnolegtoboku dwie wysokosci sg réwne to jest on rombem.



Cwiczenie 21

Podaj ceche przystawania tréojkatéw réwnobocznych.

Cwiczenie 22

Sformutuj warunek, jaki musza spetnia¢ dwa réwnolegtoboki, aby byty przystajace.

Cwiczenie 23

W jakim przypadku trapezy przedstawione na rysunku beda przystajace?

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 24

0 Jesli boki jednego rownolegtoboku sg réwne bokom drugiego réwnolegtoboku, to
rownolegtoboki te sg przystajace.

(] Dwa romby s3 przystajace, gdy maja rowne boki tej samej dtugosci.
(] Dwa prostokaty sa przystajace, gdy ich przekatne sa rowne.

(] Dwa kwadraty sa przystajace, gdy ich obwody sg réwne.



Réwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadoma

Definicja: Rdwnanie

Rownaniem nazywamy rownos¢ dwoch wyrazen algebraicznych, z ktorych
w przynajmniej jednym wystepuje co najmniejjedna zmienna, zwana niewiadoma.
Na przyktad:

3xy = 5,3z +t2 =10

Zapamietaj!

rownania
y+4=-7, x2=0, 2a2-b=3

7z 4

z jedna niewiadoma z wigcej niz jedna niewiad
V+A=7, X320 s

7 4

pierwszego stopnia ktore nie S3 pierwszego stopnia
y+4=-7 x2=0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Rdwnanie z jedng niewiadoma

Rownaniem z jedng niewiadoma nazywamy réwno$¢ dwoch wyrazen algebraicznych,
w ktorych wystepuje dokladnie jedna niewiadoma.

Na przyktad
Sz +3=x—1
22 =4
2’ + 52 +6=0
y' =1

tH+1=2



Definicja: Rdwnanie pierwszego stopnia (liniowe)

Rownaniem pierwszego stopnia z jedng niewiadomg (liniowym) nazywamy rownanie,
w ktorym niewiadoma wystepuje w pierwszej potedze.

Na przyktad
—z+3=9
2 +4=—x+8
Ty—1=9
2(z—-3)="7
(—6t—6):(—2) =2t
Cwiczenie 1

Wskaz réwnania pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

(] 10y—1=y—10

2c +y=26

z? + 5z =6

a’+2a=0

o o 0O 0O

r+2r+3=4x+1



Cwiczenie 2

Wskaz réwnania pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

—2(x+6) =38

rTt+y=z+u

s* =32+ bs

o o o o

t=12t —u

D m;S =10

Cwiczenie 3
Potacz w pary.

=40

|8

76 =x + 23

3z = 20% - 150

2z =20+ 20

z— 12 =17

1 =17

2 — 20% - 150

76 = 23z

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trzykrotnos¢ liczby x stanowi 20%
liczby 150.

Trzecia czes¢ liczby x stanowi 20%
liczby 150.

Liczba 17 jest 12 razy mniejsza od x.

Liczba 2 razy mniejsza od x jest réwna
40.

Liczba 76 jest 23 razy wieksza od x.

Liczba 0 12 mniejsza od x jest réwna
17.

Liczba 76 jest o 23 wieksza od x.

Dwukrotno$¢ liczby x jest o 20 wieksza
od liczby 20.



Cwiczenie 4

Zapisz w postaci réwnania.

1. Czwarta cze$¢ liczby y zmniejszona o 1 wynosi 13.

2.80% liczby z jest od niej o 5 wieksze.

3. Suma liczby t i liczby 1 jest rowna potowie liczby ¢.

4. Podwojona suma liczby x i liczby 8 jest o 10 wieksza od liczby x.

5. Liczba 0 23 % wieksza od z jest réwna 46.

6. Liczba y jest 0 65 % mniejsza od liczby 90.

7. Liczba w jest 0 12 % wieksza od liczby 240.

8. Liczba 0 12,5 % mniejsza od s stanowi 5 % liczby 25.

9. Liczba 0 130 % wieksza od a jest o0 130 wieksza od a.

10. Liczba 0 40 % mniejsza od b jest o0 40 mniejsza od b.



P

iczenie 5

Cw

Ktorg z sytuacji przedstawionych na rysunkach mozna opisa¢ rownaniem 5 + x = 3x + 1?




Cwiczenie 6

Zapisz rownanie opisujace sytuacje przedstawiong na rysunku.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Zapisz rdwnanie opisujace sytuacje przedstawiong na rysunku.

z+1

obwod = 31

obwod = 98

2z 2z

pole =20

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

b) 2a+3
2a
obwod = 63
d
2a+1
a
3a+5
obwod =180
f)
3
z+3
pole =45



Cwiczenie 8

Zapisz odpowiednie réwnanie.

1. Na wycieczke szkolng pojechato 48 uczniéw i 3 nauczycieli. Wéréd uczniow byto x
chtopcow i 2 razy wiecej dziewczat niz chtopcow.

2. Asia zerwata natace piekny bukiet ztozony z 25 polnych kwiatéw. Tworzyto go s
stokrotek, bratkdw o 2 mniej niz stokrotek i 3 chabry.

3. Krétsza przyprostokatna trojkata prostokatnego ma dtugosc y, a dtugosci
przyprostokatnych réznig sie o 2. Przeciwprostokatna tego tréjkata jest dtuzsza od
krétszej przyprostokatnej o 4, a jego obwdd wynosi 24.

4. Jedna paczka orzechéw witoskich kosztuje x ztotych, a jedna paczka migdatoéw jest od niej
0 4,50 zt drozsza. Dziewie¢ paczek orzechéw kosztuje tyle samo co cztery paczki
migdatow.

5. W pudetku znajduja sie kule biate, czerwone i 8 kul zielonych, razem x kul. Kule czerwone
stanowig potowe wszystkich kul w pudetku. Kul biatych jest 5 razy mniej niz kul
czerwonych.



Cwiczenie 9

Ustal niewiadomg i zapisz odpowiednie rownanie.

1. Piotru$ ma w skarbonce 14 zt. Co tydzien wrzuca do niej 3 zt. Po ilu tygodniach chtopiec
bedzie miat w skarbonce 47 z1?

2. Przed sezonem letnim kwota przeznaczona na ulotki reklamowe pewnej firmy zostata
zwiekszona o 50 %. W okresie zimowym zostata zmniejszona o 40 zt i teraz jest wieksza
od poczatkowej kwoty tylko o 20 zi.

3. Mama i cérka majg razem 42 lata. Cérka jest o 30 lat mtodsza od mamy.

4. lloczyn trzech kolejnych liczb parzystych wynosi 2688.

5. Basia ma w skarbonce 208 zt w monetach o wartosci 2 zti 5 zl. Piecioztotowek ma cztery
razy mniej niz dwuztotowek.

Cwiczenie 10

W kameralnej kawiarni znajduje sie kilkanascie stolikow. Krzeset z oparciem jest dwa razy
wiecej niz stolikow. Krzeset barowych jest dwa razy mniej niz stolikow Dla kelneréw
przeznaczone s3 cztery krzesta obrotowe na jednej nodze, ktére znajduja sie za barem.

1. Zapisz réwnanie opisujace liczbe stolikow i krzeset w kawiarni, wiedzac, ze tacznie jest ich
53.

2. Zapisz réwnanie opisujace liczbe nég stolikéw i krzeset, wiedzac, ze tacznie tych nog jest
200.



Cwiczenie 11

W portfelu jest £ monet dwuztotowych, o 7 wiecej piec¢dziesieciogroszéwek i 3 razy wiecej
dziesieciogroszéwek.

1. Zapisz réwnanie opisujace liczbe monet znajdujacych sie w portfelu, wiedzac, ze tacznie
jestich 47.

2. Zapisz réwnanie opisujace taczng wartos¢ monet znajdujacych sie w portfelu, jesli jest
tam 25,90 zt.

Cwiczenie 12

Dziatka panistwa Nowakow potozona w malowniczej miejscowosci nad jeziorem ma ksztatt
prostokata. Szerokos¢ dziatki wynosi x m, a dtugos$¢ jest o 20 m wieksza od szerokosci.

1. Zapisz réwnania, ktére bedg opisywaty obwdd i pole tej dziatki.

2. Zapisz réwnanie, ktére bedzie opisywato pole dziatki, jezeli jej szerokos¢ zostanie
zwiekszona 0 50 %.

3. Zapisz réwnanie, ktore bedzie opisywato obwdd dziatki, jezeli jej dtugosc zostanie
zmniejszona o 50 %.

4. Zapisz réwnanie, ktére bedzie opisywato obwad i pole dziatki, jezeli jej dtugosé zostanie
zmniejszona o 15 m, a szerokos¢ zostanie zwiekszona 5 razy.



Rozwiazanie rédwnania. Liczba rozwigzan rownania.

Obliczenie wartosci liczbowej wyrazenia algebraicznego polega na podstawieniu danych
liczb w miejsce liter i wykonaniu wskazanych dziatan.

W przypadku réwnan takze mozna podstawiac liczby w miejsce niewiadomych.
Otrzymywane wowczas rownosci liczbowe moga by¢ prawdziwe lub falszywe.

Przyktad 1

7
Przyk!ad_,é{r;
L & £ : & f’ f ‘{ ._,.
X-3=6+x x=3
L=4.3. P=6+3
£=12_3=9 P=9
i=p
Przyktad 52
/ >~ 4 ' & &F ' & ' & .f-\:" / F y
Hxt1)=-9.50 .
L=3-((-4)+ 1 P=-9.5.(q
L=3.(4+1) p;—-9+20
L=3.5=15 L
Lxp

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Liczba spetniajaca dane réwnanie

Liczba spelnia dane rownanie, jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadome;j
i wykonaniu dziatan po obu stronach rownania, otrzymamy prawdziwa rownosc
liczbowg.

Definicja: Rozwigzanie réwnania

Liczbe, ktora speinia dane rownanie nazywamy rozwigzaniem lub pierwiastkiem
rownania.
Definicja: Rbwnania rownowazne

Mowimy, ze rOwnania z tymi samymi niewiadomymi sg rownowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy posiadajg taki sam zbior rozwigzan.
Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!

Rozwigza¢ réwnanie - to znaczy znalez¢ wszystkie liczby, ktore spelniajg to réwnanie lub
wykazac¢, ze rownanie to nie ma rozwigzania. W tym celu przeksztalcamy réwnanie
rownowaznie, pamietajgc o tym, ze

« do obu stron rownania mozemy dodac¢ lub od obu stron rownania odjg¢ te sama
liczbe lub wyrazenie,
 obie strony rOwnania mozemy pomnozyc¢ lub podzieli¢ przez te samg liczbe r6zng od
zera.
Przyktad 3


https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!


https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8
https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8

Dodawanie lub odejmowanie od obu stron rownania tego samego wyrazenia inaczej
mozna nazwac przenoszeniem tego wyrazenia z przeciwnym znakiem na drugg strone
rownania.

Np. aby rozwigza¢ rownanie: 2x — 5 = x + 1, przenosimy z przeciwnym znakiem

e x nalewg strone rownania

20 —z—5=1
e —5 na prawg stron¢ réwnania
20 —z =145
x=206

OdpowiedZ: Rozwigzaniem rownania jest liczba 6.

Rozwigzywanie rownan liniowych

2x+8=0 2x+8 = 2x+6
X=-4 0=-2

X X

—t—t———t———+—> —t—t—t—t—t—t——t—
-4 0 0
Réwnanie oznaczone, Réwnanie sprzeczne.
Rozwiazaniem rownania jest liczba -4. Brak rozwiazania w zbiorze liczb rzeczywistych.
2x+8 = 2x+8
0=0
X
—t—ttttt
0

Rownanie tozsamosciowe.

Rozwiazaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwigzania trzech rownan. Rownanie 2x +8 =0 jest
oznaczone, jego rozwigzaniem jest punkt lezacy na osi liczbowej x =-4. Rbwnanie 2x +8 =2x
+6 jest sprzeczne, nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych. ROwnanie 2x +8 =2x +8
jest tozsamosciowe, jego rozwigzaniem sg wszystkie liczby rzeczywiste. Rozwigzania
opisanych rownan zaznaczono na osi liczbowe;.



https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8

Réwnanie z jedna niewiadoma

Rownania z jedng niewiadomg mogg mie¢ skonczong liczbe rozwigzan, np. jedno, dwa, trzy,
cztery. Sg rowniez takie rOwnania, ktore nie majg rozwigzania lub majg nieskonczenie wiele

rozwiazan.
Definicja: Zbior rozwigzan réwnania

Zbior wszystkich liczb spetniajacych dane rownanie nazywamy zbiorem rozwigzan

roOwnania.
Przyktad 5

Rozwigz rownania

« 2 =25
Rozwigzanie: x = 5,z = —5H
o 23 =0
Rozwigzanie: x = 0
o 22 =4
Rozwigzanie: brak rozwiazania
Przyktad 6

Znajdz pierwiastek rozwigzania.

e 2a+b=5
Pierwiastek rozwigzania: np.:a = 1,b = 3
e 22+ =0
Pierwiastek rozwigzania: a = 0,b = 0
Przyktad 7

e Rownania, ktore nie majg rozwigzania:
z+2=z2>=-25
e Rownania, ktore majg nieskonczenie wiele rozwigzan:

20 — 2z 4+ 2x =2x,00x =0
Definicja: Rdbwnanie sprzeczne

Rownanie, ktore nie ma rozwigzania nazywamy rOwnaniem Sprzecznym.
Definicja: Rdwnanie tozsamosciowe

Rownanie, ktore jest spetnione przez kazda liczbe rzeczywistg nazywamy rownaniem
tozsamosciowym.
Wazne!




Liczba rozwigzan réwnania.

Rownanie pierwszego stopnia z jedng niewiadomg moze:

e nie mie¢ rozwigzania,

» mie¢ dokladnie jedno rozwigzanie,

e miec¢ nieskonczenie wiele rozwigzan.

Cwiczenie 1

Potacz réwnanie z jego rozwigzaniem.

|

)
1y

1
-11

3x+2=25

2y=y—1

2c =z + 15

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Liczba spetniajaca rownanie 2(x — 1) + 2 = 4z + 14 jest

O 7

O 63

Cwiczenie 3

Liczba spetniajaca rownanie z(z + 1) (:c2 + 1) — 322 + 1 jest



Cwiczenie 4
Sprawd?z, czy podana liczba jest rozwigzaniem danego réwnania.
(20— 3) (32— 4) =+ + otz - 1),z =1

—3(zx+2)+4=6—z, x =—4

O 0O o 4d
vo|—
8
|

N
wl |

8
|

8

|
o=
8

I

w

—(—8x+7)=4x+3)—-3,z=14

() 2(x—2)—3(z+2)=4(zx —4),z = -1

Cwiczenie 5
Sprawdz, ktore réwnania sg spetnione przez liczbe —%.
)
() 1+z=22
() 6x(z+1)=—-4(3z+ 2)

() 2(8z+1)=-1+4x



Cwiczenie 6

Przeciggnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

Brak rozwigzan

-2(4-x)=2x-8, ‘ 0-2=0 ’

2x-1=2x+1 x+3=3

o 2x+3=3+2x | | #? = —16
Jedno rozwiazanie

5.-2=-5|| 2= —64

-X+4=-x ’ ‘ X=X ’ ‘ 0-x=13 ’

x2=0

Nieskonczenie wiele rozwigzan

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Réwnanie z2 = 81 ma jedno rozwiazanie.

Réwnanie 22 — 3 = 1 jest réwnaniem sprzecznym.

Rownanie z2 = 0 jest réwnaniem sprzecznym.

Réwnanie 22 = 0 ma dwa rozwiazania.

Réwnanie a + 17 = 2a + 17 — a jest rownaniem tozsamosciowym.
Réwnanie £ — 2 = 2 — x jest réwnaniem sprzecznym.

Roéwnanie % = 0 jest réwnaniem sprzecznym.

Rownanie 222 4+ 3 = 3 + 222 jest réwnaniem tozsamosciowym.

Réwnanie £ = x + 11 jest rownaniem tozsamos$ciowym.

o o o o o o o 0 4o -

Rownanie 222 + 3 = 0 jest réwnaniem sprzecznym.



Cwiczenie 8

Ktére z podanych réwnan jest sprzeczne?

o o 0O o O

2 +2=0

3r—1=3z+1

x+9=z+9
r—10=10 —z
2 = —2x +1
(] z+4=12
Cwiczenie 9

Ktére z podanych réwnan jest sprzeczne?

O o o o o

r+x—1=2x—1

z—10=z+ 10

2z —1)=2z -1

—6x +6 = —6x

Oey=—1



Cwiczenie 10

Ktére z podanych réwnan sg tozsamos$ciowe?

r—4=4—=z

4(x+2)=4x+8

r+6=06

—(z—T7)=—-x-—7

—(z—T7)=T7—=x
2 +1=1+2°
2x = 2x

4(x +2) =4z + 2

o o o o o o o O g

OQexz =20

Cwiczenie 11
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12
Jaki jednomian nalezy wpisac, aby otrzymane réwnanie byto sprzeczne? Przeciggnij i upusc.

6x=§ §+1
~4x+! | =-5x-5
2(x-3)=x+ _____________

N
X
L
9\
N
=

1
N
+

‘9xH6xH-2x’ -3xHx

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E

Cwiczenie 13
Jaki jednomian nalezy wpisaé, aby otrzymane rownanie byto tozsamos$ciowe? Przeciggnij
i upusc.

3x=7x+§ i
12x—5x;T:::::;i

ax-| )
rbx-8= 17
R EEE TR W

‘2xH7xH—4xH5x’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14

Wstaw takie wyrazenie algebraiczne w miejsce . . ., aby rownanie3dz — 1 =x + ...

1. miato jedno rozwiagzanie

2. nie miato rozwigzania

3. miato nieskonczenie wiele rozwigzan



Cwiczenie 15

Podaj wszystkie liczby, ktére spetniajg réwnanie.

l.a®>= -8
2.22 =100
3.2° =64

4.2%(x —3) =0

5. (> —9)(z* —25) =0

6. z(2z — 4)(z +5) =0

7 (y*—1)(y*—27) =0
Cwiczenie 16

Uzasadnij, ze réwnanie |z| = x nie jest rbwnaniem tozsamosciowym. lle rozwigzan ma to
rownanie?



Rozwigzywanie rownan

Cwiczenie 1

Wyszukaj pary: réwnanie z jego rozwigzaniem.

r—4=0
z+16 =10
—3x=1

Cwiczenie 2

Potacz réwnanie z jego rozwigzaniem.

—4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2z = —4

132=3

2%3@ =y
ta=-}
0,4x = 1,2
0,1250 = 3



Cwiczenie 3

Rozwiagz rownanie.

13a=1,2
2. —2x = %
3.-3z=15
4.3rv=1
5.—2,84z = 0
6. —54+p =22

Cwiczenie 4
Potacz réwnanie z jego rozwigzaniem.

—4

=2

-3

1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4 —z=2+10

z+7=—-1—=z

10—z=14

r—1=4

—2r+1=-1-3x

3 = —2x+5



Cwiczenie 5

Rozwigz rownanie.
.34+y=—2y
2.a—1=5a-1

3.2:18—%::134—1

6. 0,4z +2,7=11

Cwiczenie 6
Przeciagnij réwnanie rownowazne danemu i upusc.

5x=-10 ] ‘ ~3x=2 ] \ 5x=8 ] ‘ 9x=2 ] ‘ 2x=16 ] ‘ —Ox=-4 ] ‘ bx=4 ] \ 3x=10 ] \ 2x=2 ]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 7

Potacz w pary rownania rownowazne.

w—%:2x
20 — 1 =4x
6x+1=3x+10

20 —1 =2+ 2
20 +2=5—=x
3r+2=5

Cwiczenie 8
Przeciagnij i upusc tak, aby réwnania byty réwnowazne.

2x=8 i 4x= _____________

X-2=4 i x+4=

2x+3=1 i 4x+ =2

3x-1=2xi 5x- =2

2] 7][11][16][6][10][17][5]|[3]]4]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9
Przzeciagnij i upusé taka liczbe lub wyrazenie algebraiczne, aby réwnanie byto sprzeczne.

______________

______________

..............

‘—3x+2 ] -5x+2 ] —5x" X+2 \1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 10
Przeciagnij i upus¢ takie wyrazenie algebraiczne, aby réwnanie byto tozsamosciowe.

‘2x+2 \ “3x+1 ] \ 3x] 6

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11
Ktére réwnanie nie ma rozwigzania?

(] 22+5=3z+5
[ 3(z+4) =z-2(3+ 1z)
() 3z—2(zx+1)=2-3

() 2(z—3)=2(x+3)

Cwiczenie 12
Ktore réwnanie ma nieskoniczenie wiele rozwigzan?

() sz+1=3(5z+1)
(] 3(xz+2)—1=3z+5
B 1—3:c:%a:+3(:c+%)
)

2+z=5(2z+4)



Cwiczenie 13
Przeciggnij elementy z dolnej sekcji do gornej.

Réwnania tozsamos$ciowe

3:1@—1:23:—1’

20z —1)+2=2z | bz =20

, 2 +1=2(z+3)
Réwnania sprzeczne

3:1:—1=2—|—3:13’

2x—|—1=x—|—1’

20 =2x + 1 r—1=xz+1

Réwnania, ktore maja jedno rozwiazanie

:c—lz:c—l’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14
Réwnaniex +2 =2 — x

() jest tozsamosciowe

() jest sprzeczne

() nie ma rozwiazania

() ma jedno rozwiazanie



Cwiczenie 15

Woybierz réwnanie, ktére nie jest rownowazne pozostatym réwnaniom.

O 20+1=-1

() 2z=6

O 4z=-4

() 2z+4=2

Cwiczenie 16
Roéwnanie —[(z + 1) —z] — 1 =2z — (x — 1) — z spetnia liczba

O 1

O 2

O 3

O 0



Cwiczenie 17
Rozwigz rownania.
1L.3(z—1)—z+2=5
2.2c — (x — 1) =3+ 3(z — 2)
3. 2(z—1)4+2c=3—-(z—1)
4. 5(4z —2) — 2(z + 1) =5z + 2(2z — 1)
5. —(x—1)+23x—1)=—-2x+5
6. -3(1—xz)—5(x+2)=—-2zx+1
Cwiczenie 18

Rozwigz rownania.




Cwiczenie 19
Rozwigz rownania.

LE 430 =1 +2(x—1)

2.3z — 3 =L —2(z - 1)

6.3— 2L 4 20 =15z — 32
Cwiczenie 20

Zapisz i rozwigz réwnanie opisujgce sytuacje przedstawiona na rysunku.

a) 3y +2 b)
2a + 3 3
2y +1 at
3a—1
obwod = 26 obwod = 35
C) 2x d) a
2a +1
6
2x + 6 3a+5
pole = 20 obwodd = 37

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 21

Zapisz i rozwigz rownanie.

1. Srednia arytmetyczna liczb z i = + 4 jest réwna 10.

2. Liczba 25 jest piec¢ razy wieksza od podwojonej liczby x.

3. Liczby: o 3 wieksza od potowy x i 2 razy mniejsza od 2z + 1 sg réwne.

Cwiczenie 22

Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktérych rozwigzaniem réwnania
2(x+1)+ 4+ a-x =18 — 2z jest liczba catkowita.

Cwiczenie 23

Jakie wyrazenie nalezy wstawi¢ w miejsce v, aby réwnanie miato nieskonczenie wiele
rozwigzan?

—2[32z —v) — 1] = -3[-2(—z+2v) - 2] +2[3(v—1) + 2] +1



Stosunek dwoch wielkosci

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Stosunek dwéch wielkosci

Stosunkiem dwoch wielko$ci nazywamy iloraz odpowiadajgcych sobie wartosci tych

wielkoSci. Zapisuje sie go zwykle w postaci ilorazu liczb naturalnych.

Cwiczenie 1

Dane s3 odcinki a i b o podanych dtugosciach. Oblicz stosunek dtugosci odcinkéw a i b.

l.a=2dmib=15cm

2.a=15mmib=2cm

3.a=15mib=35dm

4.6 =0,5mib= 25 mm


https://zpe.gov.pl/a/D14P5MPnW
https://zpe.gov.pl/a/D14P5MPnW

Cwiczenie 2
Potacz w pary.

4:3 6:2
5:6 3% :2,4
25 : 18 3% :2%
4:5 2:2,5
18 : 25 2% :3
8:3 3,6:5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Przeciagnij i upus¢ element odpowiadajacy stosunkowi danych wielkosci.

______________

..............

\2:9 \2:1 \3:4 \5:7 \4:1”1:4]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Liczbe 39 podziel na dwa sktadniki, ktorych stosunek jest réwny 4 : 9.

Cwiczenie 5

Cukierki sprzedawane sa w sklepie w dwoch opakowaniach: 2,5 kg w cenie 45 zt za
opakowanie lub 1,5 kg w cenie 30 zt za opakowanie. Ktére opakowanie cukierkéw ma
korzystniejsza cene za kilogram?



Cwiczenie 6

Wstazke o dtugosci 30 metréw podzielono na dwie czesci w stosunku 2 : 3. Krétsza cze$¢ ma
dtugosc

12 m

6 m

o O O

15m

() 18m

Cwiczenie 7

Stosunek dwéch liczb wynosi 2 : 3, aich réznica to 2. Te liczby to

6i8

10i12

2i3

4i6

o O O O



Cwiczenie 8

Paczka sera wazy 1, 5 kg, a paczka masta 25 dag. Stosunek wagi paczki masta do wagi paczki
sera jest rowny

1,5
O %

Cwiczenie 9

W worku jest pewna liczba pitek biatych i czerwonych. Stosunek liczby biatych pitek do
czerwonych wynosi 4 : 7. Jaki jest stosunek czerwonych pitek do wszystkich pitek
znajdujacych sie w worku?

Cwiczenie 10

Antek podzielit sie z bratem cukierkami. W jakim stosunku podzielit cukierki, jezeli jego czes¢
stanowita % wszystkich cukierkow?

Cwiczenie 11
Pan Nowak sptacit juz 0,6 kredytu zaciagnietego w banku na wakacyjny wyjazd.
1. Jaki jest stosunek kwoty, ktérg musi jeszcze sptaci¢ pan Nowak, do kwoty juz sptaconej?

2. Jaki jest stosunek kwoty, ktérg musi jeszcze sptaci¢ pan Nowak, do catkowitej kwoty
kredytu?



Cwiczenie 12

Boki rownolegtoboku pozostajg w stosunku 3 : 8, a jego obwdd wynosi 66 cm. Oblicz
dtugosci bokoéw tego réwnolegtoboku.

Cwiczenie 13

Oblicz dtugosci bokéw prostokata, jezeli pozostajg one w stosunku 12 : 17, a réznica dtugosci
tych bokéw wynosi 10 cm.

Cwiczenie 14

Stosunek wagi opakowania ciastek czekoladowych do wagi opakowania ciastek waniliowych
wynosi 4 : 5. lle wazy opakowanie ciastek waniliowych, jezeli opakowanie ciastek
czekoladowych wazy 35 dag?

Cwiczenie 15

Czekolade sktadajacg sie z 24 jednakowych kostek mama podzielita na dwie czeéci w stosunku
3 : 5. Wieksza czes¢ podarowata Kasi, ktéra nastepnie podzielita swojg cze$¢ w stosunku 1 : 2
. Wieksza czes¢ swojego kawatka postanowita podarowacd kolezance. lle kostek czekolady
zostato Kasi?

Cwiczenie 16
Suma dwdch liczb wynosi 8 2, a ich réznica 2. Oblicz stosunek wiekszej liczby do mniejszej.
Cwiczenie 17

Woyznacz dtugosci bokéw trojkata o obwodzie 67 cm, jezeli stosunek dtugosci tych bokdw jest
rc’>wny2% : 1% : 1% .



Rownania w postaci proporgji

PORCJE KAWY: 1 PORCJE KAWY: .2
PORCJE MLEKA: 2 PORCJE MLEKA: 4

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Proporcja

Rownos¢ postaci ¢+ = < dlab # 0id # 0 nazywamy proporcja.
Wyrazy a i d nazywaja si¢ skrajnymi, a wyrazy b i ¢ Srodkowymi.

Zapamietaj!

W proporciji iloczyn wyrazow skrajnych jest rowny iloczynowi wyrazow srodkowych,
czyli:
jesli

SHES

to

aed—=>bec



https://zpe.gov.pl/a/DHi3H5hIa

wyraz skrajny wyraz $srodkowy

*a_c»#
b dv%

wyraz srodkowy wyraz skrajny

a-d=b-c

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1

Wybierz proporcje utozone z liczb 3, 4, 12, 16.

0 #=7%
0 4=%
0O 4-%
0 &%=%



Cwiczenie 2

W miejsce kropek wstaw symbol = lub #.

1.1,2:3..04:1

48 2
3. % - 10
3l 2
4.1 T
5 35

Cwiczenie 3

W miejsce kropek wstaw taka liczbe, aby otrzymac proporcje.

1'1_ 12
0,5

o 1 _ 29
)
. 2
3'T_ 1,6
5 _ 25
4. - =7
25 1
2.6



Cwiczenie 4

Rozwiagz rownanie.

r _ x—1

1. 5 = 5

2z—1 _ 0,5

2. 55— = &

3 3(m—1) _ 2z+1
4~ T2
)

4 2—-3z 4z

0,3 0,2

5.3 = 13

6. —datl _ 1,5z+1
-2 3

Cwiczenie 5

: 3 wynosi

IN[OS

Niewiadomy wyraz proporcji: 2% a=1

O 2
O 4%
O 3

3
O 4%



Cwiczenie 6

W klasie 1a jest 36 uczniow. Stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcéw wynosi % llu
chtopcow jest w klasie 1a ?

O 27
() nie da sie tego okresli¢
O 9

O 12

Cwiczenie 7

Jeden banan wazy 0,15 kg. lle takich bananéw wazy 1,95 kg ?

O 12
O 14
O 15

O 13

Cwiczenie 8

Jesli do pewnej liczby naturalnej dodatniej dodamy trzy i otrzymang sume podzielimy przez te
liczbe, to uzyskamy 2,5. Jaka to liczba?

Cwiczenie 9

Stosunek wagi ciata Krysi do wagi ciata Marysi wynosi %. Krysia jest ciezsza o 5 kg od Marysi.
lle wazy kazda z dziewczynek?



Cwiczenie 10

Dwa duze jabtka waza Srednio okoto 35 dag. lle duzych jabtek wazy 2,1 kg?

Cwiczenie 11

Janek miat 7,80 z1, za ktére kupit w sklepie pewng ilos¢ lizakéw. Gdyby kupit o 2 lizaki mniej,
to musiatby zaptaci¢ 5,20 zt. lle lizakdw kupit Janek? lle kosztowat jeden lizak?



Wielkosci wprost proporcjonalne

L% | Jaka sita F dziata na ciato o masie 10 kg?

FA
30 - ® m [kg]| F[N]
0,1 1
20 -
1 10
10 J 2 3 30
10

O
3V

F=m:-g=10-10 =100 N

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, ze sila grawitacji F dziatajgca na Ziemi na ciato jest wprost
proporcjonalna do masy m tego ciata. Sita grawitacji F w niutonach dziatajgca na Ziemi na
cialo jest rowna iloczynowi masy m tego ciata w kilogramach i przyspieszenia ziemskiego

g w metrach na sekunde¢ kwadrat, zgodnie z wzorem F=mg. Do obliczen przyjeto, ze g =10
metrow na sekunde kwadrat. Wstawiajgc do wzoru obliczono, ze dla spadajacego liscia

o masie 0, 1 kilograma silg grawitacji wynosi 1 niuton, dla spadajgcej z potki ksigzki o masie 1
kilograma wynosi 10 niutonow, spadajacego kamienia o masie 3 kilograméw wynosi 30
niutonow. Dane zebrano w tabeli i przedstawiono na wykresie w postaci punktéw. Nalezy
odpowiedziec, jaka bedzie sita grawitacji dla spadajacego duzego kamienia o masie 10
kilogramow? Odpowiedz: 100 niutonow.

Definicja: Wielkosci wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkos$ci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz
odpowiadajacych sobie wartosci tych wielkoSci jest staty.

Zapamietaj!
Iloraz odpowiadajacych sobie wielkosci wprost proporcjonalnych jest staty.

Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/DbqAeHEQA

Panstwo Nowakowie postanowili zapakowa¢ wszystkie prezenty gwiazdkowe

w jednakowe czerwone pudelka i udekorowac je ztotg wstgzka. Ille metrow zlotej wstazki
powinni przygotowac¢ Nowakowie, jezeli ich rodzina liczy 16 osob, a na udekorowanie
dwoch pudetek z prezentami nalezy przeznaczy¢ 5 metrow wstgzki. Kazda osoba
otrzymuje tylko jeden prezent gwiazdkowy.

Rozwigzanie.

Liczba gwiazdkowych prezentow i dtugos¢ potrzebnejwstazki do udekorowania tych
prezentow sg wielkosciami wprost proporcjonalnymi. Dtugos¢ wstgzki potrzebnej do
udekorowania jednego pudelka jest zawsze taka sama, bez wzgledu na to, ile mamy
prezentow. Jest ona réwna ilorazowi dlugosci potrzebnej wstgzki przez liczbe
udekorowanych nig gwiazdkowych prezentow.

Oznaczajgc przez z dtugos$¢ wstazki potrzebnejdo udekorowania 16 prezentow, mozemy
utozy¢ i rozwigza¢ odpowiednie rownanie.

=%
2exr =165
2z = 80

x=280 :2

x =40

Odpowiedz: Panstwo Nowakowie powinni przygotowac 40 m wstazki, aby udekorowac
16 prezentow gwiazdkowych.

Przyktad 2

Agata kupita 2 kg gruszek i zaplacita 7,82 zt. Jej kolezanka Basia kupila takie same
gruszki i zaptacita 19,55 zt. Wyznaczmy mase gruszek, ktore kupita Basia.

Rozwigzanie.

Masa gruszek i koszt zakupu gruszek sg wielkoSciami wprost proporcjonalnymi. Cena
jednego kilograma gruszek kupionych przez Agate i Basi¢ jest taka sama. Jest ona rowna
ilorazowi kwoty zaptaconej za gruszki przez mase¢ kupionych gruszek.

Oznaczajgc przez  — mase¢ gruszek kupionych przez Basig, mozemy ulozy¢ i rozwiazac
rownanie.

7,82 _ 19,55

2 T

7,820 =2e19,55

7,82z = 39,1



x=39,1:7,82
r=25

Odpowiedz: Basia kupita 5 kg gruszek.

Cwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
Wielkosciami wprost proporcjonalnymi sg

wiek cztowieka i jego waga.

liczba pséw i liczba nog tych psow.

dtugosc¢ boku szescianu i wartos¢ jego pola powierzchni catkowitej.

dtugosc¢ boku rombu i jego obwadd.

cena soku i ilo$¢ soku, ktéry mozemy kupic za dang kwote.

o o 0o o o o

odlegto$¢ na mapie i odpowiadajaca jej odlegtos¢ w terenie.



Cwiczenie 2

Zaznacz wielkosci wprost proporcjonalne.

Liczba jednakowych foremek, do ktérych wsypujemy 5 litréw piasku i pojemnosé
jednej foremki.

O

Koszt paliwa i ilos¢ kupionego paliwa.

Predkos¢ pociggu Warszawa - Gdansk i jego czas przejazdu.

Liczba kawatkéw pizzy i wielkos¢ jednego kawatka.

Masa pomidorow i wartos$¢ pomidorow.

Predkos$¢ samochodu i czas potrzebny do pokonania dystansu 200 km.

o o o 0O 4o o

Dtugos¢ boku rombu i wartosc jego pola.



Cwiczenie 3

Ocen, czy wielkosci przedstawione w tabeli s3 wprost proporcjonalne.

Tabela. Dane. [ |

X 3 2 9

y 15 10 45
Tabela. Dane. [ ]

X 2 4 8

Y 4 16 64
Tabela. Dane. [ ]

X 49 63 98

Y 7 9 14
Tabela. Dane. [ ]

X 1,4 53 6,68

Yy 0,7 2,55 3,34
Tabela. Dane. [ ]

X 1 2 3

y 100 200 300
Tabela. Dane. [ ]

X 5 8 12

y 6 9 13

Cwiczenie 4

Jakie liczby nalezy wpisa¢ w miejsce kropek, aby podane wielkosSci byty wprost
proporcjonalne?



Cwiczenie 5

Z podanych sktadnikdw mozna sporzadzi¢ okoto 60 sztuk faworkow.
Sktadniki ciasta:

250 g maki

e 150 ml gestej Smietany
o 4 76ttka

e 10 g masta

. % tyzeczki cukru

. % tyzeczki soli

e 1tyzka octu jabtkowego

lle powinnismy uzy¢ poszczegdélnych sktadnikéw, aby otrzymac 90 sztuk faworkéw?

Cwiczenie 6

Z 4 kg $wiezego masta otrzymamy, w wyniku przerébki, okoto 2,8 kg klarowanego masta oraz
okoto 70 dag pianki biatkowej.

1. lle dekagramoéw masta klarowanego otrzymamy z 1 kilograma $wiezego masta, a ile z 250
gramow?

2. lle kilograméw $wiezego masta nalezy przerobié, aby otrzymac 10 kg masta klarowanego?
lle otrzymamy woéwczas pianki biatkowej?



Cwiczenie 7

W ciagu jednej minuty wskazéwka sekundowa zegara obréci sie o kat 360°.

1. O ile stopni obrdci sie wskazéwka sekundowa w ciggu 15 sekund, a o ile w ciggu 200
sekund?

2. W jakim czasie wskazéwka sekundowa obréci sie o kat 225° 7

Cwiczenie 8

Najdtuzszg rzeka w Polsce jest Wista. Jej dtugosc jest rowna 1047 km. Jaka jest dtugosc tej
rzeki na mapie sporzadzonej w skali 1 : 250 0007?

Cwiczenie 9

Basen ptywacki to sztuczny zbiornik wody w ksztatcie prostokata. Ma on dtugosc 25 metrow
lub 50 metréow (basen olimpijski) oraz szeroko$¢ 12,5 metra. lle wynosi powierzchnia basenu
ptywackiego o dtugosci 25 metrow, a ile o dtugosci 50 metréw na mapie sporzadzonej w skali
1:20?



Wielkosci odwrotnie proporcjonalne
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Animacja

Definicja: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Dwie wielko$ci sg odwrotnie proporcjonalne, jezeli wraz ze wzrostem jednejz nich
pewna ilo§¢ razy, druga maleje tyle samo razy.

Zapamietaj!

Iloczyn odpowiadajacych sobie wartosci dwoch wielkosci odwrotnie proporcjonalnych
jest staty.

Przyktad 1

Wstgzke podzielono na 4 czesci po 25 cm kazda. Gdyby podzielono te wstazke na 5
jednakowych czeSci, to jaka by byta dtugosc jednej czesci?

Obliczymy najpierw dtugosc¢ catejwstazki. Jezeli po pierwszym podziale uzyskano 4
czesci po 25 cm, to dtugosc¢ catej wstazki wynosi:

4025cm = 100 cm



https://zpe.gov.pl/a/DbUoaRiiM

Dzielgc te wstazke na 5 jednakowych, czesci otrzymamy czesci o dtugosci
100cm : 5 = 20 cm

Liczba jednakowych czes$ci, na ktore podzielimy wstgzke i dlugos¢ jednej czesci s
wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi. Dlugo$¢ catej wstgzki, bez wzgledu na to, na
ile czesci chcemy ja podzieli¢, jest zawsze taka sama, rowna iloczynowi liczby
jednakowych czesci, na ktore jg dzielimy i dlugosci jednej z nich. Zatem mozemy utozy¢
i rozwigza¢ rownanie, w ktorym niewiadoma x oznaczac¢ bedzie dlugo$c¢ jednej czesci
przy podziale wstazki na 5 jednakowych czesci.

Hhex = 4-25
bx = 100| : 5
x = 20

Przy podziale tej wstagzki na 5 jednakowych czesci kazda z nich bedzie miata dtugosc
20 cm.

Przyktad 2

Mama rozlata przygotowany sok do jednakowych stoikow o pojemnosci 0,4 1. Gdyby
pojemnosc¢ stoika byta 0 0,1 1 wigksza mama potrzebowataby o 10 stoikow mnie;.
Obliczymy, do ilu stoikow mama rozlata sok oraz ile byto soku.

Pojemnos¢ stoika oraz liczba stoikow, do ktorych mozemy rozla¢ dang ilos¢ soku, to
wielkosci odwrotnie proporcjonalne.

Jezeli jako niewiadomag x oznaczymy liczbe stoikow, do ktorych mama rozlata sok, to
korzystajgc z faktu, ze iloczyn wielkoSci odwrotnie proporcjonalnych jest staty,
otrzymamy rownanie

0,4x = 0,5(x— 10)
Rozwigzujac rownanie, otrzymamy
0,4x = 0,5x — 0,510
0,4z = 0,5x - 5
0,4x - 0,5z = — 5
~0,1x = — 5 : (=0,1)
x = 50

Mama rozlata sok do 50 stoikow o pojemnosci 0,4 1 kazdy, rozlanego soku byto wiec



500,41 = 201.

Cwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi sg

O o o g

O

liczba szklanek, do ktérych mozemy rozla¢ 10 1 mleka i pojemnos¢ jednej szklanki

liczba zakupionych zeszytéw i zaptacona za nie kwota przy statej cenie za 1 zeszyt

dtugosc dnia i dtugosc nocy w ciggu doby, w réznych porach roku

krawedz szeScianu i jego objetos¢

liczba 0oséb wykonujacych dang prace i czas jej wykonania (zaktadajac, ze wydajnosc
pracy kazdej z osob jest jednakowa)

ilo$¢ jednakowych czesci, na jakie podzielimy 1 kg sera i masa kazdej czesci



Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi sa:

O

O

O

O

wiek cztowieka i jego wzrost

bok kwadratu i jego pole

predkos¢, z jaka porusza sie samochdéd i czas potrzebny na pokonanie statego
odcinka drogi

dtugosc i szerokosc¢ prostokata o danym polu

cena dtugopisu i liczba zakupionych dtugopiséw, jezeli kwota, jaka mozemy na nie
wydac jest stata

droga i czas potrzebny na jej pokonanie, jezeli poruszamy sie ze statg predkoscia

bok trojkata rownobocznego i jego obwaod

Cwiczenie 3

Pociag pospieszny jadacy z predkoscig 80 km/h pokonat droge miedzy dwoma miastami

w czasie 6 godzin. Samochdd osobowy jadacy z predkoscia 120 km /h pokona te sama trase

W Ciggu

O

O

O

O

4 godzin

10 godzin

8 godzin

9 godzin



Cwiczenie 4

Babcia Klara przygotowata sok malinowy na zime. Sok zmiescit sie w czterech 9 -litrowych
stojach. Babcia Klara postanowita rozla¢ sok do mniejszych stoikow.

1. lle stoikéw o pojemnosci 0,5 1 potrzebuje babcia do rozlania soku?

2. lle razy wiecej stoikdw o pojemnosci 0,2 1 niz stoikéw o pojemnosci 0,5 1 potrzebuje

babcia do rozlania soku?

3. W ilu stoikach o pojemnosci 0,4 1 zmiesci sie sok, ktéry pozostanie babci po podarowaniu

4 1 soku sasiadce?

Cwiczenie 5

Uzupetnij tabelki, wiedzac, ze przedstawione w nich wielkosci s3 odwrotnie proporcjonalne.

1,2
1.
10
2,5
2.
7.2
Cwiczenie 6

Tabela. Dane

0,3 2

Tabela. Dane

2,4

Pociag szybkobiezny TGV pokonuje odlegtos¢ miedzy Paryzem i Lyonem w ciggu 2 godzin.
Pociag pospieszny jedzie z predkoscia 2,5 razy mniejsza niz TGV. Jak dtugo trwa podréz
z Paryza do Lyonu pociagiem pospiesznym?



Cwiczenie 7

Za otrzymane z okazji Dnia Dziecka pienigdze Hania postanowita kupi¢ lizaki. Hania
sprawdzita, ze jeden lizak kosztuje 1,50 zt i pomyslata, ze gdyby lizak byt o 30 groszy tanszy, to
za otrzymane pienigdze mogtaby kupic o 2 lizaki wiecej. lle lizakdéw mogta kupi¢ Hania za
pieniadze, ktore otrzymata? Jakg kwote otrzymata?

Cwiczenie 8
Uzupetnij zdania, wpisujgc wtasciwe wyniki w wykropkowane miejsca.

1. Podczas przyjecia urodzinowego Uli kazde z 15 dzieci, biorgcych udziat w przyjeciu,
otrzymato po 4 cukierki. Gdyby dzieci byto 12, a cukierkéw tyle samo, to kazde z nich
otrzymatoby po ... cukierkow.

2. lgor miat za zadanie narysowac kilka prostokatéw o tym samym polu. Jeden
z prostokatéw narysowanych przez Igora ma dtugos¢ 16 cm i szerokos$¢ 3 cm. Drugi
z prostokatéow ma dtugosc 12 cm zatem jego szerokos$¢ wynosi ... cm.

3. Czterech chtopcow sadzito krzewy w ogrédku przez % godziny. Gdyby chtopcéw byto
szesciu, to przyjmujac, ze wydajnos$¢ pracy kazdego z nich jest taka sama, zajetoby im to ...

4. Bartek, jadac motocyklem, pokonuje pewna trase w ciagu 0,5 godziny, jadac z predkoscia
80 km/h. Asia, jadac rowerem z predkoscia 20 km/h, potrzebuje na to ...

5. Szymon kupit 12 tulipanéw po 1,50 zt. Marek za te sama kwote kupit 18 Zonkili po ...



Cwiczenie 9

Sprawdz, czy przedstawione w kolumnach tabeli pary liczb mogg by¢ dtugos$ciami
i szerokosciami prostokatéw o tym samym polu. Jezeli nie, to podaj, ktdre z par spetniajg ten

warunek.
Tabela. Dane
1,5 1,8 2,5 5 10 160
32 262 19,2 9,6 44 0,3

Cwiczenie 10

Zosia przeczytata lekture w ciggu 16 dni, czytajac po 30 stron dziennie.

1. W ciagu jakiego czasu przeczytata te lekture Kasia, ktéra czytata po 40 stron dziennie?

2. Poile stron dziennie czytat Tomek, ktory przeczytat lekture w ciggu 24 dni?

Cwiczenie 11

Koto roweru Krzysia, majace obwdd 2,5 m, wykonato na drodze do babci 1200 obrotéw. lle
obrotéw wykona na tej drodze koto roweru mamy, ktérego obwéd jest rowny 3 m, a ile koto
roweru Zuzi, ktérego obwdd wynosi 1,5 m?

Cwiczenie 12

Ania i Marysia miaty przepisa¢ pewng prace na komputerze. Gdyby catg prace miata przepisac
Ania, zajetoby jej to 3 godziny, a gdyby cata prace miata przepisa¢ sama Marysia, zajetoby jej to
6 godzin. lle czasu zajmie im przepisywanie pracy, jezeli beda to robi¢ razem?



Cwiczenie 13

Do zbiornika mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. Gdyby caty zbiornik trzeba byto
wypetni¢ wodg doprowadzang tylko przez pierwsza rure, to zajetoby to 10 godzin. Gdyby byta
to tylko rura druga 15 godzin. lle czasu potrzeba na wypetnienie zbiornika, jezeli woda jest
doprowadzana jednoczesnie przez obydwie rury? lle czasu zajetoby napetnienie zbiornika,
gdyby przez pierwsze dwie godziny wode doprowadzaty obie rury, a po uptywie tego czasu
reszte wody doprowadzita tylko rura druga?



Wielkosci wprost i odwrotnie proporcjonalne

Cwiczenie 1

Sprawdz, czy wielko$ci podane w tabeli sg wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
wiasciwg odpowiedz z podanych ponizej.

Tabela. Dane
1,5 0,12 0,2
4 50 30

() sa odwrotnie proporcjonalne

() niesa proporcjonalne

() sa wprost proporcjonalne

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy wielko$ci podane w tabeli sg wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
wiasciwg odpowiedz z podanych ponizej.

Tabela. Dane
0,5 100 15

0,4 80 12

() sa odwrotnie proporcjonalne

O nie s proporcjonalne

() sa wprost proporcjonalne




Cwiczenie 3

Sprawdz, czy wielko$ci podane w tabeli sg wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
wiasciwg odpowiedz z podanych ponizej.

Tabela. Dane
1,5 0,3 1,4
5 25 5)

() sa odwrotnie proporcjonalne
() nie sa proporcjonalne

() sa wprost proporcjonalne

Cwiczenie 4

Dziatki panstwa Malinowskich i Jagodziniskich sg prostokatami o takim samym polu. Dziatka
panstwa Malinowskich ma dtugos¢ 200 m i szerokos¢ 0,3 km. lle metréw ma szerokosc
dziatki panstwa Jagodzinskich, jezeli jej dtugosé wynosi 500 metrow?

Cwiczenie 5

Na pewnej mapie odlegto$¢ miedzy Ksigzkowem i Komiksowem wynosi 1,4 cm, a odlegtos$¢
miedzy Bajkowem a Legendowem 4,9 cm. W rzeczywistosci odlegto$¢ miedzy Ksigzkowem

i Komiksowem wynosi 70 km. Czy prawdg jest, ze odlegtos¢ miedzy Bajkowem i Legendowem
wynosi 245 km? Wybierz poprawng odpowiedz.

Tak, poniewaz odlegtos¢ na mapie i odlegtos¢ w terenie sg wielko$ciami wprost
proporcjonalnymi, wiec ich iloczyn jest staty.

O

O Tak, poniewaz odlegtos¢ na mapie i odlegtos¢ w terenie sg wielko$ciami wprost
proporcjonalnymi, wiec ich iloraz jest staty.

O Nie, poniewaz odlegtos¢ na mapie i odlegtos¢ w terenie sg wielkosciami odwrotnie
proporcjonalnymi, wiec ich iloczyn jest staty.



Cwiczenie 6

Harcerze bioracy udziat w biwaku postanowili na zakonczenie ugotowac grochéwke. Obliczyli,
ze kazdy z 40 uczestnikéw biwaku otrzyma 350 ml grochowki. Okazato sie jednak, ze 5
uczestnikdw nie wezmie udziatu w pozegnalnym ognisku. Jak duza porcja grochowki
przypadnie wobec tego na uczestnika pozegnalnego ogniska, jesli cata grochéwka ma by¢
rozdana??

Cwiczenie 7

Gestoscig nazywamy stosunek masy ciata do jego objetosci. Gestos¢ danej substancji jest
wielkoscia stata.

Kasia i Kamil wykonywali doswiadczenie polegajgce na wyznaczeniu gestosci drewna
debowego. Kazde z nich miato do dyspozycji drewniany klocek w ksztatcie prostopadtoscianu
i wage szalkowa. Kasia zmierzyta krawedzie swojego prostopadtoscianu i obliczyta, ze jego
objetos$¢ wynosi 98 cm?, a nastepnie zwazyta prostopadtoscian, uzyskujac wynik 78,4 grama.
Prostopadto$cian Kamila miat objeto$¢ 75 cm?. Powinien on wazyc

O 49¢
O 6g
O 60g

O 375¢g

Cwiczenie 8

Samochdd pokonuje odlegtosé miedzy Gajewem i Mitkowem w ciggu 1% godziny. Gdyby
samochod zwiekszyt swoja predkos¢ o 15 km /h, to czas przejazdu skrécitby sie o 21 minut.
Z jaka predkoscia jechat samochdéd?

Cwiczenie 9

Jaki bedzie koszt przepisania 148 stron maszynopisu, jezeli za przepisanie 500 stron
maszynopisu nalezatoby zaptacic¢ o 809,6 zt wiecej?



Cwiczenie 10

Na wytozenie tarasu wykorzystano 480 prostokatnych ptytek terakoty o wymiarach 40 cm i
60 cm. lle prostokatnych ptytek nalezatoby przygotowadé, gdyby miaty one wymiary 20 cm i
40 cm?

Cwiczenie 11

W 100 ml gotowego koktajlu witaminowego znajduje sie 7g biatka oraz 8,6 g weglowodandw.
lle gramow biatka i weglowodandéw bedzie zawieraé 250 ml napoju?

Cwiczenie 12

Ziemia obraca sie wokot wiasnej osi o kat 360° w ciggu doby.

1. O jaki kat obréci sie Ziemia, wokét wtasnej osi, w ciggu kwadransa?

2. W jakim czasie Ziemia obrdci sie kat o mierze 150°?

Cwiczenie 13

Pompa fontannowa w ciggu trzech godzin ttoczy 1500 litréw wody. lle godzin musi pracowa¢
pompa, aby przepompowac 345 000 litréw wody?

Cwiczenie 14

Szesciu pracownikéw wykonuje pewng prace w ciggu 16 godzin. Gdyby pracownikéw byto o 2
wiecej, to zajetoby im to:

() 12 godzin
(O 18 godzin
() 8godzin

() 14 godzin



Cwiczenie 15

tyzeczka granulowanej kawy rozpuszczalnej wazy 2 g. Sze$Sc¢ tyzeczek granulatu wystarczy na
sporzadzenie 4 jednakowych filizanek kawy.

1. lle filizanek kawy mozna przygotowac ze 150 g granulatu?

2. W kawiarni byto 64 gosci. Co czwarta osoba wypita jednga filizanke kawy, a trzy osoby
wypity dwie filizanki kawy. lle filizanek kawy wypili goscie? lle graméw kawy woéwczas

zuzyto?



Cwiczenie 16

Basia i Krysia zaplanowaty, ze podczas urlopu zrobig przetwory wedtug nowego przepisu,
ktéry data im sgsiadka.

Ogorki z przyprawa curry

Sktadniki:

5 kilogramoéw obranych ogérkéw gruntowych

8 szklanek wody

2 szklanki cukru

1 szklanka octu

4 tyzki soli

1 tyzka gorczycy

1 paczka przyprawy curry

. lle szklanek wody i cukru powinny przygotowac, gdyby miaty 15 kg obranych ogérkéow?

. lletyzek soli i gorczycy powinny przygotowac, gdyby miaty 25 kg obranych ogdérkow?

. lle kilogramoéw ogérkow powinny przygotowad, gdyby miaty 6 paczek przyprawy curry?

. lle tyzek soli powinny przygotowac, gdyby miaty 3 szklanki octu?

. lle szklanek cukru powinny przygotowac, gdyby miaty 7 paczek przyprawy curry.



Cwiczenie 17

Cztery jednakowe pompy wypompowujg wode ze zbiornika w ciggu 8 godzin 20 minut. lle
dodatkowych takich pomp nalezy uruchomic, aby wypompowanie wody z tego zbiornika
trwato o 1% godziny krécej?

Cwiczenie 18

Maciek i Kuba pracowali podczas wakacji przy zbiorze owocéw. Chtopcy zarobili po 150 zt.
Maciek policzyt, ze gdyby pracowaty o 2 osoby mniej, to ich zarobek bytby wiekszy o 50 zt. lle
0s0b (razem z Mackiem i Kubg) pracowato przy zbiorze owocéw?

Cwiczenie 19

Piechur szedt 1,5 godziny ze stata predkoscia. Gdyby, z taka sama predkoscia, szedt 6 godzin,
to pokonatby dystans dtuzszy o 9 kilometréw. Jaka droge pokonat piechur w ciagu 1,5
godziny?

Cwiczenie 20

Samochdéd osobowy przejechat 60 kilometrow ze statg predkoscig. Gdyby, w tym samym
czasie, jechat z predkoscia o 15 km /h wieksza, to pokonatby dystans 80 kilometréw. Z jaka
predkoscia jechat samochéd osobowy?

Cwiczenie 21

W 1993 roku zostat pobity rekord Guinnessa przez pewnego hodowce, ktéry pokazat Swiatu
swoj niemalze 16 - kilogramowy okaz brokuta. Jest on jednym ze starszych roslin uprawnych
Swiata i najprawdopodobniej pochodzi z Cypru.

Przecietny brokut wazy okoto 50 dag. Na przygotowanie satatki warzywnej dla 8 oséb
potrzeba 2 brokuty. Dla ilu oséb wystarczytoby tej satatki, gdyby kazdego brokuta powiekszy¢
do rozmiaru tego rekordowego?

Cwiczenie 22
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23

Na zawody sportowe chce wyjechac¢ 41 zawodnikéw szkolnego klubu sportowego. Uczestnicy
muszg pokry¢ koszt wynajecia autokaru w kwocie 20 zt od osoby. Okazato sie jednak, ze jeden
z zawodnikéw doznat w ostatniej chwili kontuzji i nie pojedzie na zawody. Koszt wyjazdu na
jednego uczestnika wzrdést o

O 19,51 zk

() 20zt

O 0,50 zk

(O 1zt

Cwiczenie 24

Pojemno$¢ zbiornika na paliwo w samochodzie jest réwna 52 litry. Samochéd ten spala
przecietnie 9,4 litra paliwa na 100 km.

1. Jaka droge pokona samochdd po zatankowaniu zbiornika do petna?

2. lle litréw paliwa bedzie potrzebne do przejechania 250 km?

Cwiczenie 25

Glazurnik utozyt ptytki w tazience w ciggu 6 godzin. Gdyby uktadat o 8 ptytek wiecej w ciggu
godziny, to czas jego pracy skrocitby sie o 2 godziny. lle ptytek uktadat glazurnik w ciggu
godziny?



Wykorzystanie rownan do rozwiazywania zadan
tekstowych

Zadania tekstowe z wykorzystaniem rownan bedziemy rozwigzywac¢ w nastepujacych
etapach

 analiza zadania

» ulozenie i jego rozwigzanie

o sprawdzenie rozwigzania rOwnania z warunkami zadania
 zapisanie odpowiedzi

Przyktad 1

7 Sprawdzenie rownania z warunkami zadania.

wiek obecny wiek za dwa lata
corka 6
6+ 2
mama 44 - 6 44-6+2=5(6+2)
6+38 =44
40:8 =75

Corkama 6 lat, a jej mama 38 lat.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DMXGTEcqt

Nominat monety | 2 zi 0,5z 5zt
Liczba monet 7 7+1=8|2-7=14

CErreevrevyreg
7 dwuziotéwek .

8 pieédziesieciogroszéwek !
14 Piecioziotéwek

Wszystkich monet byio 29, /

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Cwiczenie 1

Agnieszka za 5 lat bedzie 2 razy starsza niz 7 lat temu. Ktére réwnanie nalezy rozwigza¢, aby
obliczy¢ wiek Agnieszki?

O 2x—-7)=z+5

O z—T=2(z+5)

() z—7=2zx+5

() 22—T=z+5


https://zpe.gov.pl/a/DMXGTEcqt

Cwiczenie 2

Mama jest 5 razy starsza od swojego syna Marka. Za 6 lat bedzie od niego 3 razy starsza. Ktére
rownanie mozna wykorzystac, aby obliczy¢ wiek?

+z+6 =5z +6

z+6 =35z + 6)

O O O

3r +6=5x+6

O 3(x+6)=>5z+6

Cwiczenie 3

Za 4 jednakowe opakowania plasteliny i 1 blok rysunkowy Magda zaptacita 27,9 ztotych. Blok
rysunkowy jest dwa razy tanszy niz jedno opakowanie plasteliny. lle zaptacita Magda za
kupiong plasteline?

18,6 zt

24,8 zt

6,2 zt

o O O O

12,4 zt



Cwiczenie 4

W sklepie z odziezg damskg cena sukienki z zakietem wynosi 730 ztotych. Cena samej sukienki
jest 0 230 ztotych wyzsza niz cena samego zakietu. Oznaczajac przez x cene sukienki,
otrzymamy réwnanie

O @+ z+ 230 = 500

O z+z— 230 = 500

O z+z— 230 =730

O @4z + 230 =730

Cwiczenie 5

Firma zakupita 3 aparaty cyfrowe i 2 projektory multimedialne. Na zakupy przeznaczono
11 400 ztotych. Cena jednego aparatu byta wyzsza od ceny jednego projektora o 800 zi.
Oznaczajac przez x cene jednego projektora, otrzymamy réwnanie

(O 3z 4800+ 2z = 11400

(O 2(x + 800) + 3z = 11400

() 2z + 800+ 3z = 11 400

O 3(z +800) + 2z = 11400

Cwiczenie 6

Za 10 lat mama bedzie 2 razy starsza od corki. lle lat ma mama jezeli wiadmomo, ze miata 25
lat, gdy urodzita corke?



Cwiczenie 7

Szescioletni wnuczek Karol bedzie za 2 lata mtodszy od swojej babci 8 razy.

1. lle lat miata babcia, gdy urodzit sie Karol?

2. Zaile lat babcia bedzie 5 razy starsza od wnuczka?

3. Zaile lat babcia i wnuczek bedg mieli razem 100 lat?

Cwiczenie 8

Mama ma 38 lat. Jej mtodsza cérka ma 7 lat, a starsza 9 lat.

1. lle lat temu mama miata 3 razy wiecej lat niz jej coérki razem?

2. Zaile lat mama bedzie miata 2 razy wiecej lat niz jej corki razem?

Cwiczenie 9

Na premiere przedstawienia teatralnego sprzedano 250 biletéw. taczny koszt ze sprzedazy
tych biletéw wynioést 8650 zt. Bilet normalny kosztowat 40 zl, a ulgowy 25 zl. lle sprzedano
biletéw ulgowych i ile normalnych?

Cwiczenie 10

Kasia i Asia dostaty od mamy razem 24 zt. Gdyby Kasia oddata Asi 5 zt, to dziewczeta miatyby
taka sama kwote. lle pieniedzy otrzymata kazda z siostr?

Cwiczenie 11

Banknot 200 z} rozmieniono na monety o nominatach 1 zt i 5 zl. lle byto monet kazdego
rodzaju, jesli wszystkich monet byto 76?



Cwiczenie 12

Znajdz liczbe, wiedzac, ze jezeli do siodmej czesci tej liczby dodamy 14, to otrzymana suma
bedzie o 11 wieksza od czwartej czesci tej liczby.

Cwiczenie 13

Dane s3g dwie liczby a i b zapisane w nastepujacej postaci: a = %:c +2,b= %x — 6. Znajdz
te liczby, wiedzac, ze ich suma wynosi 36.

Cwiczenie 14
Znajdz trzy kolejne liczby naturalne, wiedzac, ze ich suma jest rowna 372.
Cwiczenie 15

Znajdz trzy kolejne liczby parzyste, wiedzac, ze suma dwoch pierwszych liczb jest o 652
wieksza od trzecigj liczby.

Cwiczenie 16

Oblicz dtugosci bokéw prostokata o obwodzie 78 cm, wiedzac, ze jeden z jego bokdw jest o
7 cm dtuzszy od drugiego.

Cwiczenie 17

Obwad tréjkata rownoramiennego wynosi 43 cm. Oblicz dtugosc podstawy tego tréjkata,
wiedzac, ze jest ona krétsza od ramienia o 8 cm.

Cwiczenie 18

Jezeli dwa przeciwlegte boki pewnego kwadratu zwiekszymy o 4 cm, a pozostate zmniejszymy
0 2 cm, to otrzymamy prostokat o obwodzie réwnym 68 cm. Oblicz dtugosci bokéw tego
kwadratu.



Cwiczenie 19

W regulaminie konkursu fizycznego zapisano informacje, ktéra dotyczy przyznawania punktéw
dodatnich i ujemnych za rozwigzanie zadania. Za kazde poprawnie rozwigzane zadanie uczen
otrzymuje 5 punktéw, a za kazde btednie rozwigzane zadanie traci 2 punkty.

Podczas konkursu uczen miat do rozwigzania 15 zadan. lle zadan rozwigzat poprawnie, jezeli
zdobyt 47 punktéw?

Cwiczenie 20

Agata przeczytata powies¢ historyczna w ciggu 18 godzin. Czytata jg przez 3 dni, kazdego dnia
0 po6t godziny dtuzej niz poprzedniego. lle godzin zajeto Agacie czytanie powiesci drugiego
dnia?

Cwiczenie 21

W czasie wakacji na obdz wyjechata % uczniow pewnej klasy. Na wyjazd z rodzing
zdecydowata sie % ucznidw, a na pozostanie w domu az 14 oséb. llu uczniéw tej klasy
wyjechato na wakacje z rodzing, a ilu na obdz, jezeli kazdy z uczniéw wybrat jedna forme
wypoczynku?

Cwiczenie 22

Z okazji urodzin Basia upiekta rogaliki, aby poczestowaé zaproszonych gosci. Potowa
upieczonych rogalikéw byta z marmolada, potowa z pozostatych z jagodami, trzecia cze$¢
pozostatych byta z rodzynkami, a 6 rogalikow byto z bitg Smietana.

lle rogalikéw z jagodami upiekta Basia?



Cwiczenie 23

Agata jest o 6 lat starsza od swojej kolezanki Basi. Gdyby Agata byta o 3 lata starsza, a Basia o
3 lata mtodsza, to Agata bytaby 4 razy starsza od Basi.

1. lle lat ma Basia?

2. lle lat ma Agata?

3. lle lat temu Agata byta 2 razy starsza od Basi?

4. Zaile lat Agata bedzie o 5 lat starsza od Basi?

Cwiczenie 24

W trojkacie rownoramiennym miara jednego z katow jest o 36° wieksza od miary drugiego
kata. Oblicz miary katéw tego tréjkata. Rozwaz wszystkie mozliwosci.

Cwiczenie 25

W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesiatek jest 4 razy wieksza niz cyfra jednosci. Znajdz te liczbe,
wiedzac, ze kwadrat sumy jej cyfr wynosi 100.

Cwiczenie 26

W liczbie trzycyfrowej cyfra dziesigtek jest dwukrotnie mniejsza niz cyfra setek i o 1 wieksza
niz cyfra jednosci. Znajdz te liczbe, wiedzac, ze kwadrat sumy jej cyfr wynosi 225.



Nieréwnosci stopnia pierwszego

Niero6wnos$¢ otrzymamy, jezeli miedzy dwa wyrazenia algebraiczne wstawimy jeden ze
znakow <, >, <, >.
Nierownosciami z jedng niewiadomag sg, np.:

—4:c—|—62:c—4,3a:2—|—5>m—1, a®+3<a’

W tym dziale zajmowac si¢ bedziemy rozwigzywaniem nierownosci pierwszego stopnia
(czyli liniowych) z jedng niewiadoma, np.:

r<0,2x—-3<7,1—-3x>2x+2.
Definicja: Nierownos¢ pierwszego stopnia (liniowa) z jedna niewiadoma

Nierownoscia pierwszego stopnia z jedng niewiadomg nazywamy nierownos¢, w ktorej
wystepuje doktadnie jedna niewiadoma w pierwszej potedze.
Na przyktad

Sr+3<zx—1, —x+3>9,2x+4< —x+8,7y—1>9,
2(z—3) < 7,(—6t—6):(—2)>2t
Definicja: Liczba spetniajgca nieréwnosc¢ (rozwigzanie nieréwnosci)

Mowimy, ze liczba spetnia dang nierownos¢, jezeli po wstawieniu jej w miejsce
niewiadomeji wykonaniu wskazanych dziatan otrzymamy nieréwnos¢ liczbowa
prawdziwa.

Na przyktad:

Sprawdzimy, czy liczba —10 spelnia nierownos¢ 5z + 3 < x — 1.

Podstawmy —10 w miejsce x.

5(—-10) +3 < —-10—1
—47 < —11

Nierownosc¢ jest prawdziwa.
Liczba —10 spelnia dang nieréwnos¢. Liczba —10 jest jednym z rozwigzan nierownosci.

Definicja: Zbiér rozwigzan nierownosci

Zbior rozwigzan nieré6wnosci jest to zbior wszystkich liczb, ktore spetniaja dana
niero6wnosc.

Przyktad 1




%Y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Nieréwnosci rwnowazne

Nierownosci nazywamy rownowaznymi, jezeli posiadajg ten sam zbior rozwigzan.

Przyktad 2

Nieréwnos$ci rownowazne.

2x < 4 [:2 4 +3 < 3x+5
X < 2 4x -3x<5-3
X < 2

N O
xV
x Y

N O

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Rozwigzywanie nierownosci liniowych

2x+8<0 -2x+6 <0 2x+8 > 2x+6
x<-4 x>3 0>-2
! X | X X
L L L L L L L L i} L AL L L L —
] T L] I L] L] L I Ll I L} L] L) I L o
-4 0 0 3 0
Nierownos¢ spelniaja wszystkie liczby mniejsze od -4.  Nierdwnos¢ spelniaja wszyskie liczby wieksze od 3 Nieréwnosé speinia kazda liczba.
oraz liczba 3.
2x+8 2> 2x+10 2x+8 <2x+8 2x+8 <2x+8
0>2 0=<0 0<0
X X X
> 1ttt 1t
0 0 0
Nieréwnosc sprzeczna. Nierownosc spetnia kazda liczba. Nierownosc sprzeczna.
Zadna liczba nie spelnia nierdwnosci. Zadna liczba nie speinia nieréwnosci.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Podczas rozwigzywania nieréwnosci postepujemy podobnie jak przy rozwigzywaniu
rownan. Nalezy jednak zwroci¢ uwage na mnozenie i dzielenie obydwu stron nieréwnosci
przez liczbe ujemna.

Zapamietaj!

Rozwigzac nieré6wnosc¢ to znaczy znalez¢ wszystkie liczby, ktore spetniaja te nierownosc
lub wykazac, ze nier6wnoS¢ nie ma rozwigzan. W tym celu mozemy przeksztatcac
nierownosci rownowaznie, pamietajac o tym, ze

» do obu stron nierownosci mozemy dodac lub od obu stron nieréwnosci mozemy
odja¢ te samg liczbe lub wyrazenie,

 obie strony nieréwnosci mozemy pomnozyc¢ lub podzieli¢ przez t¢ sama liczbe
dodatnig,

 obie strony nieréwnosci mozemy pomnozy¢ lub podzieli¢ przez t¢ sama liczbe
ujemng, pamietajac o zmianie znaku nieréwnos$ci na przeciwny.



https://zpe.gov.pl/a/DNIMHSwU0

Cwiczenie 1

Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spetniajgcych dang nieréwnosé.

l.ex>4

2.x<5H

3.2<z<5h

4. 2 <x<3

Cwiczenie 2

Zapisz nierownosé, ktorej zbior rozwigzan zaznaczony jest na osi liczbowe;.

b)

d)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

N @—

N4

-

-

xy

4 -3 -2 0 5 6

4 3 -2 -1 0 2 4 5 6 X
T T T T 1 T é T —>

4 -3 -2 - 0 2 4 5 6 X
N . — >

4 3 -2 -1 0 2 4 5 6 X



Cwiczenie 3

Przeciagnij liczby spetniajgce dang nieréwnos$¢ z dolnej sekcji do gornej.

x>6,d
\—2% 5,001 |5 || 6
\4,25] 83 || —5L || -8 \4]
T < —5
3<z<45
<z <6

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4
Przeciagnij liczby spetniajgce dang nieréwnos$¢ z dolnej sekcji do gornej.

< -1
BB
r>8
—1<x<0
1<z<8

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Rozwiaz i potacz nierdownosé z rozwigzaniem.

br+2(x—4)>x—2 z<i
3(2c —4) > -2+« £U22%
1-32x+1)<2x+3 z>1
2z +1 < 5 r>—3
2—3x>1 T <2

2z —5(x—2) <3 x> 2

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Potacz w pary nieréwnosci réwnowazne.

1+2x>1-2x 1-2x<3-2(1-2x)
-2x<4 2x-3<4x+1
3x<2x-5 1-3x>2(x+2)
2x<-3 2+3(x+1)<2x
-3x>2x+3 2(1-x)>5
X<2 2x+3(1-2x)>1-3x

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Przeciagnij i upus¢ tak, aby nieréwnosci byty rwnowazne.

______________

..............

______________

______________

(<) [10) (2] (78] (18] (s +2] (£] 2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8
Przeciagnij i upusc tak, aby nieréwnos¢ byta zawsze prawdziwa.

______________

..............

______________

20| [2-5][1][s+5)[z-4][=][~2|[20+1]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 9
Przeciagnij i upusc tak, aby nieréwnos$¢ byta sprzeczna.

,,,,,,,,,,,,,,

‘x—5’ 2 +5 ‘:13—6’ 5 3”:;;”—293”m+5]

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Nierownos¢, ktora spetniaja liczby 1, 2, 3, a nie spetniaja 4, 5, 6 to

2(x+2) > 10

2(x+2) <10

2(x+2) > 10

o O O O

2(z +2) < 10



Cwiczenie 11

Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca jednoczesnie nieréwnos$¢ 5 + 3(a: + 1) >3
i nieréownos¢ 3 — 8(2 — z) < 2z to

O 2
O 0
O -3

O 1

Cwiczenie 12

Wybierz nierdownos$¢ opisujgca nastepujaca sytuacje:
Tabliczka kosztowata x zt. Po podwyzce o 3 zt za 5 tabliczek trzeba zaptacic¢ wiecej, niz za 6
tabliczek przed podwyzka.

6(x +3) < bz

6z > 5(z + 3)

6(x + 3) > bx

o O O O

6z < 5(z + 3)



Cwiczenie 13

Rozwigz nieréwnoscé i zbidr rozwigzan przedstaw na osi liczbowe;j.
1.243(z—-2)>1
2.3(z+3) —2(z—2) < bz
3.2 —3(1 —3z) +2 > —2(z + 2)
4.3—(2—-3z)—4(x—2)>5(1—=z)+ 2z

Cwiczenie 14

Rozwigz nierdwnoscé i zbidr rozwigzan przedstaw na osi liczbowe;j.

T 2x+1
1.§”+ B 212x

2. 258 4 122 < 3(z+2)

-3 1-3
3.2x — m5 >>3‘+'—7?£

2—x z+6
4.3 -5 -2z < =

Cwiczenie 15

Rozwiaz nieréwnos$¢ —2(x + 2) > 2 + 3(x — 1) . Podaj najwieksza liczbe catkowitg
spetniajaca te nieréwnosé.

Cwiczenie 16

Rozwiaz nieréwnosé 2x — 3(zc + 4) < —3x — 4 . Podaj wszystkie liczby naturalne spetniajace
te nieréwnos¢.



Cwiczenie 17

SRS i -1 15—3 1
1. Rozwiaz nieréwnos¢ ¢ — &5= > 22228 — S (x4 4).
2. Podaj najmniejsza liczbe parzysta, ktéra spetnia te nierdownos¢.

Cwiczenie 18

Lena kupita opakowanie mazakéw za 3,80 zt i pewna liczbe kolorowych pitek po 2,30 zt za
sztuke. lle maksymalnie kupita pitek, jezeli z 15 zt otrzymata niewielka reszte?

Cwiczenie 19

Wypozyczalnia nart ,Stok” oferuje wypozyczenie nart w cenie 15 zt za kazdy dzien.
Wypozyczalnia ,Ski” oferuje za pierwszy dzien wypozyczenia nart cene 35 zi, a za kazdy
kolejny dzien statg cene 8 zl. Na ile co najwyzej dni trzeba wypozyczy¢ narty, aby bardziej
optacato sie skorzystaé z oferty wypozyczalni ,Stok”?

Cwiczenie 20

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 8. Jezeli przestawimy cyfry w tej liczbie, to otrzymana
liczba jest nie wieksza od poczatkowej liczby. Jaka to liczba? lle jest takich liczb?



Cwiczenie 21
Uporzadkuj etapy rozwigzywania nieréwnosci.

Przeksztatcenie 1:!

Przeksztatcenie 2:!

Przeksztatcenie 3:!

Przeksztatcenie 4: !

Przeksztatcenie 5:!

Przeksztatcenie 6:

Przeksztatcenie 7:!

22— 448 — 24z > 3z — 4z + 6|

mg2 _4(2+$) >%_ 2:”373 H —21$>58’

2z —2) — 48 — 24z > 3z — 2(2x —3) | | 222+ > 6+ 52 |

—2 2z—3 16 58
22§ dz>2 23| lpc 28 [ 2 -52>6-g | v< -3

Zrédto: Zespot autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Rozwigzywanie zadan tekstowych
z wykorzystaniem rownan i procentéow

Przyktad 1

Rownania wykorzystujemy do rozwigzywania zadan zwigzanych ze stezeniem
procentowym roztworow.

15% - 10 dag

@ 15%:-10dag 8%(10dag + x dag)
el 15% 10 = 89%(10 + x)
0,15 - 10 = 0,08(10 + x)
‘e 1/5=0,08-10 + 0,08y
4 1,5=0,8 + 0,08x
. 1,5- 0,8 = 0,08x
0,7 = 0,08x |:0,08
i - X =8,75

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Obliczmy, ile soli nalezy wsypa¢ do 270 dag wody, aby otrzymac roztwor
dwudziestoprocentowy.

Korzystajgc z wczesniejszych przyktadow, mozemy postuzyc¢ si¢ interpretacija graficzng
zadania.



https://zpe.gov.pl/a/DJn2EDbgV

20% (270 dag + x dag)

270 dag + x dag

solanka

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podobnie jak w poprzednich przyktadach do rozwigzania zadania postuzy nam rownanie
zapisane nad probowkami:

x = 20%(270 + x)
x = 0,2(270 + x)
x = 0,2¢270 + 0,2z
x = 54 + 0,2z
x— 0,2x = b4
0,8x = 54| :0,8
x = 67,5

Do 270 dag wody nalezy dosypa¢ 67,5 dag soli, aby otrzymac roztwor
dwudziestoprocentowy.
Przyktad 3

Obliczymy stezenie procentowe solanki powstatej po dolaniu 150 g wody do 250 g
solanki dziesiecioprocentowe;.

Korzystajac z wezesniejszych przyktadow, mozemy postuzy¢ sie interpretacija graficzna
zadania



10% - 250 g

250¢g 400 g

solanka solanka o nieznanym
dziesiecioprocentowa stezeniu procentowym

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Podobnie jak w poprzednich przyktadach do rozwigzania zadania postuzy nam rownanie.
10% - 250 = x - 400
0,1 250 = 400x
25 = 400z| : 400
x = 0,0625 = 6,25%

Stezenie procentowe solanki powstalej po dolaniu 150 g wody do 250 g solanki
dziesiecioprocentowejwynosi 6,25 %.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Z zestawien statystycznych dotyczacych przetwarzania odpadéw komunalnych w Unii
Europejskiej w roku 2011 wynika, ze ilo$¢ wytworzonych odpadéw komunalnych we Francji
jest 0 22,2 tys. ton wieksza niz w Polsce. Recyklingowi poddawane jest okoto 9 % odpadéw
w Polsce i okoto 19 % odpaddéw we Franciji. lle tysiecy ton odpadéw komunalnych
wytworzono w Polsce w 2011 roku, jezeli ilo$¢ odpadéw poddanych recyklingowi w Polsce
byta 0 5,428 tys ton mniejsza niz we Francji?



Cwiczenie 3

Podczas wakacji Hania wybrata sie na zagraniczne kolonie organizowane przez biuro podrézy.
W grupie, w ktérej znalazta sie Hania, 15 - latki stanowity 60 % grupy, 14 - latek byto o 35
punktéw procentowych mniej niz 15 - latek i byty jeszcze trzy 16 - latki. lle oséb liczyta grupa,
w ktérej znalazta sie Hania?

Cwiczenie 4

W sekcji tyzwiarstwa figurowego klubu sportowego , Sniezynka” jest 20 dziewczat i 6
chtopcéw. lle dziewczat musi zapisa¢ sie do klubu, aby stanowity one 85 % wszystkich
cztonkéw klubu? llu chtopcéw musi zapisaé sie do klubu, aby stanowili oni 37,5 % wszystkich
cztonkéw klubu?

Cwiczenie 5

Klub wedkarski , Pstrag” liczyt 60 cztonkéw i byli to sami mezczyzni. Po przyjeciu kilkunastu
kobiet okazato sie, ze mezczyzni stanowia 80 % wszystkich cztonkéw klubu. Ocen
prawdziwos$c¢ ponizszych zdan.

[ ] Wszystkich wedkarzy jest teraz w klubie 75.

[ ] Liczba wszystkich cztonkéw klubu wynosi teraz 72 osoby.

(] Liczba kobiet przyjetych do klubu wynosi 12.

(] Przyjeto 15 kobiet.

Cwiczenie 6

Prostokat ma obwaéd réwny 20 cm. Gdyby krétszy bok tego prostokata wydtuzono 0 10 %,
a dtuzszy skrécono o 10 %, to otrzymany prostokat bytby kwadratem. Jakie sg dtugosci bokéw
prostokata?



Cwiczenie 7

W pudetku byty cukierki owocowe, czekoladowe i krowki. Krowki stanowity 10 % wszystkich
cukierkow, a cukierki czekoladowe 60 % pozostatych. Cukierkéw owocowych byto 18. lle
byto wszystkich cukierkéw? lle cukierkéw czekoladowych znajdowato sie w pudetku?

Cwiczenie 8

Kamil i Krzysztof, ktérzy kolekcjonujg monety, mieli po tyle samo monet. W ciggu roku
kolekcja Kamila wzrosta o 20 %, a kolekcja Krzysztofa o 25 monet i wtedy okazato sie, ze Kamil
ma o 10% monet wiecej niz Krzysztof. Po ile monet mieli chtopcy przed powiekszeniem
kolekc;ji?

Cwiczenie 9

W klasie Ia liczba chtopcow stanowi 60 % liczby wszystkich dziewczat.
Klasa Ia liczy 32 uczniéw. lle dziewczat i ilu chtopcow jest w tej klasie?

Cwiczenie 10

W klasie Ia liczba chtopcow stanowi 60 % liczby wszystkich dziewczat. Gdyby do klasy
przyjeto jeszcze 6 chtopcow, to liczba dziewczat i chtopcéw w klasie bytyby jednakowa. lle
dziewczat i ilu chtopcow jest w tej klasie?

Cwiczenie 11

W klasie Ia liczba chtopcow stanowi 60 % liczby wszystkich dziewczat. Liczba dziewczat
uczacych sie jezyka angielskiego jest o 2 mniejsza od liczby chtopcéw w tej klasie. llu uczniéw
liczy klasa, jezeli jezyka angielskiego uczy sie 10 dziewczynek?



Cwiczenie 12

W pudetku znajduja sie czekoladki z gorzkiej i mlecznej czekolady, przy czym mlecznych
czekoladek powinno by¢ 95 %. lle mlecznych czekoladek nalezy dotozy¢ do pudetka, aby ich
liczba stanowita 95 % wszystkich jezeli wérdd 50 czekoladek znajdujacych sie w pudetku 6 %
stanowia czekoladki z gorzkiej czekolady?

Cwiczenie 13

Galeria ,Art” posiada 1000 obrazow, w tym 900 obrazéw autorstwa polskich malarzy. Wéréd
obrazéw bedacych w posiadaniu galerii ,Modern” jest 75 % obrazéw namalowanych przez
polskich malarzy. Gdyby potgczono zbiory obu galerii, to obrazy polskich malarzy stanowityby
80 % wszystkich obrazéw.

1. lle obrazéw posiada galeria ,Modern”?

2. lle obrazéw polskich malarzy znajdowatoby sie w potgczonych zbiorach obu galerii?

Cwiczenie 14

Wsrod klientéw biura podrézy, ktorzy wykupili wyjazd na wcezasy rodzinne, 40 % wybrato
Egipt, o 4 osoby mniej wybraty wyjazd do Turcji. Nad Morze Srédziemne zdecydowaty sie
wyjechac 24 osoby. llu byto wszystkich klientéw biura, ktorzy zdecydowali sie na oferte
wakacyjng?

Cwiczenie 15

Maciek i Filip mieli po tyle samo cukierkéw, ktérymi postanowili podzieli¢ sie z Tolg. Maciek
oddat Toli 40 % wszystkich swoich cukierkéw, a Filip podarowat 15 cukierkéw. Wtedy okazato
sie, ze Mackowi pozostato 0 20 % cukierkéw wiecej niz Filipowi.

1. Po ile cukierkéw mieli Maciek i Filip na poczatku?

2. lle cukierkéw dostata Tola?



Cwiczenie 16

Jakie ilosci solanek o stezeniach 8 % i 12 % nalezy zmiesza¢, aby otrzymac¢ 15 kg solanki
o stezeniu 10 %?

Cwiczenie 17

Naszyjniki stanowia 20 % kolekcji jubilerskiej, a 40 % z nich to naszyjniki z brylantami. Oprécz
naszyjnikéw kolekcja zawiera pierscionki, ktérych jest o 144 wiecej niz naszyjnikéw
z brylantami. lle naszyjnikow z brylantami liczy ta kolekcja?



Przeksztatcanie wzorow

Wzor to inaczej roOwnanie matematyczne wyrazajace zwiazek miedzy pewnymi zmiennymi
wielkoSciami. Moze w nim wystepowac jedna lub kilka niewiadomych. Przeksztalcanie
wzorow polega na wyznaczaniu niewiadomejw zaleznosci od innych zmiennych.

Ma to zastosowanie przy wyznaczaniu potrzebnych niewiadomych ze wzorow
matematycznych, fizycznych, chemicznych.

Przyktad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 3

Jak wyznaczyc ze wzoru na energie

J o

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacija



https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo
https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo

Cwiczenie 1

Potacz w pary wzor z jego opisem.

2a+2b

a+b+c

3a

43

2a+b

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Przeciagnij i upusé.

Jes’liy:0,25m,toa::§ y
Jedlis =0,4t,tot = s
Jedli z = bu, tov = z
Jedip — %q’ g p

..............

3 5 1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

wzor na obwad trojkata
rownoramiennego

wzor na obwéd kwadratu
wzor na obwod prostokata

wzoér na obwod tréjkata
rownobocznego

wzor na obwdd dowolnego tréjkata



Cwiczenie 3
Z podanego wzoru wyznacz zmienng .
1.2 —1=x+ 2a
2.1—xz=1-2a
.x+2y+z2z=y
4.0 +ab+2x =b+ 3z
Cwiczenie 4
Z podanego rownania
1.2z — 3a = 3a + 2 wyznaczaizx
2.5z—4x = 3v+ 3z+ 3x wyznaczz, x iv
3.2(a — 2b) = 3(2a + b) wyznaczaib

4.3z — 3(a — 2z) = a + 2(a + bz) wyznacza iz



Cwiczenie 5
Z podanego wzoru wyznacz zmienng x. Przyjmij, ze wszystkie zmienne s3 rézne od zera.

Przeciagnij i upusé.

_ 2n+3mn _ —6p—pg+1 _ 2-3m _ a+e _ Tab—b
‘:13— 5 H"E— P H"E— 5 "'E— 5 ‘a:— 8a
_ b—Tab _ a—c _ —6p—pg—1
‘ L = 8a ’ ‘ T = 5b ’ T = p

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6

Z podanego wzoru wyznacz wskazane zmienne. Wszystkie zmienne s3 liczbami dodatnimi.

1.4 = 2 wyznaczcid
2. o5 = % wyznaczcid

3.4 = 2 wyznaczbic

4, ﬁ = d?jf2 wyznaczaic




Cwiczenie 7
Z podanego wzoru wyznacz wskazang zmienna. Podaj konieczne zatozenia.
1. P= “T“’ e hhwyznacz h
2.0 =3(a+ b+ c)wyznaczb
3.V =aebehwyznaczh
4.V = %a2 e h wyznacz h
Cwiczenie 8
Z podanego wzoru wyznacz wskazang zmienna. Podaj konieczne zatozenia.
1.1= %, wyznacz U

2. F = mea,wyznaczm

2
3.8 = “;t , Wyznacz a

T, _ T
4. o = .0 Wyznacz T
Cwiczenie 9

Z podanego wzoru wyznacz wskazang zmienna.
1.2z + c=ax+ 2, wyznaczx
2.v—3z=p(v+2), wyznaczv
3.a= 1)+le wyznacz b

1
4, x = % + 2z, wyznacz y



Cwiczenie 10

Jezeli X = £(Z>0,X>0,Y >0)to

O z=%
O z=%
O Z=X-Y
(O Z=XY

Cwiczenie 11

Po wyznaczeniu x ze wzoru bx — 3¢ = ¢x — 5, otrzymamy

x = 3;;5 dlab # —c

r= 32 dlab#c

x = ?’bc_—f’dlab#c

o O O O

z= 325 dlab £ —c



Cwiczenie 12

Wysokos$¢ trapezu o podstawach x i 3x (z > 0) oraz polu 3p (p > 0) jest réwna

O h-%
O h=2%
O h=2%
0 =%

Cwiczenie 13

Podaj wzér na pole tréjkata o podstawie réwnej z i wysokosci réwnej 3y. Wyznacz z tego
wzoru podstawe i wysokos¢ tego tréjkata.

Cwiczenie 14

Obwadd réwnolegtoboku o bokach z i 2y wynosi 3z. Wyznacz dtugosci bokéw
rownolegtoboku.

Cwiczenie 15

Boki czworokata maja dtugosci x, 2x, 3x i 4z, a jego obwdd wynosi p + 3q. Wyznacz
dtugos¢ najkrétszego i najdtuzszego boku czworokata.



Cwiczenie 16
Uszereguj réwnosci w odpowiedniej kolejnosci, aby ze wzoru wyznaczy¢ v. Podaj konieczne
zatozenia.

Przeciagnij i upusc.

Przeksztatcenie

Przeksztatcenie 2:!

Przeksztatcenie 3:!

Przeksztatcenie 4: !

‘6v—tv:st—3p"t;«é()Ht%ﬁHS(p-i—%):(s—i—v)t’

(3pt6v=sttot|[v6—1t)=st—3p||p+2v="5t|[t#6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17

at+b . 2a—b
2

Do wzoru xz = % podstaw odpowiednio: y = i z = =3—. Doprowadz wzor do

najprostszej postaci. Wyznacz a i b oraz podaj konieczne zatozenia.
Cwiczenie 18

Wyszukaj w dostepnych Zrdédtach informacje o zjawisku fizycznym, ktére opisane jest wzorem.
Wyznacz z tego wzoru jedng ze zmiennych.



Siatki i modele bryt

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7v{

Animacja 3D pokazuje lezace na stole kostki do gry. Kreslone sg krawedzie jednej kostki -
powstaje szeScian. Dwa jednakowe szeSciany rozkladaja si¢ na dwie rozne siatki szeScianu.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DT2ZDz7vt

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki szeScianu, ktore skladaja si¢ w jednakowe
szeSciany. SzeScian zamienia si¢ w kostke do gry, ktora lezy z innymi kostkami na stole.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DT2ZDz7vt

Animacija 3D pokazuje kolumny. Kreslone s3 krawedzie jednej kolumny - powstaje
prostopadiosScian. Dwa jednakowe prostopadtosciany rozktadajg sie¢ na dwie rozne siatki
prostopadtoscianu.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki prostopadtoscianu, ktore sktadaja sie w jednakowe
prostopadtosciany. Prostopadtos$cian zmienia si¢ w kolumne, ktora stoi obok innych
kolumn.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vi

Animacja 3D pokazuje nakretki na Sruby. Kreslone sa krawedzie jednej nakretki — powstaje
graniastostup o podstawie szesSciokgta foremnego. Dwa jednakowe graniastostupy
rozkladajg si¢ na dwie rozne siatki graniastostupa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7v{


https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje dwie rozne siatki graniastostupa, ktore sktadajg sie w jednakowe
graniastostupy. Graniastostup zamienia si¢ w nakretke lezacq miedzy nakretkami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vt

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w ksztatcie bryt. Kreslone sg krawedzie jednego
klocka - powstaje ostrostup. Nastepnie dwa jednakowe ostrostupy rozktadajg sie na dwie
rozne siatki ostrostupa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vi

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktore sktadajg
sie w jednakowe ostrostupy. Ostrostup zamienia si¢ w drewniany klocek lezgcy miedzy
innymi klockami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje graniastostup o podstawie pieciokgta foremnego, ktory rozktada sie
w siatke graniastostupa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DT2ZDz7vt
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie pieciokata, ktora sktada sie
w graniastostup.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vi
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje graniastostup o podstawie szesciokata, ktory rozktada sie na siatke
graniastostupa.



https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie szesSciokata, ktora sktada si¢
w graniastostup.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vt
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatke graniastostupa o podstawie trojkata, ktora sktada sie
w graniastostup. Graniastostup zmienia si¢ w drewniany klocek lezacy wsrod innych
klockow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vi
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki. Kreslone sg krawedzie jednego klocka - powstaje
graniastostup o podstawie trojkata, ktory rozklada si¢ na siatke graniastostupa.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DT2ZDz7vt

Animacja 3D pokazuje prostopadtoscian, ktory rozktada si¢ na siatke prostopadtoscianu.
Zaznaczone s3g pola poszczeg6lnych Scian: P =arazyb, P =brazyc, P =arazy c. Zapis: P =
2arazyb +2b razy c +2arazy c.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7v{
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje szeScian, ktory rozktada si¢ na siatke szeScianu o krawedzi dtugosci
a. Zapis P = 6 razy a do kwadratu.



https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje budynek. Kreslone sg krawedzie budynku - powstaje szescian.
Nastepnie przekroje skosne i poprzeczne dzielg szescian na dwie bryly.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje czajnik, ktory zamienia si¢ w stozek. Nastepnie przekroje
poprzeczne i skosne dzielg stozek na dwie bryty.



https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Stowniczek

Twierdzenie: I cecha przystawania tréojkatow bok - bok - bok (bbb)

Jezeli dwa trojkaty majg odpowiadajace sobie boki rowne, to te trojkaty sa przystajace.

Jezeli AB = DE, AC = DF, CB = FE, to tréjkat ABC jest przystajacy do tréojkata DEF.
Zapisujemy symbolicznie

AABC = ADEF
Twierdzenie: II cecha przystawania tréjkatow bok - kat - bok (bkb)

Jezeli dwa boki i kat zawarty pomiedzy nimi w jednym trojkacie, s3 rowne dwom bokom
i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim tréjkacie, to te trojkaty s przystajace.




C F
//\ //\
A 2 B D n E

Jezeli AB = DE, AC = DF, {BAC = £ EDF to trojkat ABC jest przystajacy do trojkata
DEF.

Twierdzenie: III cecha przystawania tréjkatow kat - bok - kat (kbk)

Jezeli bok i dwa przylegle do niego katy w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne
bokowi i dwom przyleglym do niego katom drugiego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.

C F
A 2 B D a E

Jezeli AB = DE, {BAC = L EDF i {ABC = £ DEF, to trojkat ABC jest przystajacy do
trojkata DEF.

Definicja: Deltoid



Deltoidem nazywamy czworokat, ktorego jedna z przekatnych lezy na jego osi symetrii.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Dwie proste przeciete trzecia prosta

» Jezeli dwie proste przeciete s3 trzecig prosta i utworzone w ten sposob katy
odpowiadajace sg rowne, to proste te sg rownolegle.

» Jezeli dwie proste przeciete s3 trzecia prosta i utworzone w ten sposob katy
naprzemianlegle sa rowne, to proste te sa rownolegle.

Definicja: Dwusieczna kata

Dwusieczng kata trojkata nazywamy potprostg o poczatku w wierzchotku tego kata, ktora
dzieli ten kgt na dwa katy o jednakowych miarach.

(84

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Dwusieczna kata



Dwusieczng kata nazywamy potprosta p o poczatku w wierzchotku tego kata, ktora dzieli
ten kat na dwa katy o jednakowych miarach.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Figura osiowosymetryczna

Figure G nazywamy osiowosymetryczna, jezeli istnieje taka prosta p, iz kazdy punkt
figury G po przeksztalceniu w symetrii wzgledem prostej p nalezy do figury G. WezZmy
trzy przykladowe punkty A, B, Ci znajdzmy obrazy A’, B’, C’ tych punktéw w symetrii
wzgledem proste;j p.

Prostg p nazywamy osia symetrii figury G.

figura M



Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Figura srodkowosymetryczna

Figure G nazywamy Srodkowosymetryczna, jezeli istnieje taki punkt S, Ze obraz kazdego
punktu figury G w symetrii wzgledem punktu S tez nalezy do tej figury. Punkt S
nazywamy wtedy $rodkiem symetrii figury G.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Figury przystajace

Figury, ktore maja ten sam ksztalt i t¢ samg wielko$¢ nazywamy przystajacymi.
Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrazenie algebraiczne, ktore jest liczba, literg lub iloczynem
liczbi liter.

Definicja: Jednomiany podobne

e Jednomianami podobnymi nazywamy jednomiany, w ktorych wystepujg takie same
czynniki literowe w tej samej potedze.

» Jednomiany podobne roznig si¢ wspotczynnikiem liczbowym lub kolejnoScia
czynnikow. Jednomiany podobne wystepujace w sumie algebraicznejnazywamy
wyrazami podobnymi sumy algebraiczne;j.


https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI

Definicja: Kat

Dwie polproste o wspolnym poczatku rozcinaja ptaszczyzne na dwie czesci. Kazdg z tych
czes$ci, wraz z tymi polprostymi nazywamy katem.

Wierzcholkiem kata nazywamy wspolny poczatek obu potprostych, a kazda z
polprostych nazywamy ramieniem kata.

Definicja: Katy odpowiadajace i naprzemianlegte
Proste kil sg przeciete prostg c.

e Katy:aiay, Bipy, yi~vyi orazdid; to pary katow odpowiadajacych.
o Katy o i 6 oraz (i -y to pary katow naprzemianleglych wewnetrznych.
« Katy 817, oraz ai 47 to pary katow naprzemianleglych zewnetrznych.

Definicja: Katy przylegte i wierzchotkowe

» Katy przylegle to dwa katy wypukte, ktore maja jedno rami¢ wspolne, a pozostate
ramiona dopelniajg si¢ do proste;j.

» Katy wierzcholkowe to dwa katy wypukte, ktore maja wspolny wierzchotek
i przedtuzeniem ramion jednego kata sg odpowiednie ramiona drugiego kata.



Na przyklad a i v na rysunku sg kagtami przylegtymi. Pary katow wierzchotkowych to
aiforazyid.

Twierdzenie: Katy przy prostych réwnolegtych

» Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy trzecia prostg, to tak utworzone katy
odpowiadajace sg rowne.

pllir

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

» Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy trzecia prosta, to tak utworzone katy
naprzemianlegle wewnetrzne sg rowne oraz katy naprzemianlegte zewnetrzne sa
rowne.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Wiasnos¢: Katy przystajace
Dwa katy o rownych miarach s3 przystajace.
Twierdzenie: Katy wierzchotkowe
Katy wierzchotkowe majg rowne miary.
Definicja: Katy wypukte, katy wkleste

 Katy, ktorych miara jest mniejsza od 180° lub réwna 180" nazywamy katami

wypuktymi.
 Katy, ktorych miara jest wieksza od 1807, ale mniejsza od 360°, to katy wkleste.

ramie kata
kat wypukty kat wklesty
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Definicja: Kat zewnetrzny trojkata

Katem zewnetrznym trojkata nazywamy kazdy kat przylegly do kata wewnetrznego tego
trojkata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

B, v - katy zewnetrzne, przylegte do kata o

Definicja: Koto

Kotem o $rodku w punkcie S i promieniu r nazywamy zbior tych punktow plaszczyzny,
ktorych odlegtos$¢ od punktu S jest mniejsza badZ réwna .

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

K(S,r) - koto o srodku w punkcie S i promieniu r



Definicja: Liczba przeciwna

Liczba przeciwna do danejliczby a to taka liczba —a, ze zachodzi réwno$¢
a+(—a)=0

Definicja: Liczba spetniajgca dane réwnanie

Liczba spelnia dane réwnanie, jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadome;j
i wykonaniu dziatan po obu stronach réownania, otrzymamy prawdziwg rownos¢
liczbowa.

Definicja: Liczba spetniajgca nierownosc (rozwigzanie nieréwnosci)

Mowimy, ze liczba spetnia dang nieréwno$¢, jezeli po wstawieniu jej w miejsce
niewiadomeji wykonaniu wskazanych dziatan otrzymamy nieréwnos¢ liczbowa
prawdziwa.

Na przyktad:

Sprawdzimy, czy liczba —10 speinia nieréwnos¢ bz + 3 < = — 1.

Podstawmy —10 w miejsce .

5(—10)+3 < —10 — 1
—47 < —11

Nierownosc¢ jest prawdziwa.
Liczba —10 spelnia dang nieréwnos¢. Liczba —10 jest jednym z rozwigzan nierownosci.

Definicja: Liczba wymierna

Liczba wymierna to liczba, ktérg mozna przedstawi¢ w postaci utamka 4, gdzie a i b s3
liczbami catkowitymii b # 0.

Definicja: Liczby pierwsze, liczby ztozone

Liczbe naturalng n wigksza od 1 nazywamy liczbg pierwszg, jezeli jej jedynymi
dzielnikami s3 liczby 1 i n. Liczby naturalne wigksze od 1, ktore nie s3 liczbami
pierwszymi nazywamy liczbami ztozonymi. Liczby 0 i 1 nie s3 ani liczbami pierwszymi,
ani ztozonymi.

Wiasnos$é: Liczby wymierne

Liczbami wymiernymi s3 liczby naturalne, catkowite i utamki.



liczby wymierne

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Najmniejsza wspolna wielokrotnos¢

Najmniejsza wspolna wielokrotno$cig liczb naturalnych dodatnich a i b (0znaczamy
NWW (a, b) nazywamy najmniejszg liczbe naturalng dodatnig, ktora jest podzielna przez
liczbe a i liczbe b.

35 Iloczyn wszystkich nieskreslonych czynnikow pierwszych jest najmniejsza
7 wspolng wielokrotnoscia tych liczb.

72 | 2 60
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18 | 2 15 |
913 5|5
313 1‘

1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Najwiekszy wspolny dzielnik


https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI

Najwiekszym wspolnym dzielnikiem dodatnich liczb naturalnych a i b (oznaczamy
NWD(a, b)) nazywamy najwiekszg liczbe naturalng, ktora jest jednoczesénie dzielnikiem

liczby a i liczby b.

b, Tloczyn wspdlnych czynnikéw pierwszych liczb 72 i 60 jest
@ ich najwiekszym wspolnym dzielnikiem.
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Definicja: Nieréwnosci rwnowazne
Nierownosci nazywamy rownowaznymi, jezeli posiadajg ten sam zbior rozwigzan.
Definicja: Nierownos¢ pierwszego stopnia (liniowa) z jedna niewiadoma

Nierownosciag pierwszego stopnia z jedng niewiadomg nazywamy nierownos¢, w ktorej
wystepuje doktadnie jedna niewiadoma w pierwszej potedze.
Na przyktad

Sr+3<zx—1, —x+3>9,2x+4< —x+8,7y—1>9,
2(z—3) < 7,(—6t—6):(—2) > 2t
Twierdzenie: Nierownos¢ tréjkata

W dowolnym troéjkacie dtugosc kazdego boku jest mniejsza od sumy dtugosci pozostatych

bokow.
Z odcinkow o diugosciach a, b, ¢ mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy

a<b+e


https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI

b<a+c
c<a-+bd
Wiasnos$c: Obraz figury w symetrii sSrodkowej i w symetrii osiowej

Obrazem figury w symetrii Srodkowejjest figura do niej przystajaca.
Obrazem figury w symetrii osiowejjest figura do niej przystajgca.

Definicja: Obwod wielokata

Obwdd wielokata to suma dlugosci wszystkich jego bokow.

Definicja: Odcinek

Cze$¢ prostej zawartej miedzy dwoma punktami, wraz z tymi punktami, to odcinek.
Definicja: Odlegtos$¢ miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej

Odlegto$¢ miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej jest rowna dlugosci
odcinka taczacego punkty odpowiadajgce tym liczbom.

Wiasnosé: Odlegtosé srodka okregu

Odlegtosc srodka okregu wpisanego w wielokat od kazdego z bokow tego wielokata jest
rowna promieniowi tego okregu.

Definicja: Odwrotnos¢ liczby

Liczba odwrotna do danejliczby a, to taka liczba b, Ze
aeb=1

Odwrotnoscia liczby a, gdzie a # 0 jest liczba %

Definicja: Okrag

Okregiem o $rodku w punkcie S i promieniu r nazywamy zbior tych wszystkich
punktow plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu S jest rowna r.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O(S,r) - okrag o$rodku w punkcie S i promieniu r
Definicja: Okrag opisany na tréjkacie

Jezeli na okregu leza wszystkie wierzcholki trojkata, to taki okragg nazywamy okregiem
opisanym na trojkacie. O tréojkgcie mowimy, ze jest wpisany w okrag.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Okrag opisany na trojkacie



Na kazdym trojkacie mozna opisa¢ okrag. Srodek tego okregu lezy na przecieciu
symetralnych bokow tego trojkata.

Definicja: Okrag wpisany w wielokat

Jesli kazdy z bokow wielokata jest styczny do okregu, to ten wielokat nazywamy opisanym
na okregu. Okrag nazywamy wtedy wpisanym w wielokat.

Definicja: Ortocentrum tréjkata

Punkt, w ktorym przecinajg sie proste zawierajace wysokosci trojkata nazywamy
ortocentrum tréjkata i oznaczamy go najczesciejduza litera H.

Twierdzenie: Pole rownolegtoboku

Pole réwnolegloboku jest rowne iloczynowi wysokos$ci rownolegtoboku i dtugosci
podstawy, do ktorej ta wysokoS¢ zostata poprowadzona.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Potptaszczyzna

Prosta dzieli ptaszczyzne na dwie cze$ci. Kazdg z nich wraz z tg prostg nazywamy
pOlptaszczyzng. Prosta ta jest brzegiem kazdej z tych potptaszczyzn.



. Prosta dzieli ptaszczyzne na dwie czesci. Kazda z tych czesci,
wraz z tg prostg nazywamy potptaszczyzna.

-

potptaszczyzna

9

potptaszczyzna
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Definicja: Procent
Jeden procent to jedna setna.
1% = 157 = 0,01
Definicja: Promil
Jeden promil to jedna tysieczna.
1%0 = 1555 = 0,001
Definicja: Proporcja

ROwno$¢ postaci ¢+ = < dlab # 0id # 0 nazywamy proporcja.
Wyrazy a i d nazywaja si¢ skrajnymi, a wyrazy b i ¢ sSrodkowymi.

Wiasnosé: Prosta i punkty

e Przezjeden punkt przechodzi nieskonczenie wiele prostych.
e Przez dwarozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta.

Definicja: Przekatna wielokata


https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI

Przekatna wielokata to odcinek tgczgcy dwa wierzchotki tego wielokata, nielezace przy
tym samym boku.

Twierdzenie: Przekatne wielokata

Niech n bedzie liczbg naturalng wigksza od 3.

Wielokat o m - bokach ma @ przekatnych.

Twierdzenie: Przystawanie kwadratéw

Dwa kwadraty sg przystajace, jezeli ich boki sa rowne lub rowne s3 ich przekatne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Punkt przeciecia dwusiecznych kata

Dwusieczne katow trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Definicja: Redukcja wyrazéow podobnych

Redukcja wyrazow podobnych nazywamy przeksztatcenie sumy algebraicznejpolegajace
na wykonaniu dodawania lub odejmowania wyrazéw podobnych. W wyniku redukcji
wyrazow podobnych, otrzymujemy prostszg posta¢ sumy algebraiczne;.

Definicja: Rodzaje katow

« Kat, ktorego miara jest mniejsza od 90°, ale wigksza od 0°, nazywamy katem ostrym.

« Kat, ktorego miara jest rowna 90°, nazywamy katem prostym.

« Kat, ktorego miara jest wigksza od 90°, ale mniejsza od 180°, nazywamy katem
rozwartym.

kat ostry kat prosty kat rozwarty

™

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Romb
Jesli w rownolegtoboku wszystkie boki sg rowne, to rownolegtobok nazywamy rombem.
Definicja: Rozwigzanie réwnania

Liczbe, ktora speinia dane rownanie nazywamy rozwigzaniem lub pierwiastkiem
rownania.

Wiasnosé: Rozwiniecie utamka zwyktego
Kazdy utamek zwykly ma rozwiniecie dziesietne skonczone lub nieskonczone okresowe.
Definicja: Rbwnania rownowazne

Mowimy, ze rownania z tymi samymi niewiadomymi sg rownowazne wtedy i tylko wtedy,
gdy posiadajg taki sam zbior rozwigzan.

Definicja: Rbwnanie

Rownaniem nazywamy rownos¢ dwoch wyrazen algebraicznych, z ktorych
w przynajmniej jednym wystepuje co najmniejjedna zmienna, zwana niewiadoma.



Na przyktad:
3xy = 5,3z +t2 =10
Definicja: Rdwnanie pierwszego stopnia (liniowe)

Rownaniem pierwszego stopnia z jedng niewiadomg (liniowym) nazywamy rownanie,
w ktorym niewiadoma wystepuje w pierwszej potedze.
Na przyktad

—x+3=92z+4=—2+8Ty—1=92(2—3) =7(—6t—6) : (—2) =2t
Definicja: Rdbwnanie sprzeczne
Rownanie, ktére nie ma rozwigzania nazywamy réwnaniem sprzecznym.
Definicja: Rbwnanie tozsamosciowe

Rownanie, ktore jest spetnione przez kazda liczbe rzeczywistg nazywamy rownaniem
tozsamosciowym.

Definicja: Rbwnanie z jedng niewiadoma

Rownaniem z jedng niewiadoma nazywamy réwnos$¢ dwoch wyrazen algebraicznych,
w ktorych wystepuje doktadnie jedna niewiadoma.
Na przyktad

S +3=z—12 =42 +52+6=0y3 = —1t* +1 =2
Definicja: Rwnolegtobok

Czworokat, ktory ma dwie pary bokoéw rownoleglych, nazywamy réwnolegtobokiem.

D

AB || DC
AD || BC

A B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Sieczna okregu

Prosta majaca dwa punkty wspolne z okregiem nazywamy sieczng okregu.



Definicja: Stosunek dwéch wielkosci

Stosunkiem dwoch wielkoSci nazywamy iloraz odpowiadajgcych sobie wartosci tych
wielkosci. Zapisuje sie go zwykle w postaci ilorazu liczb naturalnych.

Definicja: Styczna do okregu
Prosta majaca dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem nazywamy styczna do okregu.
Definicja: Suma algebraiczna

Sumg algebraiczng nazywamy wyrazenie, ktore jest suma jednomianow. Jednomiany te
nazywamy wyrazami sumy.

Wyrazenie algebraiczne, w ktorym wystepuje odejmowanie jednomianow, jest takze suma
algebraiczng, poniewaz odejmowanie mozemy zastapi¢ dodawaniem jednomianow
przeciwnych.

6x2 — 4y — (—bz) — 13xy = 62 + (—4y) + bz + (—13xy).
Twierdzenie: Suma katéw lezacych przy ramieniu trapezu
Suma miar katéw lezacych przy jednym z ramion trapezu jest rowna 180°.
Twierdzenie: Suma miar katéw

Niech n bedzie liczbg naturalng wigkszg od 2.
Suma miar katéw n - kata jest rowna (n — 2) - 180°.

Twierdzenie: Suma miar katéw trojkata

Suma miar katow trojkata jest réwna 180°.

(57
/o
a+ G+ v=180°

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Symetralna odcinka



Symetralna odcinka to prosta prostopadla do tego odcinka, przechodzaca przez jego
Srodek.

: B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Symetria osiowa

Punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem prostejm (A’ jest obrazem punktu A
w symetrii wzgledem prostejm), jezeli

o punkty Ai A’lezg na prostej prostopadtejdo prostejm
e punkty Ai A’leza po przeciwnych stronach prostejm
 odlegtos¢ punktu A od prostejm jest taka sama jak odlegtos¢ punktu A’ od prostejm



IAPI = IPA'l

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jezeli punkt A lezy na prostejmto A = A’.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Symetri¢ wzgledem prostej nazywamy symetrig osiowa.
Definicja: Symetria srodkowa

Punkt A’ jest symetryczny do punktu A wzgledem punktu S (A’ jest obrazem punktu A
w symetrii wzgledem punktu S) jezeli

« lezy na prostej AS po przeciwnej stronie punktu S niz punkt A
 jego odleglo$¢ od punktu S jest rowna odleglosci punktu A od punktu S.



Symetri¢ wzgledem punktu nazywamy symetrig Srodkowa.
Twierdzenie: Srodek ciezkosci trojkata

Srodek ciezkosci trojkata dzieli kazdg z srodkowych tego trojkata w stosunku 2 : 1,
liczac od wierzchotka.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Srodkowa boku tréjkata

Srodkowa boku tréjkata nazywamy odcinek tgczacy wierzchotek trojkata ze érodkiem
przeciwleglego boku. Trojkat ma trzy Srodkowe.

Definicja: Trapez
Jesli czworokat ma co najmniejjedng pare bokow rownolegltych, to nazywamy go

trapezem.

podstawa goérna

ramie ramie

wysokosc¢

N

podstawa dolna

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Boki rownolegle trapezu nazywamy jego podstawami, za$ dwa pozostate boki to ramiona
trapezu.



Definicja: Trapez prostokatny

Trapez, w ktorym przynajmniejjeden kat ma miare 90°, nazywamy trapezem
prostokatnym.

™

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trapezie prostokgtnym rami¢ prostopadie do podstawy jest zarazem wysokoscia.

Definicja: Trapez rownoramienny

Trapez, ktorego ramiona sg rowne i niebedgcy rownoleglobokiem nazywamy trapezem
roOwnoramiennym.

(87 (8

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Wartos¢ bezwzgledna

Warto$¢ bezwzgledna liczby a jest to odlegtosc liczby a od zera na osi liczbowe;.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia dwie osie liczbowe z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Na
pierwszej osi zaznaczona odleglo$¢ liczby 5 od liczby 0, réwna 5. Zapis: wartos¢
bezwzgledna z liczby 5 =5. Na drugiej osi zaznaczona odleglos¢ liczby -4 od liczby 0,
rowna 4. Zapis: warto$¢ bezwzgledna z liczby -4 =4.

Definicja: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Dwie wielkoSci s3 odwrotnie proporcjonalne, jezeli wraz ze wzrostem jednejz nich
pewng ilos¢ razy, druga maleje tyle samo razy.

Definicja: Wielkosci wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkosSci dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jezeli iloraz
odpowiadajacych sobie wartosci tych wielkoSci jest staty.

Definicja: Wielokat foremny

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie
katy rowne.


https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Wielokaty przystajace

Wielokaty przystajace maja odpowiadajgce sobie boki rownej dlugosci oraz réwne miary
odpowiadajacych sobie katow.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Wspoétczynnik liczbowy

Liczbe, ktora wystepuje na poczatku uporzadkowanego jednomianu nazywamy
wspotczynnikiem liczbowym tego jednomianu.

Definicja: Wysokos¢ tréjkata

Wysokoscig trojkata nazywamy odcinek taczgcy wierzchotek trojkata z prosta,
zawierajacq przeciwlegly bok i prostopadty do tej prostej. Trojkat ma trzy wysokosci.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Definicja: Zbiér rozwigzan nierownosci

Zbior rozwigzan nieré6wnosci jest to zbior wszystkich liczb, ktore spetniaja dana
nier6wnosc.

Definicja: Zbioér rozwigzan rownania

Zbior wszystkich liczb spelniajacych dane rownanie nazywamy zbiorem rozwigzan
rownania.



