
Odkryj, zrozum, zastosuj...

Niewiadoma przestaje być zagadką. Liczby niewymierne dają wymierne korzyści. Proporcje
pomagają zrobić dobrą kawę. Jak to osiągnąć? Dowiedz się z e‐podręcznika.

Ułamki zwykłe i dziesiętne
Liczby
Zapisywanie i odczytywanie liczb w systemie rzymskim
Działania na ułamkach zwykłych
Działania na ułamkach dziesiętnych
Porównywanie: liczb, ułamków zwykłych i dziesiętnych
Rozwinięcia dziesiętne ułamka zwykłego
Działania na ułamkach zwykłych i dziesiętnych
Zamiana jednostek
Kolejność wykonywania działań
Zaokrąglanie liczb
Szacowanie wartości wyrażeń arytmetycznych

Procenty
Procent i promil
Diagramy procentowe
Obliczanie procentu danej liczby
Procent danej liczby
Obliczanie liczby na podstawie danego jej procentu. Część I
Obliczanie liczby na podstawie danego jej procentu. Część II
Jaki procent jednej wielkości stanowi inna wielkość
Obliczenia procentowe. Część I
Obliczenia procentowe. Część II

Podstawowe figury płaskie
Figury płaskie
Kąty i ich rodzaje
Kąty utworzone przez dwie proste przecięte trzecią prostą
Okrąg i koło

Wprowadzenie
Wzajemne położenie prostej i okręgu
Styczna do okręgu



Zadania
Symetralna odcinka
Dwusieczna kąta
Konstrukcje kątów o miarach 15°, 30°, 45°, 60°
Okrąg opisany na trójkącie
Okrąg wpisany w trójkąt
Symetria osiowa
Figury osiowosymetryczne
Symetria względem punktu
Figury środkowosymetryczne
Wielokąty foremne

Liczby wymierne
Liczby wymierne na osi liczbowej

Liczby wymierne. Wartość bezwzględna
Porównywanie liczb wymiernych

Działania na liczbach wymiernych
Odległość na osi liczbowej
Działania na liczbach wymiernych. Kolejność wykonywania działań

Wyrażenia algebraiczne
Zapisywanie i odczytywanie wyrażeń algebraicznych
Wartości liczbowe wyrażeń algebraicznych
Jednomiany i sumy algebraiczne
Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych
Mnożenie sumy algebraicznej przez jednomian
Wyłączanie wspólnego czynnika przed nawias

Wielokąty
Trójkąty i ich własności
Wielokąty i ich własności
Przystawanie figur
Cechy przystawania trójkątów

Rownania
Równanie pierwszego stopnia z jedną niewiadomą
Rozwiązanie równania. Liczba rozwiązań równania.
Rozwiązywanie równań
Stosunek dwóch wielkości
Równania w postaci proporcji
Wielkości wprost proporcjonalne
Wielkości odwrotnie proporcjonalne
Wielkości wprost i odwrotnie proporcjonalne
Wykorzystanie równań do rozwiązywania zadań tekstowych
Nierówności stopnia pierwszego
Rozwiązywanie zadań tekstowych z wykorzystaniem równań i procentów



Przekształcanie wzorów
Stereometria

Siatki i modele brył
Słowniczek



Liczby

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Życie codzienne w   wieku jest zdominowane przez świat liczb. Używamy ich
praktycznie codziennie, na przykład gdy zapisujemy datę, numer PESEL, kiedy płacimy
rachunki, podajemy wynik meczu, lub pieczemy ciasto według przepisu.

Cyfry w naszym świecie są tak powszechne i oczywiste, że mogłoby się wydawać, iż istnieją
od zawsze. Nic bardziej mylnego. Zapis cyfr, z których zbudowane są liczby, zmieniał się na
przestrzeni dziejów i różnych kultur.
Już w bardzo dawnych czasach pojawił się problem zapisu liczb. Nie wystarczyła sama
umiejętność liczenia, trzeba było prowadzić rejestry upolowanej zwierzyny, broni,
wojowników, do czego niezbędne były zapisy liczbowe.

Zapamiętaj!

Cyfra to umowny znak służący do zapisywania liczb. Słowo cyfra pochodzi z języka
arabskiego od słowa sifr, czyli zero. Obecnie używane cyfry nazywane arabskimi tak
naprawdę są pochodzenia hinduskiego.
Cyfry używane współcześnie upowszechniły się dopiero w epoce nowożytnej.
Cyfry arabskie są to znaki: .

XXI

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


Ciekawostka

Ciekawostką jest bardzo późne pojawienie się symbolu zera, dopiero około  wieku n.e.
Wynikało to z  trudności uznania zera za liczbę. Liczbę wiązano z konkretną ilością na
przykład bloków kamiennych do budowy piramid, natomiast zero oznaczało nic, brak
przedmiotów.

System liczbowy indyjsko‐arabski nazywany jest układem dziesiątkowym pozycyjnym.
System dziesiątkowy oznacza, że dziesięć jednostek niższego rzędu tworzy jedną
jednostkę bezpośrednio wyższego rzędu, np. dziesięć jedności tworzy jedną dziesiątkę,
dziesięć dziesiątek tworzy jedną setkę.
Pozycyjny system oznacza, że znaczenie cyfry jest zależne od pozycji, jaką zajmuje ona
w liczbie.

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

V

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Oto kilka nazw dużych liczb:

 – milion1 000 000

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


 – miliard
 – bilion

– biliard
 – trylion

 – tryliard

Liczby naturalne
Zapamiętaj!

Liczby naturalne to:

Najmniejszą liczbą naturalną jest zero.
W zbiorze liczb naturalnych nie ma liczby największej.

Ćwiczenie 1

Zapisz słownie każdą z liczb.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

1 000 000 000

1 000 000 000 000

1 000 000 000 000 000 

1 000 000 000 000 000 000

1 000 000 000 000 000 000 000

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16,  17,  …

2 400 050

40 001 002

3 700 002

300 020 006 100

5 000 002 010 900

22 200 000 002



Ćwiczenie 2

Zapisz następujące liczby.

1. dwadzieścia milionów pięć

2. trzy miliardy trzy miliony trzydzieści tysięcy

3. pięćdziesiąt bilionów miliard sto

4. trzy tryliony dwadzieścia bilionów sto jeden

5. jeden tryliard jeden miliard

6. dwanaście tryliardów dwanaście bilionów sto dwadzieścia milionów dwanaście

Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij i upuść.

a) Do zapisania liczby dwa miliardy pięćset milionów użyto  . 

b) Do zapisania liczby cztery biliony trzysta trzy miliardy użyto  . 

c) Do zapisania liczby biliard sto trzy biliony sto użyto  . 

d) Do zapisania liczby siedemnaście trylionów miliard cztery tysiące dwanaście użyto 

 .

 

 

 

 

10 zer 14 zer 8 zer 12 zer



Ćwiczenie 4

Odpowiedz na pytania.

1. Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych?

2. Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych zaczynających się od cyfry parzystej?

3. Ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych parzystych?

4. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, których suma cyfr jest równa ? Podaj te liczby.

5. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, których iloczyn cyfr jest równy ? Podaj te liczby.

Ćwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Już wiesz

Oto kilka własności działań w zbiorze liczb naturalnych. Niech  będą liczbami
naturalnymi.

Dodawanie jest działaniem przemiennym, czyli .
Dodawanie jest działaniem łącznym, czyli .
Mnożenie jest działaniem przemiennym, czyli .
Mnożenie jest działaniem łącznym, czyli .
W zbiorze liczb naturalnych wykonalne są działania dodawania i mnożenia, tzn.
wyniki tych działań są liczbami naturalnymi.

5

4

Najmniejszą liczbą czterocyfrową, w której suma cyfr wynosi  jest .

W zapisie liczby trylion występuje  zer.

Największą liczbą trzycyfrową, w której cyfra setek jest o dwa mniejsza od cyfry
jedności jest .

Wszystkich liczb dwucyfrowych o niepowtarzających się cyfrach jest .

2 2000

18

789

89

a,  b,  c

a+ b = b+ a

(a+ b) + c = a+ (b+ c)

a ∙ b = b ∙ a

(a ∙ b) ∙ c = a ∙ (b ∙ c)











Dzielenie nie jest działaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych, ponieważ
wynik dzielenia może nie być liczbą naturalną.
Odejmowanie nie jest działaniem wykonalnym w zbiorze liczb naturalnych,
ponieważ wynik odejmowania może nie być liczbą naturalną.
Nie można wykonać dzielenia przez liczbę .

Przykład 4

Liczba  jest podzielna przez , ponieważ . Mówimy, że liczba  jest
dzielnikiem liczby .
Nie każdą liczbę naturalną możemy podzielić przez liczbę naturalną dodatnią bez
reszty. Na przykład  reszta , ponieważ  i  . Zatem
liczba  nie dzieli się przez liczbę  bez reszty.
Liczba  jest podzielna przez każdą liczbę naturalną z wyjątkiem .

Definicja: Liczby pierwsze, liczby złożone

Liczbę naturalną  większą od  nazywamy liczbą pierwszą, jeżeli jej jedynymi
dzielnikami są liczby  i  . Liczby naturalne większe od , które nie są liczbami
pierwszymi nazywamy liczbami złożonymi. Liczby  i   nie są ani liczbami pierwszymi,
ani złożonymi.

Cechy podzielności

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ciekawostka

Liczba jest podzielna przez , jeżeli jest podzielna przez  i  .
Liczba jest podzielna przez , jeżeli od liczby powstałej przez skreślenie trzech
ostatnich cyfr odejmiemy liczbę skreśloną i otrzymana liczba jest podzielna przez .
Liczba jest podzielna przez , jeżeli jej trzy ostatnie cyfry tworzą liczbę podzielną
przez  lub są zerami.
Liczba jest podzielna przez , jeżeli w jej rzędzie jedności jest cyfra .

Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Jaka to liczba?

1. Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez .

2. Największa liczba trzycyfrowa podzielna przez .

6 2 3

7

7

8

8

10 0

Przeciągnij elementy z dolnej sekcji do górnej.

Liczby podzielne przez 3

Liczby podzielne przez 4

Liczby podzielne przez 5

6505 170 184 208

126 712 2166 1355

3243 5553 351

3

8



Ćwiczenie 8

Zosia ponumerowała strony swego  kartkowego pamiętnika. Cyfrę  napisała

Ćwiczenie 9

Aby liczba  była podzielna przez  i  w miejsce kropek należy wpisać

Ćwiczenie 10

W wyniku dzielenia pewnej liczby naturalnej przez  otrzymujemy  i reszta . Ta liczba to

16 1

 razy

 razy

 razy

 razy

13

8

9

14

2754…4 2 9

1

0

2

5

7 4 2

9

30

16

28



























Ćwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 12

W pewnym sklepie jest  metrów bieżących czerwonej wstążki. Pierwsza klientka chce
kupić kawałki wstążki o długości  metry każdy, a druga kawałki wstążki o długości  metrów
każdy.

1. Ile kawałków wstążki może kupić każda klientka?

2. Której klientce sklep powinien sprzedać wstążkę, aby w sklepie pozostało jak najmniej
metrów wstążki?

Ćwiczenie 13

Na zegarze jest godzina . Którą godzinę będzie wskazywał zegar za  minut?

Największy wspólny dzielnik i najmniejsza wspólna
wielokrotność

Definicja: Największy wspólny dzielnik

Jedyną liczbą pierwszą parzystą jest liczba .

Jeżeli liczba  jest dzielnikiem pewnej liczby , to jest też dzielnikiem .

Najmniejszą liczbą pierwszą jest .

Liczba  jest wielokrotnością liczby .

2

3 x 2x

1

5 125

127

4 5

12 : 20 550











Największym wspólnym dzielnikiem dodatnich liczb naturalnych  i   (oznaczamy 
 nazywamy największą liczbę naturalną, która jest jednocześnie dzielnikiem

liczby  i liczby .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Najmniejsza wspólna wielokrotność

Najmniejszą wspólną wielokrotnością liczb naturalnych dodatnich  i   (oznaczamy 
 nazywamy najmniejszą liczbę naturalną dodatnią, która jest podzielna przez

liczbę  i liczbę .

a b

NWD(a, b))

a b

a b

NWW(a,  b)

a b

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Ćwiczenie 14

Oblicz, stosując metodę rozkładu na czynniki pierwsze.

1.  i 

2.  i 

3.  i 

Ćwiczenie 15

Zuzia planuje przyjęcie urodzinowe. Spodziewa się na urodzinach czterech lub pięciu
koleżanek, a każdą koleżankę pragnie poczęstować taką samą liczbą ciastek. Ile co najmniej
ciastek musi upiec Zuzia?

NWD(60,  90) NWW(60,  90)

NWD(630,  42) NWW(630,  42)

NWD(490,  385) NWW(490,  385)

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


Ćwiczenie 16

Wychowawczyni klasy  gimnazjum otrzymała  długopisów i  notesów dla uczniów
swojej klasy. Chciałaby rozdać uczniom wszystkie otrzymane przedmioty. Ilu uczniów otrzyma
podarunki, jeżeli każdy uczeń ma dostać od wychowawczyni taką samą liczbę długopisów
i taką samą liczbę notesów?

Ćwiczenie 17

W domu państwa Nowaków, zbudowanym w  roku, postanowiono średnio co  lata
wymieniać dywan w salonie, a co  lata odświeżać ściany, malując je nowym kolorem.

1. W którym najbliższym roku czeka państwa Nowaków wymiana dywanu i malowanie ścian
jednocześnie?

2. Ile razy do  roku może się to jeszcze wydarzyć? Kiedy to będzie?

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

I 60 40

2014 4

3

2055

https://zpe.gov.pl/a/DACHamChe


Ćwiczenie 18

Skorzystaj z algorytmu Euklidesa i oblicz  liczb: .

Ćwiczenie 19

Poszukaj w dostępnych źródłach informacji o liczbach doskonałych.

Ćwiczenie 20

Zapoznaj się z cechą podzielności liczb przez

1. 

2. 

Ćwiczenie 21

Poszukaj w dostępnych źródłach informacji, na czym polega schemat wyznaczania liczb
pierwszych nazywany sitem Eratostenesa. Wypisz wszystkie liczby pierwsze mniejsze od .

Ćwiczenie 22

Poszukaj w dostępnych źródłach informacji, co to są liczby względnie pierwsze. Sprawdź, czy
liczby  i  są względnie pierwsze.

NWD 4290,  1210

13

17

60

15 16



Zapisywanie i odczytywanie liczb w systemie
rzymskim

Rzymski system zapisywania liczb wykorzystuje cyfry pochodzenia etruskiego, które
Rzymianie przejęli i zmodyfikowali około  wieku p.n.e. Zapis liczb jest przejrzysty
i logiczny, jednak niewygodny. Rzymskimi cyframi nie można też zapisać ułamków. Cyfry
rzymskie zostały wyparte z codziennego użytku przez mniej skomplikowane arabskie. Cyfry
te wciąż stosuje się w:

zapisie wieków w historii, na przykład  wiek naszej ery;
zapisywaniu miesięcy, na przykład  – (czerwiec)
zapisywaniu dat, na przykład powstania budowli;
nazwach wydarzeń historycznych, na przykład I wojna światowa;
imionach władców i papieży, na przykład Jan Paweł ;
numerowaniu tomów dzieł, na przykład  tom encyklopedii;
oznaczaniu numerów liceów w Polsce, na przykład  Liceum Ogólnokształcące;
numerowaniu klas w szkole, na przykład ;
numerowaniu pięter w budynkach, na przykład  piętro;
zapisywaniu godzin na cyferblatach zegarów.

W zapisie stosujemy  znaków i . Nie ma symbolu zera. 
Liczby uzyskuje się poprzez dodawanie lub odejmowanie poszczególnych symboli.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Aby zapisać liczbę w systemie rzymskim, należy stosować poniższe zasady.

VI  −  V

XVII

VI

 II

V

IV

III b

VII

7 I,  V,  X,  L,  C,  D   M



Do zapisu liczby używamy co najwyżej trzech takich samych symboli spośród: 
.

Obok siebie nie możemy umieścić dwóch takich samych symboli spośród: .
Jeżeli symbole występują w kolejności malejącej, to wartości odpowiadające tym
symbolom dodajemy.
Jeżeli przed symbolem oznaczającym większą wartość, występuje symbol oznaczający
mniejszą wartość, to od większej wartości odejmujemy mniejszą, na przykład

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

I,  X,  C,  M

V ,  L,  D

IV –  4,  IX –  9,  XL –  40,  XC –  90,  CD –  400,  CM –  900

https://zpe.gov.pl/a/Dazujkf7e


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Zapisz podane liczby za pomocą znaków rzymskich.

1. 

2. 

1666

3999

https://zpe.gov.pl/a/Dazujkf7e


Ćwiczenie 2

Rozszyfruj wyrazy, wstawiając w miejsce liczb odpowiednie znaki rzymskie.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Ćwiczenie 3

Zapisz znakami rzymskimi podane daty.

1. – upadek cesarstwa zachodniorzymskiego

2. – stworzenie Kościoła anglikańskiego

3. – odkrycie Australii przez Jamesa Cooka

4. – założenie Uniwersytetu Krakowskiego

5. – bitwa pod Wiedniem

500 A 50

500 O 1000

1000 O 500 A

50 A 1000 A

100 U 500

50 EJ 100 E

500 A 1000 A

1000 O 100

476 r.

1534 r.

1768 r.

1364 r.

1683 r.  



Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Różnica liczb  i  wynosi

Przeciągnij i upuść, aby uszeregować chronologicznie wydarzenia.

a)  MDCLXVI wielki pożar Londynu, 

b)  MDX ogłoszenie teorii heliocentrycznej przez Mikołaja Kopernika, 

c)  MDXXV hołd pruski, 

d)  MDCCLXXVI ogłoszenie Deklaracji Niepodległości Stanów Zjednoczonych, 

e)  MCCCLXXXV pierwsza unia polsko - litewska. 

 

 

 

 

 

1 5 2 4 3

MCDXXI CCCLVII  

1065

1063

MLXIV

MLXVI
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Ćwiczenie 6

W którym przypadku liczby:  , ,  są uporządkowane
malejąco?

Ćwiczenie 7

Jeżeli w liczbie  zamienimy miejscami znaki  i  to otrzymamy liczbę

Ćwiczenie 8
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

MCCCLXXI MCCXXIX MCXCII

, , 

,  

, , 

, , 

MCXCII MCCCLXXI MCCXXIX

MCCCLXXI MCXCII, MCCXXIX

MCCXXIX MCXCII MCCCLXXI

MCCCLXXI MCCXXIX MCXCII

MDLXIV  L X,

dwadzieścia razy większą

dwadzieścia razy mniejszą

o dwadzieścia mniejszą

o dwadzieścia większą
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Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 11
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 12
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary.

MCLXXXVII 1463

CLXVI 1187

CCCLXXII 2016

MMXVI 372

MDCCXXIII 166

MCDLXIII 1723

Liczba  jest o jeden większa od .

Liczba  zapisana w zapisie rzymskim to .

Dwa znaki  mogą znajdować się obok siebie.

Liczba  w zapisie rzymskim to 

Największą liczbą, którą można zapisać za pomocą tylko dwóch znaków rzymskich
jest .

C XCIX

49 IL

L

42 XXXXII.  

55













Ćwiczenie 13

Ile jest liczb zapisanych w systemie rzymskim, w których każdego znaku użyto dokładnie jeden
raz? Podaj przykłady takich liczb.

Ćwiczenie 14
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 15

Znajdź tekst źródłowy, w którym zostały użyte tylko liczby zapisane w systemie rzymskim.



Działania na ułamkach zwykłych

Przypomnijmy, jak wykonujemy dodawanie i odejmowanie ułamków zwykłych.
Przykład 1

Na swoje urodziny Ania przygotowała dwie, jednakowej wielkości pizze. Zuzia, koleżanka
Ani zjadła dwa kawałki z pierwszej pizzy i jeden kawałek drugiej. Obliczmy, jaką część
jednej pizzy zjadła Zuzia. Zuzia poczęstowała się dwoma kawałkami z pierwszej pizzy,
która była podzielona na osiem części oraz jednym kawałkiem drugiej pizzy, która była
podzielona na sześć równych części.

Aby obliczyć jaką część pizzy zjadła Zuzia musimy dodać do siebie te dwa ułamki.
Najpierw jednak skrócimy pierwszy ułamek przez dwa a następnie sprowadzimy obydwa
ułamki do wspólnego mianownika. Będzie nim liczba .

A teraz dodamy do siebie liczniki tych ułamków, a mianownik pozostawimy bez zmian.

Zuzia zjadła  pizzy.
Przykład 2

Policzymy teraz jaka część z obydwu pizz przygotowanych przez Anię pozostała jeszcze
dla innych gości. Aby obliczyć, jaka część obydwu pizz pozostała musimy od dwóch pizz
odjąć części pizzy, którą zjadła Zuzia.

Podobnie jak przy dodawaniu, aby odjąć od siebie dwa ułamki sprowadzamy je najpierw
do wspólnego mianownika, a  następnie odejmujemy liczniki. Wspólnym mianownikiem
będzie . Czyli mamy dwadzieścia cztery dwunaste
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po wyłączeniu całości otrzymamy . 
Pozostało jeszcze  pizzy.
Przykład 3

Spróbujmy teraz od trzy i jedna czwarta odjąć jeden i dwie trzecie. Nie możemy odjąć od
siebie całości, a dopiero potem zająć się ułamkami, ponieważ jedna czwarta jest mniejsza
od dwóch trzecich.

ponieważ

Musimy odejmowanie zapisać w postaci:

Dodawanie i odejmowanie ułamków zwykłych.
Już wiesz
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Film dostępny pod adresem /preview/resource/RhPsOTUzHSfAM
Dodawanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_315
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostępny pod adresem /preview/resource/RrHkPSYpqqMCC
Odejmowanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_316
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

file:///preview/resource/RhPsOTUzHSfAM
file:///preview/resource/RrHkPSYpqqMCC


Odejmowanie liczb mieszanych.
Już wiesz

Film dostępny pod adresem /preview/resource/R1LhTDe1g7bvZ
Odejmowanie ulamkow zwyklych o jednakowych mianownikach_atrapa_animacja_317
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

file:///preview/resource/R1LhTDe1g7bvZ


Ćwiczenie 1

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 2

Oblicz w pamięci.
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Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Liczba  jest wynikiem działania

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 5

Na działce rosną róże i tulipany. Uprawa róż zajmuje  całej działki, a  działki zajmują
tulipany. Jaką część powierzchni całej działki zajmują kwiaty?

Ćwiczenie 6

Ćwiczenie 7

Od sumy liczb  i  odejmij  .

Ćwiczenie 8

Suma trzech liczb wynosi  . Druga z nich to  , a pierwsza jest o  mniejsza od drugiej.
Znajdź trzecią liczbę.
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4
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12
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12

Przy planowaniu trasy wycieczki klasowej okazało się, że  liczby wszystkich uczniów
zwiedzało już Gdańsk, lecz nie było w Krakowie, a   liczby uczniów chciałaby pojechać do
Gdańska, bo było już w Krakowie. Jaka część klasy nie widziała żadnego z tych miast?
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Ćwiczenie 9

W pierwszej klasie gimnazjum przeprowadzono wśród uczniów ankietę na temat spędzania
wolnego czasu. Spośród ankietowanych  lubi oglądać filmy, a  uczniów preferuje długie
spacery. Czy są w klasie osoby, które wybrały obie formy spędzania wolnego czasu? Jeśli tak,
to jaka to część wszystkich uczniów?

Ćwiczenie 10

Tomek opowiedział kolegom, jak zazwyczaj wydaje swoje kieszonkowe:
 Na słodycze przeznaczam  kieszonkowego,  kieszonkowego wydaję na karnet na

siłownię. Na zakup gazet wydaję  kwoty, za wstęp na pływalnię płacę  złotych,  kwoty
przeznaczam na zakup karmy dla kota. Na kosmetyki zostaje mi  kieszonkowego. 
Czy Tomek powiedział prawdę?

Ćwiczenie 11

Oblicz w pamięci.
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Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 13

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 14

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 15

Liczba  jest wynikiem działania

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 16

Janek, idąc do szkoły, pokonuje  metry. Długość drogi Julka do szkoły stanowi trzecią część
długości drogi Janka. A zatem Julek ma do szkoły

Ćwiczenie 17

Ania poprosiła mamę o  na bilet do kina. Ile złotych kieszonkowego dostaje Ania, jeżeli
cena biletu stanowi  kieszonkowego Ani?

384

 metrów

 metry

 metrów

 metry

768

1152

128

192

30 zł
3

5

50 zł

40 zł

20 zł

30 zł
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Ćwiczenie 18

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 19

Ile razy iloczyn liczb  i  jest większy od ilorazu tych liczb?

Ćwiczenie 20

W klasie pierwszej gimnazjum jest  uczniów. Liczba dziewcząt stanowi  liczby wszystkich
uczniów klasy. Ile jest dziewcząt, a ilu chłopców w tej klasie? Jaki jest stosunek liczby
chłopców do liczby dziewcząt?

Ćwiczenie 21

W sklepie warzywnym było  pomarańczy. Pierwszego dnia sprzedano  wszystkich
pomarańczy, drugiego  pozostałych, a trzeciego dnia resztę.

1. Ile kilogramów pomarańczy sprzedano każdego dnia?

2. Jaki był zysk ze sprzedaży pomarańczy, jeżeli pierwszego i drugiego dnia cena bru�o była
o  groszy wyższa od ceny ne�o, a trzeciego dnia cena bru�o była o  groszy wyższa od
ceny ne�o?

3. Jaki jest stosunek zysku ze sprzedaży pomarańczy do ceny ich zakupu w hurtowni, jeżeli
cena ne�o wynosiła  za kilogram?

Jeżeli najmniejszą liczbę pierwszą podzielimy przez najmniejszą liczbę złożoną, to
otrzymamy .

Liczba , a liczba . Zatem liczba  stanowi  liczby .

Jeżeli za  kilograma cukierków zapłacimy , to kilogram tych cukierków
kosztuje .

Połowa z połowy liczby  to .
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2
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Ćwiczenie 22

Poszukaj w dostępnych źródłach wiedzy, co to są ułamki egipskie. Przedstaw ułamek  jako
sumę ułamków egipskich.

77

60



Działania na ułamkach dziesiętnych

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Dodawanie i odejmowanie ułamków dziesiętnych
Przypomnijmy, jak wykonujemy dodawanie i odejmowanie ułamków dziesiętnych.

Przykład 1

https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF
https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF


Ćwiczenie 1

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1,2 + 0,8

0,3 + 1,2

2,5 + 3,5

0,01 + 2,1

3,1 + 4,2 + 2,3

0,7 + 0,8 + 0,9

Połącz w pary.

16,42 2,5+0,25+0,025

1,59 0,25 + 1,34

18,231 9,45 + 2,37

2,775 17,001 + 1,23

11,82 25,13 + 0,012

25,142 12,54 + 3,88



Ćwiczenie 3

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2,5 − 0,3

14,5 − 7

100 − 3,5

1,35 − 0,3

0,7 − 0,5 − 0,1

2,3 − 0,3 − 0,8

Połącz w pary.

0,315 104,8 - 2,3 - 0,8

1.57 0,375 - 0,06

13,48 12,3 - 2,8

101,7 103,5 - 2,7

100,8 32,8 - 30,03 - 1,2

9,5 13,5 - 0,02



Ćwiczenie 5

Która liczba jest największa?

Ćwiczenie 6

Zosia kupiła  kg owoców:  kg jabłek,  kg gruszek i czereśnie. Ile ważyły czereśnie?

Ćwiczenie 7

Liczba  jest wynikiem działania

4,6 − 2,2

0,9 + 2,3

1,2 + 1,1

3,6 − 1,1

3,6 2,3 0,8

3,1 kg

0,5 kg

0,6 kg

1,2 kg

2,8

7,2 − 4,4

1,9 + 0,8

4,6 − 2,8

6,3 − 3,4
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Ćwiczenie 8

Kupujesz w sklepie ser za , chleb za , masło za  i dżem za . 
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 9

O ile suma liczb  i  jest większa od ich różnicy?

Ćwiczenie 10

Temperatura ciała zdrowego człowieka wynosi C  a przeciętna temperatura ciała psa to
C  O ile stopni Celsjusza pies ma wyższą temperaturę ciała niż człowiek?

Ćwiczenie 11

Ania za jabłka zapłaciła , a za gruszki . Kupiła także banany za 
i winogrona za . Ile zostało jej pieniędzy, jeżeli miała na zakupy ?

Ćwiczenie 12

Ciasto sporządzono z   mąki,  cukru,  jajek,  proszku do
pieczenia i  owoców. Ile waży to ciasto, jeżeli w trakcie pieczenia straciło ok. 
swojej masy?

2,30 zł 4,60 zł 3,80 zł 4,30 zł

Za zakupy zapłacisz .

Dokupujesz jeszcze sól za  Płacisz banknotem . Zostanie  reszty.

Na zakupy wystarczy .

Za zakupy zapłacisz banknotem  oraz monetami  i .

15 zł

2,20 zł. 20 zł 1,80 zł

15 zł

10 zł 2 zł,  1 zł 50 gr

3,45 1,68

36,6° ,

38,8° .

3,30 zł 5,40 zł 7,60 zł
6,90 zł 30 zł

0,25 kg 0,125 kg 0,08 kg 0,01 kg

0,5 kg 0,1 kg
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Mnożenie i dzielenie ułamków dziesiętnych
Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 4

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF
https://zpe.gov.pl/a/DUMfaSyRF


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 13

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 14

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

12,5 ∙ 10 

0,375 ∙ 100 

15,285 ∙ 1000 

18,25 ∙ 0,1 

1315 ∙ 0,01 

0,16 ∙ 0,001 

134 : 10

12 : 100

0,26 : 1000

34,5 : 0,1

1456 : 0,01

3400 : 0,001



Ćwiczenie 15

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 16

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1,2 ∙ 2

0,3 ∙ 4

0,25 ∙ 5

12 ∙ 0,5

0,3 ∙ 0,4 ∙ 2

0,5 ∙ 6 ∙ 0,01

Połącz w pary.

0,0009 3, 07 ⋅ 0, 2

0,614 12 ⋅ 0, 05

69,006 14, 5 ⋅ 3, 08

3,375 0, 3 ⋅ 0, 003

44,66 3, 1 ⋅ 4, 2 ⋅ 5, 3

0,6 1, 35 ⋅ 2, 5



Ćwiczenie 17

Oblicz w pamięci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1,2 : 2

0,36 : 3

1,5 : 0,1

30 : 0,3

50 : 0,05

0,25 : 0,5

Połącz w pary.

200 12 : 0, 06

300 15, 5 : 0, 5 : 0, 1

310 1, 4 : 0, 2

0,9 0, 27 : 0, 3

7 0, 3 : 0, 001

0,3 0, 51 : 1, 7



Ćwiczenie 19

Która liczba jest największa?

Ćwiczenie 20

Woda stanowi około  masy ciała Zuzi. Ile waży dziewczynka, jeżeli woda w jej organizmie
waży ?

120 ∙ 0,001

12 ∙ 0,1

0,12 ∙ 0,1

1,2 ∙ 100

0,65

18,2 kg

32  kg

15  kg

12  kg

28  kg



















Ćwiczenie 21

Za  sera żółtego zapłacono . Ile kosztuje  tego sera?

Ćwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 23

Właściciel sklepu zakupił  kilogramy jabłek w cenie  za  kilogram. Następnego dnia
okazało się, że cena jabłek wzrosła do  za  kilogram. Ile złotych więcej zapłaciłby
właściciel sklepu, gdyby kupił jabłka następnego dnia?

0,4 kg 9,60 zł 2,5 kg

18 zł

60 zł 

24 zł

40 zł

Iloraz liczb i  jest równy 

Jeżeli w  sera jest  tłuszczu, to w  sera są  tłuszczu.

Za  można kupić co najwyżej  biletów po .

Jeżeli  ciastek kosztuje  to  kilogram kosztuje .

0,64   0,4 1,6.

200 g 40 g 10 g 2 g

25 zł 11 2,30 zł

0,25 kg 4 zł, 1 12 zł

54 2,75 zł 1

3,20 zł 1



















Ćwiczenie 24

Linę o długości  przecięto na dwie części w taki sposób, że jedna część jest o 
dłuższa od drugiej.

1. Jaką długość mają powstałe kawałki liny?

2. Jaką cześć pierwotnej liny stanowi dłuższy kawałek?

3. Jaką częścią krótszego kawałka jest dłuższy kawałek liny?

Ćwiczenie 25

Julka zebrała już  całej kwoty potrzebnej na wyjazd na zieloną szkołę.

1. Jaką kwotę ma już odłożoną, jeżeli brakuje jej jeszcze ?

2. Jaką część brakującej kwoty stanowi część pieniędzy, którą Julka już zaoszczędziła?

Ćwiczenie 26

Sporządź diagram tygodniowych wydatków Twojej rodziny. Zaznacz na diagramie rodzaje
i kwoty wydatków.

3,6 m 1,4 m

0,4

480 zł



Porównywanie: liczb, ułamków zwykłych i
dziesiętnych

W życiu codziennym ważną umiejętnością jest porównywanie wielkości. Porównujemy na
przykład ceny w sklepach, wzrost ludzi, odległości między miastami. Porównywanie
sprowadza się do odpowiedzi na pytanie: Która z liczb, wyrażających daną wielkość, jest
mniejsza, a która większa?

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

W tabeli zapisano w kolejności malejącej liczby mieszkańców wybranych stolic
europejskich. Z zestawienia wynika, że najwięcej ludzi mieszka w  Moskwie.

Tabela. Dane

Lp. Nazwa stolicy Liczba ludności

Moskwa

Londyn

Madryt

10470,318 tys.

7556,9 tys.

3573,729 tys.

https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50


Berlin

Kijów

Rzym

Paryż

Bukareszt

Mińsk

Warszawa

Budapeszt

Wiedeń

Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 4

Najkrótszym dystansem na zawodach lekkoatletycznych na otwartym stadionie jest bieg
na  metrów, nazywany klasycznym biegiem sprinterskim. Rekordzistów świata na tym
dystansie nazywa się często najszybszymi mężczyznami lub najszybszymi kobietami
świata.
Według danych na dzień  roku najszybciej ten dystans pokonali:

3405,483 tys.

2744,384 tys.

2724,347 tys.

2153,6 tys.

1930,39 tys.

1828,9 tys.

1716,854 tys.

1698,106 tys.

1680,447 tys.

100

31.08.2013

https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50


Usain Bolt –  (Jamajka)
Tyson Gay – (USA)
Yohan Blake –  (Jamajka)
Asafa Powell –  (Jamajka)
Nesta Carter – (Jamajka).

Z powyższego zestawienia wynika, że rekordzistą świata w biegu na  metrów w 
 był Usain Bolt.

Już wiesz

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Już wiesz

9,58 s

9,69 s 

9,69 s

9,72 s

9,78 s 

100

2013 r.

https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Już wiesz

Porównywanie ułamków dziesiętnych zaczynamy od porównania cyfr występujących
w ich najwyższych rzędach. Jeżeli cyfry występujące w rzędach całkowitych są równe,
należy porównywać cyfry w rzędach części dziesiątych, setnych, tysięcznych itd., aż do
rzędu, w którym w jednym z ułamków pojawi się cyfra większa niż w drugim.
Przykład 5

Który z podanych ułamków zwykłych jest większy:  czy  ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ponieważ  to .
Zapamiętaj!

2

7

3

7

3 > 2,

3

7

>

2

7

https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50


Jeżeli dwa ułamki zwykłe mają ten sam mianownik, to większy jest ten ułamek, który ma
większy licznik.
Już wiesz

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 6

Który z podanych ułamków zwykłych jest większy:  czy  ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ponieważ , to .
Zapamiętaj!

1

5

1

8

 

5 < 8

1

5

>

1

8

https://zpe.gov.pl/a/D14VpGs50


Jeżeli dwa ułamki zwykłe mają ten sam licznik, to większy jest ten ułamek, który ma
mniejszy mianownik.
Przykład 7

Z okazji rozpoczynających się wakacji Ania i Basia wybrały się do nowo otwartej pizzerii.
Dziewczynki zamówiły dwie małe pizze z pieczarkami, po jednej dla każdej z nich. Ania
zjadła  swojej pizzy, natomiast Basia . Która z nich zjadła większą część pizzy? 
Po sprowadzeniu odpowiednich ułamków do wspólnego mianownika, otrzymujemy

Ponieważ

to

Większą część pizzy zjadła Basia.
Przykład 8

Który z podanych ułamków jest większy:  czy  ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Jeżeli dwa ułamki zwykłe mają różne liczniki i mianowniki, to należy sprowadzić je do
wspólnego licznika lub mianownika, i dopiero wtedy porównać.

4

7

2

3

4

7

=

12

21

,

2

3

=

14

21

.

12

21

<

14

21

,

4

7

<

2

3

.

3

5

2

3

2

3

>

3

5



Ćwiczenie 1

Tabela przedstawia dane dotyczące rekordów świata w pływaniu na  metrów kobiet
i mężczyzn. ( źródło Wikipedia)

Tabela. Dane

Kobiety Mężczyźni

Styl grzbietowy

Styl klasyczny

Styl motylkowy

Styl dowolny

Na podstawie tabeli uzupełnij zdania.

1. Najlepszy wynik uzyskany przez mężczyzn to … s, natomiast najsłabszy to … s.

2. Najlepszy wynik uzyskany przez kobiety to … s, natomiast najsłabszy to … s.

3. O ile sekund szybciej dopłynął do mety rekordzista świata mężczyzn niż rekordzistka
świata kobiet w stylu dowolnym?

Ćwiczenie 2
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

50

27, 06 s (2009 r. )

24, 04 s

(2009 r. )

29,48 s (2013 r. ) 26,62 s (2014 r. )

24,43 s (2014 r. ) 22,43 s (2009 r. )

23,73 s (2009 r. ) 20,91 s (2009 r. )



Ćwiczenie 3

Wstaw w miejsce kropek taką liczbę naturalną, aby otrzymać nierówność prawdziwą.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

Ćwiczenie 4
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ćwiczenie 5

Na sprawdzianie, w jednym z zadań, należało porównać wartości wyrażeń i wpisać między
nimi znak . W którym z przykładów uczeń klasy pierwszej popełnił błąd?

Ćwiczenie 6

Spośród poniższych ułamków wybierz największy.

>, <, =

4

5

+ 1 > 1 + 0,8

1

2

∙

3

5

> 0,2

6

7

:

1

7

< 7

1

3

2,3 + 0,81 > 3,011

38

75

18

38

4

9

9

18



















Ćwiczenie 7

W kolejności malejącej uporządkowane są następujące liczby

Ćwiczenie 8

Uporządkuj podane liczby rosnąco.

Ćwiczenie 9

Uporządkuj podane liczby malejąco.

Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

3,232;  3,231;  2,313;  2,211

1

16

;  

1

8

;  

1

4
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1

2

4
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1
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4

15
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9

3
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2

3

; 0,8;

23

25

3,23;

323

11

;  3,223;  32,3; 29

1

3

Liczba  jest mniejsza od liczby .

Iloczyn liczb  jest większy od ułamka .

Ułamek  jest większy od  i mniejszy od .

Różnica liczb  i  jest mniejsza od .

2,755 2

3

4

1

1

6

∙ 2,4 2,81

16

23

1

2

3

4

2

83

42

1

42








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



Ćwiczenie 11

Dopasuj litery do odpowiednich ułamków: , , , .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 12

Dopasuj litery do odpowiednich liczb: .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3

4

1

8

1

2

2

5

3,3;  3,25;  3,6;  3,5;  3,255



Ćwiczenie 13

1. Korzystając z mapy, oszacuj, jaką powierzchnię zajmuje województwo łódzkie. Pamiętaj,
że powierzchnia Polski wynosi około .

2. Znajdź województwa o podobnej powierzchni.

woj. mazowieckie

woj. podlaskie

woj. podkarpackie

woj. małopolskie

woj.
śląskie

woj.
opolskie

woj. dolnośląskie

woj. lubuskie

woj. wielkopolskie

woj.
świętokrzyskie

woj. łódzkie

woj. lubelskie

woj. pomorskie

woj. 
zachodniopomorskie

woj. 
kujawsko-pomorskie

woj. warmińsko-mazurskie

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. W poniższej tabeli podano, jaką część powierzchni Polski stanowi pięć województw.
Uporządkuj nazwy województw według powierzchni, zaczynając od najmniejszej do
największej.

4. Podaj przybliżoną wartość powierzchni tych województw, jeżeli powierzchnia Polski
wynosi około 

Ćwiczenie 14

Wstaw w miejsce kropek taką liczbę naturalną, aby spełniona była podana nierówność,
a wstawienie liczby o  mniejszej spowoduje zmianę znaku nierówności.

1. 

2. 

312000 km

2

312 000 km².

1

4

11

<  

…

7

3

4

<  

…

9



Ćwiczenie 15

Wstaw w miejsce kropek taką liczbę naturalną, aby spełniona była podana nierówność,
a wstawienie liczby o  większej spowoduje zmianę znaku nierówności.

1. 

2. 

Ćwiczenie 16

Znajdź siedem liczb, które są większe od  i mniejsze od .

Ćwiczenie 17

W pewnej klasie  wszystkich uczniów stanowią chłopcy. Połowa chłopców tej klasy ma
ciemne włosy. Czy chłopcy z ciemnymi włosami stanowią więcej, czy mniej niż połowę
uczniów tej klasy?

Ćwiczenie 18

Grupa gimnazjalistów wybrała się na pieszy jesienny rajd do pobliskiego parku. Podczas
pierwszej części rajdu uczniowie przebyli  całej trasy. Podczas drugiej części rajdu przebyli 

 całej trasy. Podczas której części rajdu uczniowie pokonali więcej kilometrów?

Ćwiczenie 19

Podczas zawodów tanecznych  wszystkich widzów uznało, że najbardziej widowiskowy był
pokaz rumby. Natomiast  wszystkich widzów za najciekawszy występ uznało pokaz
samby. Który pokaz, zdaniem widzów był atrakcyjniejszy?

1
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11

>  

…

10
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7
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136
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Ćwiczenie 20

Państwo Nowakowie wybrali się na zakupy do supermarketu.

1. Czy cena  kilograma proszku w każdym przypadku jest taka sama? Odpowiedź uzasadnij.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Państwo Nowakowie chcą kupić  litra soku w opakowaniach jednego rodzaju. Jakie
opakowania soku powinni wybrać, aby zapłacić jak najmniej? Odpowiedź uzasadnij.

1

10,5



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Rozwinięcia dziesiętne ułamka zwykłego

Rozwinięcia dziesiętne ułamka zwykłego można wyznaczać dwoma sposobami.
Przykład 1

Znajdź rozwinięcia dziesiętne ułamków  i  .

Przykład 2

Wykonaj wskazane dzielenia, używając kalkulatora.
  

  
  

  
  

Odpowiedź: 

Jedynym dzielnikiem mianownika, będącym liczbą pierwszą w ułamku , jest liczba
.

Jedynym dzielnikiem mianownika, będącym liczbą pierwszą w ułamku , jest liczba
.

Jedynym dzielnikiem mianownika , będącym liczbą pierwszą w ułamku , jest
liczba .

Jedynymi dzielnikami mianownika, będącymi liczbami pierwszymi w ułamku , są
liczby  i 

Jedynym dzielnikiem mianownika, będącym liczbą pierwszą w ułamku , jest
liczba .
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Zapamiętaj!

Jeżeli jedynymi dzielnikami mianownika ułamka nieskracalnego są liczby  lub , to ten
ułamek ma rozwinięcie dziesiętne skończone.

Rozważmy teraz takie ułamki, w których w rozkładzie na czynniki pierwsze mianownika
występują jeszcze inne liczby niż 2 i 5.

Przykład 3

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D9RNOA4l2
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Jeżeli mianownik ułamka zwykłego nieskracalnego jest podzielny przez liczbę
pierwszą różną od  i  , to ten ułamek zwykły ma rozwinięcie dziesiętne
nieskończone.
Powtarzający się układ cyfr w rozwinięciu dziesiętnym nieskończonym ułamka
nazywamy jego okresem. Aby uprościć zapis takiego rozwinięcia, okres zapisujemy
w nawiasie.

Własność: Rozwinięcie ułamka zwykłego

Każdy ułamek zwykły ma rozwinięcie dziesiętne skończone lub nieskończone okresowe.
Ciekawostka

Istnieją liczby, które mają rozwinięcia dziesiętne nieskończone nieokresowe.
Na przykład

Powyższych liczb nie można zapisać w postaci ułamków zwykłych.

Ćwiczenie 1

Liczby  nie można zapisać w postaci ułamka zwykłego. Podaj
inny przykład liczby, której nie można zapisać w postaci ułamka zwykłego.

2 5

2 5

2,30300300030000300000…

0,123456789101112131415…

0,123456789101112131415…

https://zpe.gov.pl/a/D9RNOA4l2


Ćwiczenie 2

Wyznacz rozwinięcia dziesiętne podanych liczb.

1. 

2. 

Ćwiczenie 3
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Uporządkuj podane liczby rosnąco.
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Ćwiczenie 5

Uporządkuj podane liczby malejąco.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Ćwiczenie 6

2

5

0,4(16)

5

12

0,416

0,4166

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
Zaznacz zdania prawdziwe.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne skończone.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne skończone.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne skończone.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne nieskończone.

121

22

8

12

69

50

323

200











Ćwiczenie 7

Ćwiczenie 8

Ćwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
Zaznacz zdania prawdziwe.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne nieskończone nieokresowe.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne nieskończone okresowe.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne nieskończone okresowe.

Ułamek  ma rozwinięcie dziesiętne nieskończone.

8

13

16

38

7

16

22

34

Dwudziesta cyfra po przecinku liczby  jest równa4,32(7451)

5

7

1

4

Która z podanych liczb jest największa?

4,01(23)

4, (0123)

4,012(30)

4,0(123)
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Ćwiczenie 10

Ćwiczenie 11

W miejsce kropek wstaw liczbę, która spełnia podany warunek

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Rozwinięcie dziesiętne ułamka  jest równe41

25

1,64

0,82

16,4

1,61

0,3 < … <

1

3

0,33 < … <

1

3

0, (2) < … <

1

3

3, (7) < … < 3, (8)

8,03(1) < … < 8,0(31)

1, (53) < … < 1,53(54)











Ćwiczenie 12

Wstaw w miejsce kropek taką liczbę naturalną, aby spełniony był podany warunek

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 13

Korzystając z kalkulatora, wyznacz rozwinięcia dziesiętne podanych ułamków zwykłych

1. 

2. 

3. 

4. Czy zauważasz zależność? Jak sądzisz, jakie rozwinięcia dziesiętne będą miały następujące
liczby ?
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Ćwiczenie 14

Korzystając z powyższej zależności, podaj ułamki zwykłe, które są równe poniższym liczbom.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

0, (2) 

0, (7)

0, (08)

0, (25)

0, (67)

0, (243)

0, (500)

0, (687)

0, (2034)

0, (787890)



Działania na ułamkach zwykłych i dziesiętnych

Aby obliczyć wartość wyrażenia, w którym występują ułamki zwykłe i ułamki dziesiętne,
należy te ułamki doprowadzić do tej samej postaci, czyli ułamki zwykłe zamienić na
dziesiętne lub odwrotnie, a potem wykonać działania.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ważne!

Każdy ułamek dziesiętny skończony lub okresowy można zapisać za pomocą ułamka
zwykłego, ale nie każdy ułamek zwykły można zapisać za pomocą ułamka dziesiętnego
skończonego.

Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij i upuść.
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Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 6

Ćwiczenie 7

Litr mleka waży ok . Ile waży  litra mleka?1,14 kg

1

3

0,38  kg

0,33 kg

3,42  kg

1

3

  kg

Z domu do szkoły Julek pokonuje drogę długości , zaś Damian  długości drogi Julka.
Obaj chłopcy przez dwa dni, idąc do szkoły i z powrotem, pokonają

1,2 km

3

4

8,4 km

2,1 km

4,2 km

6,3 km
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Ćwiczenie 8

Ćwiczenie 9

Jeden bok prostokąta zwiększono o , a drugi zmniejszono . Jak zmieni się
obwód tego prostokąta?

Ćwiczenie 10

Kasia, Julka i  Patrycja czytają tę samą książkę. Kasia przeczytała już  wszystkich stron
książki, Julka , a Patrycja  wszystkich stron książki.

1. Której dziewczynce zostało najmniej stron do przeczytania?

2. Ile stron przeczytała każda z dziewczynek, jeżeli książka ma  stron?

3. Jaki jest stosunek nieprzeczytanych stron do przeczytanych w książce Patrycji?

Ćwiczenie 11

W rozlewni wody mineralnej „Pragnienie” w ciągu jednej minuty rozlewa się  litrów wody do
butelek o pojemności litra, wypełniając każdą butelkę do  pojemności. Ile butelek wody
mineralnej napełnia rozlewnia „Pragnienie” w ciągu minuty?

Kilogram jabłek i kilogram gruszek kosztują razem . Cena kilograma jabłek stanowi
trzecią część ceny kilograma gruszek. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Za  kilograma gruszek zapłacimy .

Kilogram gruszek kosztuje .

Za  kilograma jabłek i  kilograma gruszek zapłacimy .

Kilogram jabłek kosztuje .

7,20 zł

1
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2,70 zł

1,80 zł
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Ćwiczenie 12

Aby sprzedać  kilogramy proszku do prania trzeba przesypać go w pojemniki o wadze 
kilograma każdy.

1. Ile pojemników potrzeba, aby przesypać cały proszek?

2. Ile pojemników zostało, jeżeli sprzedano już  liczby wszystkich pojemników?

3. Ile kosztuje pojemnik z proszkiem, jeżeli kilogram proszku kosztuje ?

4. Jaki będzie zysk ze sprzedaży wszystkich pojemników, jeżeli cena zakupu kilograma
proszku stanowi  ceny sprzedaży?

63 2

1

4

0,75

6,20 zł

0,7



Zamiana jednostek

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

W życiu codziennym często spotykamy się z sytuacjami wymagającymi od nas umiejętności
zamiany jednostek długości, masy, czasu.
Przypomnijmy teraz podstawowe zależności między różnymi jednostkami.

Zapamiętaj!

Czas

 doba =  godziny
 godzina =  minut
 minuta =  sekund

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Długość

 kilometr =  metrów
 metr =  decymetrów

1 24

1 60

1 60

1 1000

1 10

https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM


 decymetr =  centymetrów
 centymetr =  milimetrów

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Masa

 tona = 1000 kilogramów
 kilogram =  dekagramów
 dekagram =  gramów

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1 10

1 10

1

1 100

1 10



Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Poniżej podane są wyniki zamiany jednostek. Uzupełnij luki odpowiednią jednostką.

1.  …

2.  …

3.  …

4.  …

5.  …

6.  …

7.  …

8.  …

234,5 kg  =  0,2345

3,2 godz  =  192

0,034 kg  =  3,4

47,3 km  =  47300

0,00045 t  =  450

2,5 min  =  150

24,67 dm  =  2,467

57,3 mm  =  0,0573

https://zpe.gov.pl/a/DJgcblEUM


Ćwiczenie 2

 godzin minut to

Ćwiczenie 3

 kilogramy  dekagramy to

Ćwiczenie 4

 kilometrów  metrów to

5 45 

 godziny

 godziny

 godziny

 minut

5,75

5,45

5,25

545

2 54

254 g

2,054 kg

2540 g

2540 dag

7 25

7,025 km
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Ćwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 6

Marcelina chce wziąć udział w konkursie języka angielskiego, więc codziennie poświęca czas
na przygotowanie się do niego. W ostatnim tygodniu przed konkursem Marcelina
przygotowywała się bardzo intensywnie. W poniedziałek i wtorek poświęciła po  godziny 
minut na powtórzenie wiadomości z gramatyki, w środę przypominała sobie słówka przez 
godzinę  minut, w czwartek i  piątek słuchała i tłumaczyła teksty przez  godziny  minut
każdego dnia, a  sobotę poświęciła na czytanie tekstów w języku angielskim, co zajęło jej 
godziny  minut. Przez ile godzin Marcelina przygotowywała się do konkursu w ostatnim
tygodniu?

Ćwiczenie 7

Maciek doby przebywa w szkole, doby przygotowuje się do lekcji i bierze udział
w zajęciach dodatkowych. Pozostały czas to jego czas wolny. W czasie wolnym gra z  kolegami
w piłkę oraz jeździ na rowerze. W pozostałym czasie śpi. Przez ile czasu Maciek śpi, jeżeli jego
czas wolny to  godziny?

Ćwiczenie 8

Aby zakwalifikować się do udziału w zawodach, Michał musi przebiec wyznaczoną trasę w co
najwyżej  minut sekund. Pierwszy odcinek trasy chłopiec przebiegł w ciągu  minuty,
a drugi odcinek w ciągu  minut i sekund. W jakim czasie Michał przebiegł całą trasę? Czy
udało mu się zakwalifikować do udziału w zawodach?

W skrzynce mieści się  jabłek. Ogrodnik umieścił w skrzynce 
jabłek, a potem próbował dołożyć jeszcze   jabłek, ale okazało się, że
jabłka nie mieszczą się w skrzynce.

Na początku roku szkolnego Jacek miał  wzrostu. W ciągu roku szkolnego
urósł o  i obecnie jego wzrost przekracza .

Kasia miała  Zrobiła zakupy za  Za resztę dziewczynka może kupić
piórnik w cenie 

35,7 kg 33,57 kg

1 kg 33 dag

1,72 m

150 mm 180 cm

60 zł. 54 zł 20 gr.
5 zł 90 gr.
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Ćwiczenie 9

Wstążka miała długość  Najpierw odcięto ze wstążki kawałek długości .
Następnie z pozostałej części odcięto jeszcze  . Która z trzech powstałych w ten
sposób części jest najdłuższa? Odpowiedź uzasadnij.

Ćwiczenie 10

Samochód pana Karola porusza się z prędkością a samochód pana Janusza
z prędkością . Który samochód porusza się szybciej i o ile  szybciej?

Ćwiczenie 11

Karolina kupiła  wędliny,  ziemniaków,  soki, z których każdy ważył  g  
dag masła i  cukierków. Ile kilogramów ważyły zakupy Karoliny?

Ćwiczenie 12

Test składa się z  zadań zamkniętych i  otwartych. Adam poświęcił  minuty na rozwiązanie
każdego z zadań zamkniętych. Pierwsze z zadań otwartych rozwiązywał przez  minuty,
drugie przez minut, rozwiązanie trzeciego zajęło mu  minut  sekund, a czwartego 
minut. Ile czasu pozostanie Adamowi na rozwiązanie piątego zadania, jeżeli test trwa 
godziny?

Ćwiczenie 13

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje o  skalach innych niż stopnie Celsjusza: skali
Kelvina i skali Fahrenheita, oraz o sposobie przeliczania temperatur podanych w stopniach
Celsjusza na te skale i odwrotnie.

1. Zapisz C w skali Kelvina i w skali Fahrenheita

2. Ile stopni w skali Celsjusza wynosi temperatura, która w skali Kelvina jest równa ?

3. Ile stopni w skali Fahrenheita wynosi temperatura, która w skali Kelvina jest równa 
?
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Kolejność wykonywania działań

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Kolejność wykonywania działań:

działania w nawiasach,
potęgowanie,
mnożenie lub dzielenie,
dodawanie lub odejmowanie.

Zapamiętaj!

Ze względu na kolejność wykonywania działań

mnożenie i dzielenie są działaniami równorzędnymi.
dodawanie i odejmowanie są działaniami równorzędnymi.

Wykonywanie działań w określonej kolejności ma duże znaczenie.

Ćwiczenie 1

Wskaż działanie, które w wyrażeniu  należy wykonać w pierwszej kolejności.12 + 4 ∙ 15 – 32

mnożenie

odejmowanie

dodawanie







https://zpe.gov.pl/a/D18X6KPFW


Ćwiczenie 2

Wskaż działanie, które w wyrażeniu  należy wykonać w pierwszej
kolejności.

Ćwiczenie 3

Wskaż działanie, które w przykładzie  należy wykonać w pierwszej kolejności.

Ćwiczenie 4

Wskaż działanie, które w przykładzie  należy wykonać w pierwszej kolejności.

(32 – 14) : 9 + 15

dodawanie

dzielenie

odejmowanie

56  : 8 ∙ 5

2

potęgowanie

dzielenie

mnożenie

35 + 49  : 7 − 3

dzielenie

odejmowanie

dodawanie





















Ćwiczenie 5

Wyrażenie: Suma iloczynu  i  oraz kwadratu liczby  można zapisać w postaci

Ćwiczenie 6

Michał kupił  tulipanów po  za sztukę i  różę za  
Wyrażenie, za pomocą którego można obliczyć kwotę zapłaconą przez Michała jest postaci

Ćwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
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Pole kwadratowej działki o boku długości  jest większe od pola prostokątnej
działki o bokach długości  i  o mniej niż .

Kuba kupił  zeszyty po  i długopis za . Za zakupy zapłacił .

Bok kwadratu, którego obwód jest równy obwodowi trójkąta równobocznego
o boku  wynosi .
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Ćwiczenie 8

Oblicz, pamiętając o kolejności wykonywania działań.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

Ćwiczenie 9

Oblicz.

1. Sumę iloczynu  i  oraz ilorazu  przez 
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3. Sumę kwadratów liczb  i 
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Ćwiczenie 10

Wstaw nawiasy tak, aby otrzymać podany wynik.

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 11

Samochód, który spala  litra benzyny na każde  jechał  i  z prędkością 
. Ile kosztowała benzyna, którą spalił samochód podczas podróży, jeżeli litr benzyny

kosztuje ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4 ∙ 45,5 + 193,2 − 3,3 = 951,5

24

4

5

− 12

3

5

∙ 0,5 +  0,3  :  0,5 = 19,52

5,3  +  3,7 :  0,3 +

1

5

 · 2 1

2

= 30,5

0,75 ∙ 5,8 + 2,4 ∙ 4 − 30 ∙

1

2

= 9,6

5,5 100 km, 2 h 40 min

60 km/h

5,80 zł



Ćwiczenie 12

Zosia kupiła  białej wstążki i  zielonej wstążki. Za białą wstążkę zapłaciła ,
a za zieloną . O ile złotych więcej kosztował  metr białej wstążki niż  metr zielonej
wstążki?

Ćwiczenie 13

Dany jest prostokąt o bokach długości  i . Krótszy bok prostokąta wydłużono o 
, a dłuższy skrócono o . Oblicz obwód i pole powstałego prostokąta.

2,4 m 3,5 m 6,48 zł
9,1 zł 1 1

1,5 cm 3

3

4

 cm

2

3

5

 cm 1,4 cm



Ćwiczenie 14

Państwo Kowalscy wraz z dziesięcioletnią córką wybierają się na wycieczkę. Oferta biura
turystycznego, z którego usług zamierzają skorzystać, jest następująca:

Tutaj wprowadź tekst związany z wersją statyczną monochromatyczną (atrybut opcjonalny).

1. Ile złotych zapłacą za wycieczkę państwo Kowalscy, jeżeli trasa wycieczki będzie miała
długość , na wycieczkę jedzie  osób, program wycieczki przewiduje  noclegi, 

 śniadania i  obiadokolacje?

2. O ile złotych wzrośnie opłata za wycieczkę państwa Kowalskich, jeżeli z wycieczki
zrezygnowały  osoby?

3. Ile więcej zapłaciliby państwo Kowalscy, gdyby na wycieczkę jechało  osób, ale rabat
dla dzieci zmalałby do  kosztów podróży?

Ćwiczenie 15

Jola kupiła  sera żółtego po  za kilogram,  wędliny po  za
kilogram i dwie bułki po  za sztukę. Ile zapłaciła, jeżeli na zakup żółtego sera
przysługiwał w tym dniu rabat w wysokości  ceny?

1260 km 45 4

3 3

3

45

1

3

45  dag 22,40 zł 15  dag 21,20 zł
0,80 zł

0,25



Ćwiczenie 16

Zmieszano  cukierków owocowych po  za kilogram i  cukierków
orzechowych po za kilogram.

1. Ile złotych kosztował kilogram mieszanki?

2. Ania kupiła  tej mieszanki. Ile zapłaciła?

Ćwiczenie 17

W sklepie było  jabłek. Pierwszego dnia sprzedano  wszystkich jabłek, a następnego
dnia  reszty.

1. Ile kilogramów jabłek sprzedano w ciągu dwóch dni?

2. Ile kilogramów jabłek pozostało w sklepie?

Ćwiczenie 18

Samochód przejechał w ciągu pierwszej godziny  trasy długości , a w ciągu drugiej
godziny o  więcej niż w ciągu pierwszej godziny. Ile  zostało mu do przejechania?

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 19

Działka ma kształt kwadratu o boku długości . Warzywa zajmują  powierzchni
działki, a pomidory  powierzchni przeznaczonej pod uprawę warzyw. Ile  powierzchni
działki zajmują pomidory?

3 kg 15,60 zł 7 kg

12,40 zł 

3

4

 kg

125,6 kg

1

4

0,6

1

3

24,9 km

4

2

5

 km km

40,5 m 0,2

1

3

m

2

https://zpe.gov.pl/a/D18X6KPFW


Ćwiczenie 20

Podczas wycieczki rowerowej Kuba przejechał pierwszy odcinek drogi o długości  ze
średnią prędkością , drugi odcinek o długości  pokonał w czasie  godziny,
a ostatni etap przejechał ze średnią prędkością  w czasie  minut.

1. Jaka była średnia prędkość Kuby na całej trasie?

2. Jak zmieniłaby się średnia prędkość, gdyby Kuba odpoczywał przez  minut?

Pamiętaj, że średnia prędkość jest ilorazem długości przebytej drogi przez całkowity czas
trwania wycieczki.

Ćwiczenie 21

Chcesz samochodem przejechać z Łodzi do Gdańska. Określ markę samochodu, którym
pojedziesz. Dowiedz się, ile paliwa musisz kupić, aby pokonać zaplanowaną trasę i jaka jest
cena  tego paliwa. Oblicz, ile będzie kosztowało to paliwo.

15 km

30 km/h 18 km 1

16 km/h 45

15

1 l



Zaokrąglanie liczb

W sytuacji, gdy nie potrafimy podać dokładnej wartości liczbowej wyrażenia
arytmetycznego, podajemy jego przybliżenie.
W życiu codziennym dość często przybliżamy różne wielkości, np.: cenę, odległość, wzrost,
wysokość, długość, wagę.
Używamy w tym celu sformułowań: około, mniej więcej, prawie, w przybliżeniu.

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Poniżej podane są odległości drogowe między poszczególnymi miastami Polski. Zauważ,
że w praktyce odległości te podawane są w kilometrach. Jest to pewnego rodzaju
przybliżenie, ponieważ nie podajemy tych wartości w metrach, centymetrach czy
milimetrach.

Tabela. Dane

Trasa Rzeczywista odległość Przybliżona odległość

Łódź – Warszawa 129,35 km 130 km

https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K


Łódź – Lublin

Łódź – Zakopane

Łódź – Kraków

Łódź – Gdańsk

Łódź – Wrocław

Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Poniższa tabela przedstawia średnią odległość Słońca od planet Układu Słonecznego.
(Wikipedia)

Tabela. Dane

243,77 km 240 km

300,19 km 300 km

209,43 km 210 km

319,97 km 320 km

197,26 km 200 km

https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K


Merkury

Wenus

Ziemia

Mars

Jowisz

Saturn

Uran

Neptun

Za średnią odległość Ziemi od Słońca przyjmuje się około . 
Podobnie można przyjąć, że odległość Księżyca od Ziemi wynosi około .
Czasami nie da się dokonać dokładnego pomiaru danej wielkości.
Przyjmuje się, że powierzchnia Polski wynosi około  a liczba ludności jest
równa około 

Przykład 3

57 909 170 km

108 208 926 km

149 597 887 km

227 936 637 km

778 412 027 km

1 426 725 413 km

2 870 972 220 km

4 498 252 900 km

149 600 000 km

380 000 km

312 000 km²,
38,5 mln.



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Najwyższe budynki na świecie

Zjednoczone Emiraty Arabskie – Dubaj – Burdż Chalifa
wysokość rzeczywista  – wysokość przybliżona 
Arabia Saudyjska – Mekka – Abraj Al Bait
wysokość rzeczywista  – wysokość przybliżona 
Tajwan – Tajpej – Taipei
wysokość rzeczywista  – wysokość przybliżona 
Chiny – Szanghaj - Shanghai World Financial Center
wysokość rzeczywista  – wysokość przybliżona 

Symbol ≈ czytamy „równa się w przybliżeniu”.

Przykład 4

828 m 830 m

601 m 600 m

101

509 m 510 m

492 m 490 m

https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Jeżeli cyfrą decydującą o wyniku zaokrąglenia, czyli stojącą w rzędzie następnym po
tym, do którego przybliżamy jest  to cyfra w rzędzie, do którego
przybliżamy pozostaje bez zmian, a w rzędach niższych pojawiają się zera. Mówimy,
że jest to zaokrąglenie z niedomiarem ( w dół).
Jeżeli cyfrą decydującą o wyniku zaokrąglenia, czyli stojącą w rzędzie następnym po
tym, do którego przybliżamy jest  to cyfra w rzędzie, do którego
przybliżamy zostaje zwiększona o jeden, a w rzędach niższych pojawiają się zera.
Mówimy, że jest to zaokrąglenie z nadmiarem ( w górę)

Przykład 5

0,  1,  2,  3,  4,

5,  6,  7,  8,  9,

https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Ćwiczenie 1

Podczas Finału Wielkiej Orkiestry Świątecznej Pomocy została zebrana kwota 
. Zapisz tę liczbę z dokładnością do

1. tysięcy złotych

2. dziesiątek tysięcy złotych

3. setek tysięcy złotych

50 657 747,68 zł

https://zpe.gov.pl/a/DR3R2Zs6K


Ćwiczenie 2

Podaj zaokrąglenia podanych liczb do części dziesiątych oraz do części setnych.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 2, (63)

 4

2

7

6, (6)

652,24

2

1

8

6, (629)

Przeciagnij elementy z dolnej sekcji do górnej.

rozwinięcia skończone

rozwinięcia nieskończone okresowe

2,(63) 6,(629) 6,(6)

2

1

8

652,24

4

2
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Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uporządkuj liczby od najmniejszej do największej.

6, (6)

6, (629)

4

2

7

2

1

8

652, 24

2, 63















Ćwiczenie 5

Tabela przedstawia odległości Słońca od planet Układu Słonecznego. Zaokrąglij liczby podane
w tabeli do setek tysięcy.

Tabela. Dane

Merkury

Wenus

Ziemia

Mars

Jowisz

Saturn

Uran

Neptun

57 909 170 km

108 208 926 km

149 597 887 km

227 936 637 km

778 412 027 km

1 426 725 413 km

2 870 972 220 km

4 498 252 900 km



Ćwiczenie 6

Poniższa tabela przedstawia średnie kursy wybranych walut zanotowane pewnego dnia.

Tabela. Dane

Nazwa waluty Kurs średni

Dolar amerykański

Euro

Frank szwajcarski

Korona czeska

Lit litewski

Lira turecka

Łat łotewski

Podaj wartości średnich kursów walut zaokrąglone do

3,0271

4,1805

3,3876

0,1625

1,2108

1,5289

5,9475



1. części setnych

2. części dziesiątych.

Tabela. Dane

Nazwa waluty
Zaokrąglenie do części
setnych

Zaokrąglenie do części
dziesiątych

Dolar
amerykański

Euro

Frank
szwajcarski

Korona czeska

Lit litewski

Lira turecka

Łat łotewski



Ćwiczenie 7

Podaj przykład dwóch różnych liczb, których zaokrąglenie do części setek jest równe

1. 

2. 

Ćwiczenie 8

Podaj przykład dwóch różnych liczb, których zaokrąglenie do części setnych jest równe

1. 

2. 

Ćwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy podane przybliżenie jest zgodne z regułami zaokrąglania.

23500

668000

23,54

1258,09 

0,11999 ≈ 0,1199

2

3

≈ 0,6

0,291 ≈ 0,29

0, (24) ≈ 0,24

0, (653) ≈ 0,653













Ćwiczenie 10

Podaj zaokrąglenia liczb zaznaczonych na osi liczbowej

1. do części dziesiątych

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. do części setnych

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. do setek

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 11

Zaokrąglij liczby ,  do części

1. dziesiątych

2. setnych

Podaj przykłady liczb mniejszych i większych od podanych, tak aby przybliżenie do
odpowiedniego rzędu było takie samo.

x = 386,371 y = 76,854



Ćwiczenie 12

Ania obchodzi urodziny  września. W dniu swojego święta postanowiła poczęstować
koleżanki i kolegów z klasy tortem, który ważył . Ile będzie ważyła część tortu, którą
otrzyma każdy uczeń klasy, która wraz z Anią liczy  osób? Wynik podaj z dokładnością do
części setnych grama.

Ćwiczenie 13

Przed planowanym urlopem nad morzem rodzina Nowaków wybrała się na zakupy do centrum
sportowego. Dla syna Mateusza kupili następujące akcesoria do nurkowania:

skafander za 

kamizelkę za 

skrzydła za 

butlę za 

latarkę za 

Mateusz zaokrąglił do dziesiątek złotych cenę każdego produktu i otrzymane kwoty dodał.
Natomiast rodzice dodali poszczególne kwoty i dopiero otrzymaną sumę zaokrąglili do
dziesiątek złotych. Czy państwo Nowakowie otrzymali taką sama kwotę jak ich syn? Jeśli tak –
odpowiedź uzasadnij. Jeśli nie, to która kwota jest bliższa rzeczywistej wartości zakupów
i dlaczego.

10

1,53 kg

27

1597 zł

1566 zł

1539 zł

1493 zł

1488 zł



Ćwiczenie 14

Zapisz, ile jest liczb naturalnych parzystych, których zaokrąglenie do

1. dziesiątek jest równe 

2. setek jest równe 

3. tysięcy jest równe 

4. dziesiątek tysięcy jest równe 

Ćwiczenie 15

Liczba  zaokrąglona do części setnych jest równa

Ćwiczenie 16

Liczba  zaokrąglona do tysięcy jest równa

50

500

5000

50000

245,987

245,98 

246 

245,97 

245,99 

989898989

989898000

989899098

989899989

989899000



















Ćwiczenie 17

Najmniejszą liczbą naturalną, która po zaokrągleniu do dziesiątek ma wartość  jest

Ćwiczenie 18

Na osi liczbowej zaznaczono punkt .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Różnica między zaokrągleniem współrzędnej tego punktu do części dziesiątych
a zaokrągleniem do jedności jest równa

16570

16565

16569

16575

16574

A

0,7

0,3

0,2

0,4



















Ćwiczenie 19

Zaokrąglenie współrzędnej zaznaczonego na osi liczbowej punktu  do podanych rzędów jest
równe

1. do rzędu części setnych

2. do rzędu części tysięcznych

3. do rzędu części dziesięciotysięcznych

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 20

Poszukaj informacji dotyczących powierzchni i ludności w województwach sąsiadujących
z województwem, w którym mieszkasz. Wyniki przedstaw w tabeli. Wartości liczbowe podaj
z dokładnością do tysięcy.

A



Szacowanie wartości wyrażeń arytmetycznych

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/D2I0Yvep4


Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Wyszukaj w dostępnych źródłach potrzebne dane i odpowiedz na pytania, wykorzystując
odpowiednie szacowanie.

1. Ile razy powierzchnia Australii i Oceanii jest mniejsza niż powierzchnia Ameryki Płn.?

2. Czy Europa, Antarktyda oraz Australia i Oceania mają razem większą powierzchnię niż
Afryka?

3. Ile razy powierzchnia Europy jest większa od powierzchni Polski?

4. Czy łączna powierzchnia oceanów: Arktycznego i Indyjskiego jest większa niż
powierzchnia Oceanu Atlantyckiego?

5. Ile razy długość równika jest większa od długości granic Polski?

Dla każdego z podanych poniżej przykładów działań wybierz jeden z wyników będący jego
oszacowaniem z nadmiarem lub z niedomiarem najbliższym dokładnej wartości. Przeciągnij
i upuść.

49 · 69  

41 · 12,3  

156,2 : 13,1  

6 885 : 69  

2 354 + 3 112 

 

 

 

 

 

500 3 200 3 500 5 000 80 000 16 6 000 4 800 48 12 480

100 2 800 120



Ćwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 6

Samochód pana Kowalskiego spala  benzyny na  Cena  benzyny jest równa 
 Pan Kowalski dojeżdża do pracy  razy w tygodniu, pokonując w obie strony trasę

długości  Dodatkowo pokonuje miesięcznie około  Oszacuj, czy  starczy
panu Kowalskiemu na miesięczny zakup benzyny.

Ćwiczenie 7

Pole prostokąta wynosi , a jeden z jego boków ma długość . Czy długość
drugiego boku jest większa niż ?

Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jacek będzie mógł kupić komputer, który kosztuje , po upływie roku, jeżeli
odkłada na jego zakup po  miesięcznie.

 uczniów pewnej szkoły oraz ich  opiekunów może jechać na wycieczkę dwoma
autokarami, w których mieści się  osób i  osób.

Za  można kupić co najwyżej  długopisów po  za sztukę.

Na zakup  batoników po  i lizaka za  wystarczy banknot .

2500 zł
178 zł

100 7

50 55

30 zł 10 2,99 zł

2 3,70 zł 1,50 zł 10 zł

5 l 100 km. 1 l

5,50 zł. 2

50 km. 200 km. 150 zł

121 cm

2

30 cm

4 cm

Objętość sześcianu wynosi 132,651 . Przeciągnij i upuść.

Krawędź tego sześcianu ma więcej niż  cm, a mniej niż  cm.

Czy prawdą jest, że pole powierzchni sześcianu jest większe niż 150  ? 

cm

2
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2  
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Ćwiczenie 9

Karnet na pływalnię „Delfin” kosztuje  za  godzin, a na pływalnię „Żabka”  za 
godzin. Oszacuj, na której pływalni godzina pływania jest tańsza.

Ćwiczenie 10

Na pomalowanie  ogrodzenia potrzeba  litra farby. Oszacuj, ile litrowych puszek
farby potrzeba na pomalowanie całego ogrodzenia, którego powierzchnia wynosi 

Ćwiczenie 11

Do przygotowania jednej porcji sałatki kucharz potrzebuje  pomidorów.

1. Oszacuj, ile kg pomidorów potrzebuje kucharz, aby przygotować  porcji sałatki.

2. Oszacuj, ile skrzynek z pomidorami powinien zakupić właściciel, jeżeli pomidory
mieszczące się w jednej skrzynce ważą nie więcej niż 

Ćwiczenie 12

Opakowanie karmy dla kotów, które zawiera  karmy kosztuje . Kot Maćka zjada
dziennie około  karmy.

1. Oszacuj, na ile dni wystarczy Maćkowi jedno opakowanie karmy dla kota.

2. W markecie, w którym Maciek kupuje karmę jest promocja polegająca na tym, że przy
zakupie czterech opakowań piąte można otrzymać gra�s. Oszacuj, ile kosztuje dzienna
porcja karmy dla kota pochodząca z opakowań promocyjnych.

299 zł 30 405 zł 40

10 m

2

1,5

99 m

2

.

27 dag

50

4 kg.

500 g 12 zł
97 g



Ćwiczenie 13

Na przeczytanie lektury liczącej  stron Marysia ma dwa tygodnie.

1. Oszacuj, ile stron dziennie musi czytać Marysia, aby przeczytać lekturę w wyznaczonym
czasie.

2. Oszacuj, o ile stron dziennie więcej musi czytać Marysia, aby zdążyć przeczytać lekturę,
jeżeli wyjedzie na czterodniową wycieczkę, podczas której nie będzie mogła czytać książki.

Ćwiczenie 14

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

400

Wyszukaj w dostępnych źródłach, ile wynoszą średnice, średnie odległości od Słońca i czasy
obrotu wokół własnej osi planet Układu Słonecznego: Merkurego, Wenus, Ziemi, Marsa,
Jowisza, Saturna i Urana, a następnie przeciągnij i upuść.

Średnica  jest około  razy większa od średnicy Ziemi.

Czas obrotu wokół własnej osi  jest  razy mniejszy niż czas obrotu .

Średnica  jest mniejsza o około  od średnicy . 

Średnia odległość Ziemi od Słońca jest około  razy większa niż średnia odległość

Merkurego od Słońca.

 4

 4  

 20 000 km  

 

Wenus 2,5 Saturna Jowisza Merkurego Ziemi Urana 3



Ćwiczenie 15

Na przygotowanie jednej filiżanki kawy Krysia potrzebuje  zmielonych ziaren kawy.

1. Na ile dni wystarczy Krysi kilogramowe opakowanie kawy, jeżeli Krysia wypija dziennie 
filiżanki kawy?

2. Ile półtorakilogramowych opakowań kawy musi kupić Krysia, aby nie zabrakło jej kawy
w ciągu  miesięcy?

3. Oszacuj, ile pełnych złotych musi wydać Krysia na kawę, którą wypija w ciągu  dni,
jeżeli kilogram kawy kosztuje 

4. Jakim banknotem o najmniejszej wartości, może zapłacić Krysia, chcąc kupić kawę, która
wystarczy jej na miesiąc liczący  dni, jeżeli kilogram kawy kosztuje ?

Ćwiczenie 16

Znajdź w dostępnych źródłach długość kanału La Manche. Oszacuj, ile razy musiałby
przepłynąć basen długości  pływak, aby pokonać trasę długości kanału La Manche.

Ćwiczenie 17

Na zakupy Kasia otrzymała od mamy banknot -złotowy. Kasia ma kupić chleb, 
wędliny,  jogurty i  litry mleka. Mama pozwoliła Kasi kupić doładowanie do telefonu
komórkowego, jeżeli zostanie jej reszta z pięćdziesięciu złotych. Czy Kasia będzie mogła kupić
doładowanie do telefonu, jeżeli najtańsze kosztuje ? Uzasadnij odpowiedź, dokonując
odpowiedniego oszacowania.
Ceny produktów, które ma kupić Kasia

chleb – 

wędlina – za kilogram

jogurt –  za sztukę

mleko –  za litr

12 g

4 

3

10

23,80 zł.

30 23,80 zł

50 m

50 0,8 kg

4 2

10 zł

2,90 zł

20 zł 

1,99 zł

2,90 zł



Procent i promil

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Animacja

Już wiesz

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Procent

Jeden procent to jedna setna.

Ważne!

Aby zamienić procent na ułamek, należy liczbę procentów podzielić przez  (w
wyniku pomijamy symbol ).
Aby zamienić ułamek na procent, należy go pomnożyć przez , dopisując symbol 

Przykład 2

1% =

1

100

= 0,01

100

%

100
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https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj
https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Definicja: Promil

Jeden promil to jedna tysięczna.

Ważne!

Aby zamienić promil na ułamek, należy liczbę promili podzielić przez 
w wyniku pomijamy symbol .
Aby zamienić ułamek na promil, należy go pomnożyć przez , dopisując symbol 

Wynika stąd, że

Aby zamienić procenty na promile, należy liczbę procentów pomnożyć przez 
i symbol  zastąpić symbolem 
Aby zamienić promile na procenty, należy liczbę promili podzielić przez  i symbol 
zastąpić symbolem 

Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
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https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Ważne!

Zamieniając promile na ułamki i ułamki na promile, postępujemy analogicznie jak
w przypadku zamian z udziałem procentów. Zastępujemy każdorazowo liczbę , przez
którą mnożymy lub dzielimy, liczbą , a symbol  zastępujemy symbolem .
Przykład 4

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wskazówka

Jeżeli liczba procentów wyrażona jest ułamkiem zwykłym, którego rozwinięcie
dziesiętne jest skończone lub nieskończone okresowe, to zamieniając procenty na
promile, wykonujemy mnożenie tej liczby przez  i symbol  zastępujemy symbolem 
Przykład 5

100

1000 % ‰

10 % ‰.

https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Zamień podane liczby na procenty.

1. 

2. 

Ćwiczenie 2

Zamień podane liczby na promile.

1. 
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https://zpe.gov.pl/a/D1a8DqZj


Ćwiczenie 3

W miejscowości Bajkowo imię Lena otrzymało  dziewczynek urodzonych w bieżącym roku.
Ile to procent?

Ćwiczenie 4

Stężenie procentowe wodnego roztworu soli wynosi . Ile to procent?
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Ćwiczenie 5

Tylko  uczniów w powiecie potrafi wymienić wszystkie państwa świata i ich stolice. Ile to
procent?

Ćwiczenie 6

Srebro stanowi  masy stopu, z którego wykonano kolczyki. Ile to procent?

0,4‰

0,004%

0,4%

0,04%

4%

525‰

52,5%

0,525%

5,25%
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Ćwiczenie 7

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W podanych poniżej zdaniach zastąp wielkości przedstawione za pomocą ułamków przez
procenty, a następnie przeciągnij i upuść.

Michał śpi przez , czyli przez  % doby. 

Kasia przeszła już 0,375 czyli  % całej trasy, którą miała do przebycia

W wyborach do samorządu klasowego Jola uzyskała , czyli  % wszystkich głosów. 

Wśród kwiatów rosnących w ogródku pani Heleny róże stanowią , czyli  %

wszystkich kwiatów.

Co piąta osoba w klasie I a uczy się języka francuskiego. Języka francuskiego uczy się 

 % wszystkich uczniów klasy I a.

Zysk firmy w bieżącym roku stanowił 1,37, czyli  % zysku z roku ubiegłego.
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Ćwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 10
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 11

Jacek przeczytał lekturę w ciągu  dni. Pierwszego dnia  całej książki, drugiego dnia 
a trzeciego dnia resztę. Jaką część całej lektury przeczytał Jacek trzeciego dnia? Przedstaw
wynik w postaci ułamka nieskracalnego.

Ćwiczenie 12

Na przyjęciu urodzinowym Ali goście zjedli  urodzinowego tortu. Po przyjęciu Ala i jej brat
zjedli po połowie pozostałego kawałka. Jaki procent całego tortu zjadł brat Ali po przyjęciu?

Kąt stanowi więcej niż  kąta pełnego.

Kwadrans to  godziny.

Każdy z uczniów klasy  uczy się jednego języka obcego. Aż  uczniów uczy się
języka angielskiego,  języka francuskiego, a co piąty uczeń uczy się języka
niemieckiego.

Asia zjadła  pizzy, a Karol  tej samej pizzy. Asia zjadła większy kawałek pizzy
niż Karol.

Zawartość czystego złota w stopie, z którego zrobiono pierścionek to .
Oznacza to, że złoto stanowi  masy całego stopu.
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Ćwiczenie 13

Odpowiedz na pytania.

1. Ile procent kilograma stanowią  dekagramy?

2. Ile promili tony stanowi ?

3. Ile procent metra stanowi ?

4. Ile procent godziny stanowi ?

5. Ile promili kilometra stanowi ?

Ćwiczenie 14

Spośród  róż rosnących w ogrodzie  jest czerwonych. Wśród pozostałych  jest
białych. Jaki promil spośród róż koloru innego niż czerwony stanowią róże białe?

Ćwiczenie 15

Z testu z języka angielskiego można było uzyskać maksymalnie  punktów. Kinga uzyskała
z tego testu  punkty, a Marek  wszystkich punktów. Które z nich osiągnęło lepszy
wynik?

Ćwiczenie 16

Przeprowadzono ankietę wśród uczniów liceum ogólnokształcącego dotyczącą wyboru
uczelni, na której chcieliby studiować. Politechnikę wskazało  wszystkich ankietowanych,

 uniwersytet, a z pozostałych osób co czwarta wskazała uczelnie artystyczne. Jaki
procent uczniów chce studiować na uczelniach artystycznych?

Ćwiczenie 17

Wyszukaj w dostępnych źródłach informację dotyczącą uncji (uncja międzynarodowa).
Następnie odpowiedz na pytanie: ile procent  kilograma stanowi  uncja?

23

35,7 kg

17,5 cm

12 minut

34,5 m

1000 500 39

50

42 86%

38%

34%

1 1



Ćwiczenie 18

Przeprowadzono ankietę, w której zadano dwa pytania: Czy lubisz oglądać filmy sensacyjne?
Czy lubisz oglądać filmy przyrodnicze? Na pierwsze pytanie pozytywnie odpowiedziało 
ankietowanych, na drugie pytanie pozytywnie odpowiedziało  ankietowanych, a na
obydwa pytania negatywnie odpowiedziało  ankietowanych.

1. Ile procent ankietowanych nie lubi oglądać filmów przyrodniczych?

2. Ile procent ankietowanych lubi oglądać filmy sensacyjne i filmy przyrodnicze?

3. Ile procent ankietowanych lubi oglądać filmy sensacyjne i nie lubi oglądać filmów
przyrodniczych?

4. Ile procent ankietowanych lubi oglądać filmy przyrodnicze i nie lubi oglądać filmów
sensacyjnych?

Ćwiczenie 19

Na podwórku znajduje się pięć kur, dwa psy i trzy koty. Jakim procentem wszystkich nóg są
nogi czworonogów?

Ćwiczenie 20

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje dotyczące zasolenia

1. Morza Martwego

2. Morza Czerwonego

3. Morza Śródziemnego

4. Morza Czarnego

Zapisz znalezione liczby w postaci ułamków.

72%

17%

18%



Diagramy procentowe

Dane statystyczne wygodnie jest przedstawiać za pomocą diagramów procentowych,
z których łatwo możemy odczytać potrzebne informacje.

Przykład 1

Diagram słupkowy przedstawia procentowy podział ludności na świecie według wieku.
Dane pochodzą z lipca  roku. (Wikipedia)

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z diagramu możemy odczytać kilka ważnych informacji.

Zdecydowanie najwięcej, bo  wszystkich ludzi na świecie, to osoby mające od 
do  lat.
Ponad czwarta część ludzi na świecie to dzieci i  młodzież do  roku życia.
Ludzi mających powyżej  lata jest prawie czterokrotnie mniej niż dzieci
i młodzieży do  roku życia.
Osób od  do  lat jest na świecie około dziesięć razy więcej niż ludzi powyżej 
roku życia.

Przykład 2
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Kołowy diagram pokazuje procentowy rozkład ludności świata na poszczególnych
kontynentach.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z tego diagramu możemy wywnioskować, że:

sześciu na dziesięciu mieszkańców kuli ziemskiej mieszka w Azji,
mieszkańców Europy jest sześciokrotnie mniej niż Azjatów,
Europejczyków i obywateli Ameryki Północnej razem jest tyle samo, co ludzi
w Afryce,
mieszkańców Australii i Oceanii jest tak niewielu, że nie stanowią nawet jednego
procenta wszystkich ludzi na świecie.

Przykład 3

Diagram przedstawia procentową oglądalność czterech najpopularniejszych stacji
telewizyjnych dla dzieci: PROMYK, GWIAZDA, KIDS , KIDS  w latach ,  i  .1 2 2011 2012 2013

https://zpe.gov.pl/a/DDACgXNTA


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z diagramu odczytujemy, że:

największą popularnością w czasie trzech omawianych lat cieszyła się GWIAZDA,
najmniejszą zaś KIDS ,
w latach  i   popularność PROMYKA była identyczna i programy tej stacji
oglądał prawie co czwarty respondent,
w roku  dwa razy więcej osób oglądało GWIAZDĘ niż KIDS ,
w roku  zdecydowanie największą popularnością cieszyła się telewizja
GWIAZDA,
telewizja KIDS  prawie podwoiła swoją popularność w   roku w stosunku do
roku , a popularność stacji GWIAZDA w   roku stanowiła nieco więcej niż
trzecią część popularności w roku .
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https://zpe.gov.pl/a/DDACgXNTA


Ćwiczenie 1

Diagram przedstawia procentowy rozkład miesięcznych wydatków w rodzinie państwa
Kowalików.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Jaka część dochodu rodziny przeznaczana jest na opłaty?

2. Na co państwo Kowalikowie przeznaczają jednakowe kwoty pieniędzy?

3. Czy na opłaty i ubrania wystarcza połowa dochodów rodziny?

4. Jaką część pieniędzy przeznaczonych na ubrania stanowią pieniądze przeznaczone na
oszczędności?



Ćwiczenie 2

Diagram procentowy kołowy przedstawia najczęściej wybierane dodatkowe przedmioty na
maturze w roku  (wg Polskiego Radia).

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Które przedmioty wybrało na maturze najwięcej osób?

2. Ile razy więcej było maturzystów zdających geografię niż zdających inne, niewymienione
przedmioty?

3. Ile razy mniej maturzystów zdawało fizykę niż zdawało WOS?

2011



Ćwiczenie 3

W pewnej szkole przeprowadzono ankietę dotyczącą ulubionego sposobu spędzania wolnego
czasu. W ankiecie uczestniczyła taka sama liczba dziewcząt i chłopców. Wyniki ankiety
przedstawiono za pomocą diagramu kolumnowego.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Która grupa zdecydowanie bardziej lubi czytać książki?

2. Jaki jest najbardziej lubiany przez dziewczęta i chłopców sposób spędzania wolnego
czasu?

3. Czy dziewcząt, spędzających czas przy komputerze, jest taka sama liczba, jak chłopców
lubiących kino i telewizję?



Ćwiczenie 4

Diagram przedstawia procentowy podział powierzchni Polski na  województw.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 5
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

16

Jeżeli liczbę procentów zaokrąglimy do jedności, to można powiedzieć, że
powierzchnia  województw jest taka sama.

Trzy największe województwa (mazowieckie, wielkopolskie, lubelskie) zajmują około
 całej powierzchni Polski.

Powierzchnia województwa wielkopolskiego jest około  razy mniejsza niż
powierzchnia Polski.

Województwo mazowieckie zajmuje największą powierzchnię, a świętokrzyskie
najmniejszą.

6

2

3

10











Ćwiczenie 6

Jaką część powierzchni Polski zajmują łącznie województwo lubelskie, łódzkie i pomorskie?

1

5

1

3

1

6

1

4











Ćwiczenie 7

Procentowy wykres kołowy przedstawia najliczniejsze mniejszości narodowe i etniczne,
zamieszkałe na terenie Polski (według spisu z  roku).

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Diagram przedstawia procentowy wykaz ocen z pracy klasowej z matematyki w klasach , 
 i   gimnazjum. Liczba uczniów piszących pracę klasową w każdej z klas była taka sama.

2011

Innych mniejszości jest cztery razy mniej niż Ukraińców.

W Polsce zamieszkuje tyle samo Ukraińców i Białorusinów.

Ślązacy stanowią prawie  wszystkich mniejszości.

Niemców jest sześć razy więcej niż Kaszubów.

2

3

1a

1b 1c











Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8

W której klasie było najwięcej trójek?

Ćwiczenie 9

W której klasie żaden uczeń nie otrzymał szóstki z klasówki?

1b

1c

1a

1b

1c

1a















Ćwiczenie 10

Których ocen było tyle samo procent w każdej klasie?

Ćwiczenie 11

Których ocen było trzy razy więcej w klasie  niż w klasie ?

szóstek

piątek

czwórek

dwójek

jedynek

trójek

1c 1a

czwórek

jedynek

dwójek

szóstek

trójek

piątek



























Ćwiczenie 12

Których ocen było tyle samo w klasie  i ?

Ćwiczenie 13

Których ocen było po tyle samo w klasie ?

Ćwiczenie 14
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1a 1c

trójek

jedynek

szóstek

dwójek

czwórek

piątek

1c

czwórek

piątek

jedynek

szóstek

trójek

dwójek




















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Ćwiczenie 15

Odpowiedz na pytania.

1. Dla których badanych grup spotkania z przyjaciółmi są częściej wybierane niż odpoczynek
w rodzinnym gronie?

2. W której grupie około połowa badanych lubi wyjazdy do ciepłych krajów?

3. Która grupa badanych wskazywała  razy częściej ekstremalne sporty niż czytanie
książek?

4. W której grupie  na  badanych lubi odpoczywać w gronie rodzinnym?

5. Dla której grupy jazda na rowerze jest bardziej popularna niż górskie wędrówki?

Ćwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 17

Oblicz, jaki ułamek powierzchni Polski stanowi powierzchnia województwa, w którym
mieszkasz. Jaki ułamek powierzchni Polski stanowi łączna powierzchnia województw
przylegających do Twojego województwa?

10

3 4

Ponad połowa ankietowanych kobiet po  roku życia lubi wypoczywać w ciepłych
krajach.

Co czwarta kobieta przed  rokiem życia lubi oglądać telewizję.

Tyle samo mężczyzn do  roku życia tak samo lubi jazdę na rowerze jak górskie
wędrówki.

Co ósmy mężczyzna lubi czytać książki.

40

40

40











Obliczanie procentu danej liczby

Obliczanie procentu danej liczby wiąże się z obliczaniem ułamka tej liczby. Należy
pamiętać, do jakiej wielkości odnosi się podany procent, ponieważ taka sama liczba
procentów różnych wielkości będzie oznaczała różną wartość.

Przykład 1

Na wycieczkę pojechały dwie grupy uczniów z pewnej szkoły podstawowej. Liczebność
grup była następująca : w pierwszej grupie było  osób, w  grupie drugiej  osób.
Opiekunowie wycieczki zorganizowali dla swych podopiecznych grę, w której ma wziąć
udział  uczniów z grupy pierwszej i   uczniów z grupy drugiej. Ilu łącznie
uczniów weźmie udział w tej grze?

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Przypomnijmy sposób, w jaki sposób obliczamy ułamek danej liczby.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 4

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

12 16

25% 25%

https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6


Aby obliczyć  danej liczby , należy dany procent zamienić na ułamek i pomnożyć go
przez tę liczbę.

 liczby  to 
Przykład 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na klombie posadzono  sadzonek kwiatów. Były to czerwone i żółte róże, tulipany
i gerbery.
Ustalmy, ile kwiatów każdego rodzaju zostało posadzonych na klombie, jeżeli 
wszystkich kwiatów stanowią żółte róże,  czerwone róże,  tulipany, 
gerbery.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Z zestawienia wynika, że na klombie posadzono:  róże żółte,  róż czerwonych, 
gerber,  tulipanów, czyli razem  kwiatów.
Przykład 6

Przedstawmy teraz inny sposób rozwiązania tego zadania.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

p% a

p% a

p

100

∙ a

40

10%

40% 25% 25%

4 16 10

10 40

https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6
https://zpe.gov.pl/a/DpihWl0I6


Jeżeli  kwiatów stanowi  liczby wszystkich kwiatów posadzonych na klombie, to: 
 kwiaty – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie, 

 kwiatów – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie, 
 kwiatów – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie, 

 kwiaty – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie, 
 kwiatów – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie, 

 kwiatów – to  liczby kwiatów posadzonych na klombie. 
Zatem na klombie rosną  róże żółte (  liczby kwiatów posadzonych na klombie), 
róż czerwonych (  liczby kwiatów posadzonych na klombie),  gerber i   tulipanów
(po  liczby kwiatów posadzonych na klombie).

Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

40 100%

4 10%

20 50%

10 25%

2 5%

8 20%

16 40%

4 10% 16

40% 10 10

25%

Połącz w pary.

15 25% liczby 48

12 1% liczby 200

2 50% liczby 26

13 5% liczby 100

10 1% liczby 1000

5 20% liczby 75



Ćwiczenie 2

Oblicz.

1.  kwoty 

2.  kwoty 

3.  kwoty 

4.  masy 

5.  masy 

6.  pojemności 

7.  godziny

8.  doby

9.  długości drogi 

4% 46 zł

15% 200 zł

130% 5000 zł

6% 80 dag

68% 60 kg

14% 140 l

35%

75%

40% 650 m



Ćwiczenie 3

Oblicz.

1.  liczby 

2.  masy 

3.  długości drogi 

4.  kwoty 

5.  liczby 

6.  odcinka długości 

Ćwiczenie 4

Artur przeszedł drogę do szkoły w czasie  minut.  tego czasu wykorzystał, idąc przez
park miejski. Ile minut szedł przez park?

6

2

3

% 30

3

1

3

% 2,7 kg

0,8% 200 m

1

3

5

% 400 zł

103,2% 60

108,5% 80 m

20 70%

15

14

7

12











Ćwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 kwoty  wynosi .

 doby wynosi  godziny.

 liczby wynosi .

 masy  wynosi .

160% 70 zł 42 zł

350% 84

25%  840  210

6,6% 2 kg 12,3 dag

W sezonie letnim biuro podróży organizuje dwutygodniowe wczasy w dwóch malowniczych
miejscowościach położonych nad polskim morzem: w Kołobrzegu i w Świnoujściu. W lipcu
wykupiło wyjazd 140 osób, w tym 20% dzieci. W sierpniu na wczasy zdecydowało się 160
osób, w tym również 20% dzieci. Przeciągnij i upuść.

Liczba dzieci, które wyjechały na wczasy w lipcu, była  liczby dzieci, które wyjechały

na wczasy w sierpniu.

W lipcu nad morze wyjechało  dzieci.

W sierpniu nad morze wyjechało  dzieci.

 

 

 

równa 32 większa od 20 28 mniejsza od











Ćwiczenie 8

Poniższa figura składa się z identycznych kwadratów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Pole obszaru zamalowanego jest mniejsze od pola obszaru niezamalowanego.

Pole obszaru zamalowanego stanowi  pola całej figury.

Pole obszaru niezamalowanego stanowi  pola całej figury.

Jeden kwadrat stanowi  pola całej figury.

54%

48%

4%











Procent danej liczby

Przykład 1

Po sezonie zimowym zorganizowano w sklepie sportowym wyprzedaż butów
narciarskich. Ceny obuwia obniżono o  . Jaka jest nowa cena butów narciarskich,
jeżeli przed obniżką kosztowały  złotych?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Nową cenę butów narciarskich możemy obliczyć dwoma sposobami.

sposób 

Obliczamy  ceny początkowej , zaczynając od zamiany  na ułamek

Następnie mnożymy otrzymany ułamek przez kwotę 

Zatem cena butów narciarskich obniży się o  . Następnie, wykonując odejmowanie,
obliczamy cenę butów narciarskich po obniżce

Nowa cena butów narciarskich po dwudziestoprocentowej obniżce wynosi .

20%

740

I

20% 740 zł 20%

20% = 0,2

740 zł

0,2 ∙ 740 zł = 148 zł

148 zł

740 zł − 148 zł = 592 zł

592 zł



sposób 

Po obniżce o   buty narciarskie kosztują  ceny początkowej, gdyż

Obliczamy  ceny , zaczynając od zamiany  na ułamek

Nowa cena butów narciarskich po dwudziestoprocentowej obniżce wynosi .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

II

20% 80%

100% − 20% = 80%

80% 740 zł 80%

80%  =  0,8

0,8 ∙ 740 zł = 592 zł

592 zł

https://zpe.gov.pl/a/Dm4Fn7BBp


Ćwiczenie 1

W sklepie meblowym cenę szafy podwyższono o . Jednak po dwóch miesiącach cenę
towaru obniżono o . 
Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 2

Pani Nowak jest posiadaczem  karty rabatowej na usługi kosmetyczne w osiedlowym
salonie urody. Oblicz łączną kwotę rabatu, jaką otrzyma klientka w salonie, jeśli wykonano
następujące zabiegi kosmetyczne:

Masaż dłoni –  za 

Masaż relaksacyjny ciała olejkiem –  za 

Masaż stóp –  za 

Ćwiczenie 3

Pan Nowak , jako księgowy w dużej korporacji, zarabia miesięcznie . W styczniu
otrzymał  dodatek motywacyjny za wykonanie przed terminem rocznego sprawozdania
finansowego.

1. Oblicz, ile złotych wynosiła styczniowa premia pana Nowaka.

2. Jakie było łącznie styczniowe wynagrodzenie Pana Nowaka?

30%

30%

Nowa cena szafy jest taka sama jak cena początkowa.

Nowa cena szafy jest niższa niż cena początkowa.

Nowa cena szafy jest wyższa niż cena początkowa.

15%

20 zł 20 min

110 zł 60 min

25 zł 20 min

4200 zł
20%









Ćwiczenie 4

Na bal sylwestrowy zaproszonych było  osób. Z powodu bardzo złych warunków
atmosferycznych na balu było nieobecnych  zaproszonych gości. Ile osób było obecnych
na balu sylwestrowym?

Ćwiczenie 5

W  serka granulowanego białko stanowi . Ile gramów białka znajduje się w tym
produkcie?

Ćwiczenie 6

W sadzie rośnie  drzew owocowych: jabłonie, grusze, śliwy, czereśnie. Wiedząc, że
jabłonie stanowią , grusze , a śliwy  wszystkich drzew, oblicz, ile czereśni rośnie
w tym sadzie.

150

3

1

3

%

150 g 16,5%

630

30% − 

1

3

10%



Ćwiczenie 7

Wśród  uczniów szkoły muzycznej przeprowadzono ankietę, która dotyczyła umiejętności
gry na gitarach różnego typu. Każdy z ankietowanych mógł wybrać tylko jeden rodzaj
instrumentu. Poniższy diagram przedstawia wyniki ankiety.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz.

1. Ile procent uczniów wybrało gitarę klasyczną?

2. Ilu uczniów gra na gitarze basowej, a ilu na gitarze barokowej?

3. Ile razy liczba uczniów grających na gitarze elektrycznej jest większa od liczby studentów
grających na gitarze barokowej?

Ćwiczenie 8

Grupa przyjaciół wybrała się na nocny rejs statkiem. Zgodnie z planem rejs, długości ,
miał się odbyć w godzinach . Podczas rejsu statek trzykrotnie przybijał do
brzegu, pierwszy raz po pokonaniu  całej trasy.

1. Ile kilometrów miała do pokonania grupa przyjaciół podczas dalszej części podróży
statkiem?

2. O której godzinie statek pierwszy raz przybił do brzegu, zakładając, że płynął ze stałą
prędkością?

200

24 km

22 : 00–  6 : 00

35%



Ćwiczenie 9

W maju każdego roku w pewnej szkole organizowany jest  dniowy wyjazd uczniów
w ramach zajęć w zielonej szkole. Uczniowie wraz z opiekunami wyjeżdżają do różnych miejsc
w kraju- w góry, nad morze, nad jeziora. W tym roku szkolnym uczestnictwo w wycieczce
zadeklarowało  uczniów szkoły liczącej  osób. Nad morze chce wyjechać 
uczniów, natomiast nad jeziora jedynie  osób. Ilu uczniów zadeklarowało wyjazd w góry?

Ćwiczenie 10

Po wakacjach w dwóch firmach przeprowadzono ankietę, w której pracownikom zadano
pytanie: „Czy podczas ostatnich wakacji uczestniczył/uczestniczyła Pan/Pani
w zorganizowanej formie wypoczynku?” Firma pierwsza zatrudnia osób, firma druga 
osób. Poniższe diagramy przedstawiają wyniki ankiety.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Ile osób uczestniczyło w zorganizowanej formie wypoczynku w każdej z firm?

2. Jaka była różnica między liczbą pracowników uczestniczących w zorganizowanej formie
wypoczynku a liczbą pracowników nieuczestniczących w takiej formie wypoczynku
w każdej z firm? W której firmie różnica była większa?

Ćwiczenie 11

Cenę kanapy, która kosztowała , obniżono dwukrotnie o . Oblicz cenę mebla po
obu obniżkach.

5−

75% 360 30%

30

160  – 120

2200 zł 15%



Ćwiczenie 12

Cenę rakiety do gry w  tenisa, która kosztowała , podwyższono dwukrotnie o .
Oblicz cenę rakiety po obu podwyżkach.

Ćwiczenie 13

Podczas świątecznej promocji cenę aparatu fotograficznego, która wynosiła , obniżono
o . Po zakończeniu promocji cena aparatu została podwyższona o . Czy cena
końcowa aparatu fotograficznego była wyższa, czy niższa od jego ceny początkowej, przed
promocją. O ile?

Ćwiczenie 14

Po sezonie letnim zapowiedziano w sklepie odzieżowym wyprzedaż damskich i męskich
strojów kąpielowych.

Tabela. Dane

Damski strój kąpielowy Męski strój kąpielowy

Cena początkowa

Obniżka

1. Ile będzie kosztował każdy z tych strojów po obniżce o dany procent?

2. Która obniżka jest korzystniejsza dla klienta? Odpowiedź uzasadnij.

600 zł 5%

3200 zł
12% 15%

162 zł 109 zł

18% 27%



Ćwiczenie 15

Cenę zestawu komputerowego równą  podwyższono o . Następnie tę cenę
obniżono o . Ile wynosi różnica pomiędzy ceną początkową i ceną po obniżce tego
zestawu?

Ćwiczenie 16

Do koła wędkarskiego „Obfite połowy” zapisanych jest  członków. Poniżej  lat ma tylko 
 spośród wszystkich wędkarzy koła. W tej grupie wiekowej jest  osób, które dopiero

zaczynają swoją przygodę z wędkarstwem.

1. Ilu wędkarzy jest w wieku powyżej  lat?

2. Ilu wędkarzy rozpoczyna swą wędkarską przygodę?

Ćwiczenie 17

Podczas wykopalisk archeologicznych badacze znaleźli skrzynię z dokumentami, planami
i mapami. Mapy stanowiły  zawartości skrzyni, a  tych map to mapy pobliskich
terenów. Jaki procent zawartości całej skrzyni stanowiły mapy terenu?

Ćwiczenie 18

Państwo Nowakowie postanowili kupić meble do salonu, które kosztują . Podczas
zakupów okazało się, że klientom, których kwota do zapłaty przekracza , przysługuje 

 rabat, a dodatkowo koszt transportu, z wniesieniem mebli do domu, wynosi . Ile
złotych muszą zapłacić Nowakowie za nowe meble?

4500 zł 20%

20%

160 40

35% 25%

40

30% 25%

8460 zł
8000 zł

8% 50 zł



Ćwiczenie 19

W sklepie internetowym zaplanowano w styczniu obniżkę cen wszystkich towarów o .
W lutym, po bardzo intensywnej akcji promocyjnej, okazało się, że ceny towarów zostały
zwiększone o . Natomiast w sklepie osiedlowym zmiany cenowe zaplanowano w odwrotnej
kolejności. W styczniu ceny wszystkich towarów zostały zwiększone o , a w lutym
obniżone o .

1. Jaka jest różnica między cenami w obu sklepach po zmianach?

2. O ile procent obniżona została cena w sklepie internetowym, a o ile w sklepie
osiedlowym?

Ćwiczenie 20

Bardzo często, podczas wyprzedaży, spotykamy się z ofertą, która polega na zakupie jednego
produktu z możliwością zakupu drugiego, takiego samego, za  ceny. Ile litrów płynu do
prania można kupić, korzystając z przedstawionej oferty, za kwotę , jeżeli jeden litr tego
płynu kosztuje .

Ćwiczenie 21

Kwiaciarnie „Róża” i „Stokrotka” przystąpiły do przetargu na ozdobienie wnętrza kwiatami,
z uwzględnieniem nowych trendów we florystyce, w nowo otwartej galerii „Nowoczesny
Artysta”. Każda kwiaciarnia przedstawiła korzystną ofertę specjalną.

Kwiaciarnia „Róża” – pierwsza obniżka cen o , druga obniżka cen o 

Kwiaciarnia „Stokrotka” – obniżka cen o 

1. Która obniżka jest bardziej korzystna? Dwukrotna obniżka ceny w kwiaciarni „Róża”, czy
jednokrotna obniżka ceny w kwiaciarni „Stokrotka”? Z której oferty powinni skorzystać
właściciele „Galerii Nowoczesnych Artystów”? Odpowiedź uzasadnij.

2. Jaka będzie różnica w cenie między ofertami, jeżeli zamówione będą kwiaty za ?

10%

5%

5%

10%

50%

100 zł
18 zł

20% 15%

35%

1500 zł



Ćwiczenie 22

Znajdź informacje na temat bezrobocia i odpowiedz na pytanie: ile procent osób w Polsce jest
bezrobotnych? Oblicz, ile to osób.



Obliczanie liczby na podstawie danego jej
procentu. Część I

Przykład 1

Na zdjęciu parkingu samochodowego, wykonanym z  lotu ptaka, można zobaczyć jedynie 
 zaparkowanych tam samochodów, ponieważ pozostałe samochody zaparkowane są

pod zadaszeniem.
Ustalmy, ile wszystkich samochodów jest zaparkowanych na parkingu.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

25%

https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0


Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Obliczenie liczby, gdy znamy wartość jej , polega na
znalezieniu liczby, która jest od podanej odpowiednio  razy,  razy,  razy,  razy, 
razy większa.
Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Wybierz.

Liczba, której 50% jest równe 232 wynosi .

Kwota, której 25% jest równe 8,44zł wynosi  zł.

Masa, której 20% jest równe 125 kg wynosi  kg.

Długość, której 10% jest równe 71cm wynosi  cm.

Pojemność, której 5% jest równe 2,5 litra wynosi  litrów.

 

 

 

 

 

50 7,1 6250 116 232 5 7100 500 710 33,76 16,88 464

2,11 25 625

50%,  25%,  20%,  10%,  5%

2 4 5 10 20

https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0


Aby obliczyć liczbę na podstawie danego jej procentu, należy dany procent zamienić na
ułamek, a następnie daną liczbę podzielić przez ten ułamek.
Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D1AvXp5O0


Ćwiczenie 2

Znajdź wielkość, której

1.  jest równe 

2.  jest równe 

3.  jest równe 

4.  jest równe 

5.  jest równe 

6.  jest równe 

40% 144 m

20% 56 kg

50% 84,6 l

25% 99 km

10% 0,3 g

200% 3 cm



Ćwiczenie 3

Znajdź wielkość, której

1.  jest równe 

2.  jest równe 

3.  jest równe 

4.  jest równe 

5.  jest równe 

6.  jest równe 

7.  jest równe 

8.  jest równe 

9.  jest równe 

10.  jest równe

32% 25,6 km

6% 36 zł

74% 1628 m

230% 989 dag

125% 6 h 15 min

33

1

3

% 47 zł

1

4

5

% 36 gr

22,6% 5876 km

1400% 84 s

0,8%  2,72 m



Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij i upuść.

24% kwoty  zł jest równe 192 zł.

120% masy  kg jest równe 96 kg.

60% z  m jest równe 39,6 m.

15% liczby  jest równe 132.

45% z  minut jest równe 27 minut.

0,5% kwoty  zł jest równe 3,3 zł.

 

 

 

 

 

 

880 660 800 60 80 66

Połącz w pary.

 liczby 8812,5% 81

% liczby 25032

2

5

11

% liczby 8166

2

3

12,6

 liczby 1542% 6,3

 liczby 4528% 54



Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uporządkuj w kolejności rosnącej.

a) liczba, której 350% jest równe 245
b) liczba, której 160% jest równe 96
c) liczba, której 230% jest równe 184
d) liczba, której 110% jest równe 132
e) liczba, której 280% jest równe 280

b

a

d

c

e













Obliczanie liczby na podstawie danego jej
procentu. Część II

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Grupa znajomych zaplanowała we wrześniu wyjazd na grzybobranie. Ile kilogramów
świeżych borowików szlachetnych (prawdziwków) powinni zebrać grzybiarze, aby po
ususzeniu otrzymać  grzybów? Podczas rozwiązania wykorzystaj informację, że
borowik szlachetny po ususzeniu utraci  swojej masy.

2 kg

92%

https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Miesięczna pensja pani Nowickiej stanowi  miesięcznej pensji pani Lotkowskiej.
Kwartalnie pani Lotkowska zarabia . Ile wynosi miesięczna pensja pani Nowickiej?

Ćwiczenie 2

Do beczki ogrodowej wlano  litrów wody, co stanowi  jej pojemności. Jaką pojemność
ma ta beczka?

35%

60 000 zł

więcej niż 

mniej niż 

7000 zł

7500 zł

7500 zł

7000 zł

80 64%

 litrów

 litrów

 litrów

 litrów

150

125

96

105

















https://zpe.gov.pl/a/DM5sFimax


Ćwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 4

Na początku lekcji fizyki  uczniów klasy pierwszej zgłosiło nauczycielowi, że nie odrobiło
pracy domowej. Ilu uczniów liczy ta klasa, jeżeli te osoby stanowią jej ?

Ćwiczenie 5

W sklepie z odzieżą damską liczba sukienek wieczorowych stanowi  liczby wszystkich
sukienek. Ile wszystkich sukienek jest w tym sklepie, jeżeli sukienek wieczorowych jest ?

Ćwiczenie 6

Tradycją pewnej szkoły jest to, że wszyscy jej uczniowie uczestniczą w wyjściu do kina w dniu 
 czerwca. Ile jest miejsc w tym kinie, jeżeli  uczniów tej szkoły wypełniło salę kinową w 

Ćwiczenie 7

Na parkingu samochodowym miejsca uprzywilejowane stanowią  liczby wszystkich miejsc
parkingowych. Ile miejsc parkingowych znajduje się na tym parkingu, jeżeli miejsc
uprzywilejowanych jest .

Po przebyciu , co stanowi  trasy, pozostało do pokonania jeszcze 
.

Na wycieczkę wyjechało uczniów, co stanowi  osób pewnej szkoły. Liczba
wszystkich uczniów tej szkoły jest większa niż .

Cena  cukru po  obniżce wynosi . Kupując  cukru, zaoszczędzimy 
.

Cukier stanowi  masy buraków cukrowych. Na wyprodukowanie  cukru
należy zużyć  buraków cukrowych.

45 km 15%

255 km

48  12%

400

1 kg 5% 3,61 zł 5 kg

0,9 zł

17% 85 kg

500 kg

4

16%

35%

63

1 360

80%?

14%

322











Ćwiczenie 8

Firma budowlana ustaliła, że przed rozpoczęciem prac remontowych pobiera od
zleceniodawcy  zaliczkę wliczaną do całkowitego rozliczenia po zakończeniu prac.

1. Jaki jest całkowity koszt remontu, jeżeli zaliczka wynosi ?

2. Jaką kwotę zleceniodawca będzie musiał dopłacić po zakończeniu remontu?

3. Jaką kwotę musiałby zapłacić zleceniodawca, gdyby kwota zaliczki nie była wliczana do
ogólnego rozliczenia?

Ćwiczenie 9

Cukier stanowi  masy bananów. W ilu kilogramach bananów znajduje się  cukru?
Wynik zaokrąglij do pełnych kilogramów.

Ćwiczenie 10

Pani Anna podczas zakupów wydała  kwoty, którą na nie przeznaczyła i zostało jej jeszcze
. Jaką kwotę pani Anna przeznaczyła na zakupy?

Ćwiczenie 11

Asia i Basia wybrały się na zakupy do sklepu odzieżowego. Asia dzięki obniżce ceny spodni o 
 zaoszczędziła . Natomiast Basia kupiła bluzkę na  wyprzedaży, za którą

zapłaciła 

1. Która z dziewczynek więcej zaoszczędziła na zakupach?

2. Ile złotych dziewczynki zapłaciły za swoje ubrania?

3. Ile złotych dziewczynki zapłaciłyby za zakupy, gdyby nie było wyprzedaży?

15%

2 475 zł

12,3% 0,5 kg

95%

12,5 zł

60% 156 zł 40%

147 zł.



Ćwiczenie 12

Podczas pierwszego etapu rajdu samochodowego kierowca pokonał  swojej trasy. Do
przejechania pozostało mu jeszcze . Jaka jest długość trasy, którą kierowca już
pokonał?

Ćwiczenie 13

Pan Piotr otrzymał  podwyżki, co stanowi  jego dotychczasowego wynagrodzenia.
Ile wynosi jego nowa pensja?

Ćwiczenie 14

W klasyfikacji rocznej  uczniów klasy trzeciej uzyskało średnią ocen większą niż .
Pozostała część klasy, którą stanowi  uczniów, uzyskała dobre wyniki w nauce, ponieważ
ich średnia była większa niż . Ilu uczniów klasy trzeciej uzyskało średnią ocen większą niż 

 na koniec roku szkolnego?

Ćwiczenie 15

Cena zmywarki w styczniu została obniżona o . W sezonie letnim, z powodu niskiej
sprzedaży, cenę ponownie obniżono – tym razem o . Po dwukrotnej obniżce zmywarkę
można było kupić za kwotę .

1. Oblicz cenę zmywarki przed obniżkami.

2. Oblicz różnicę w cenie zmywarki po każdej obniżce w odniesieniu do jej ceny
początkowej.

Ćwiczenie 16

Cenę aparatu fotograficznego obniżono o , a następnie podwyższono o . Oblicz cenę
początkową aparatu fotograficznego, jeżeli jego nowa cena jest równa .

86%

42,7 km

240 zł 15%

12,5% 4,75

21

4

4,75

5%

10%

2257,2 zł

15% 20 zł
2825 zł



Ćwiczenie 17

Wyznacz wartość liczby , jeżeli

1. liczba o  większa od  jest równa 

2. liczba o  większa od  jest równa 

3. liczba o  mniejsza od  jest równa 

4. liczba o  mniejsza od  jest równa 

Ćwiczenie 18

Podstawę trójkąta równoramiennego zmniejszono o , a wysokość na nią opuszczoną
zwiększono o . Pole otrzymanego trójkąta równoramiennego jest mniejsze od pola
pierwszego trójkąta o . Oblicz pole każdego z trójkątów równoramiennych.

x

15% x 78,2

74% x 1566

46% x 459

24% x 4180

20%

20%

18 cm

2



Ćwiczenie 19

Wśród pewnej liczby mieszkańców osiedla przeprowadzono ankietę, która dotyczyła
możliwych sposobów spędzania wolnego czasu. Każdy z ankietowanych mógł wybrać tylko
jedną odpowiedź. Poniższy diagram przedstawia wyniki ankiety.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Ile osób spędza swój wolny czas, słuchając muzyki, jeżeli  osób, spośród
ankietowanych, ogląda telewizję?

2. Ile wszystkich osób brało udział w przeprowadzonej ankiecie?

Ćwiczenie 20

W sklepie ogrodniczym zapowiedziano, że  i  czerwca będzie promocyjna wyprzedaż
kwiatów doniczkowych. Pierwszego dnia sprzedano  liczby wszystkich kwiatów. Po
drugim dniu wyprzedaży do sprzedania zostało tylko sztuk kwiatów, czyli  liczby
kwiatów, które nie zostały sprzedane pierwszego dnia.

1. Ile kwiatów sprzedano drugiego dnia wyprzedaży?

2. Ile kwiatów sprzedano podczas dwóch dni wyprzedaży?

3. Ile kwiatów było w sklepie ogrodniczym przed rozpoczęciem sprzedaży promocyjnej?

144

12 13

30%

49  33

1

3

%



Ćwiczenie 21

W klasie trzeciej pewnego gimnazjum uczniowie uczą się języka angielskiego i hiszpańskiego
z podziałem na grupy, które określają poziom zaawansowania znajomości języka. Aż 
liczby uczniów tej klasy uczęszcza na zajęcia z języków obcych do grup niezaawansowanych.
Wśród tych, którzy uczęszczają na zajęcia do grup zaawansowanych,  liczby osób uczy się
jeszcze języka francuskiego na zajęciach dodatkowych.

1. Ile osób jest w tej klasie, jeżeli języka francuskiego uczy się  uczniów?

2. Ile osób uczy się w każdej z grup?

40%

1

3

6



Jaki procent jednej wielkości stanowi inna wielkość

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Uzupełnij luki, wpisując odpowiednie liczby.

1. liczba  stanowi …  liczby 

2. liczba  stanowi …  liczby 

3. liczba  stanowi …  liczby 

4. liczba  stanowi …  liczby 

3 % 8

24 % 15

5 % 40

30 % 25

https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU
https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU
https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU


Ćwiczenie 2

Klasa  liczy  uczniów. 
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ia 30

 uczniów tej klasy uczęszcza na dodatkowe zajęcia sportowe. W zajęciach
sportowych bierze udział więcej niż  uczniów tej klasy.

 uczniów tej klasy to chłopcy. Dziewczynki stanowią  uczniów tej klasy.

Młodszą siostrę lub brata ma  uczniów tej klasy. Młodsze rodzeństwo ma 
uczniów klasy .

16

55%

12 60%

9 30%

Ia

Wybierz.

Spódnica kosztuje 45 zł, a sweter 36 zł. Cena swetra stanowi  % ceny spódnicy.

Zmieszano 2 l wody i 0,5 l soku. Sok stanowi  % otrzymanego napoju.

Podczas 20-kilometrowego biegu 150-metrowy odcinek prowadził przez las. Zawodnicy biegli

przez las przez  ‰ całego biegu.

Po przeprowadzeniu ankiety na temat ulubionego sportu okazało się, że 35 ankietowanych

wskazało lekką atletykę, 28 ankietowanych – piłkę nożną, 17 – piłkę siatkową. Zwolennicy

piłki nożnej stanowili  % wszystkich ankietowanych.

 

 

 

 

80 125 65 40 75 20 60 20 2,5 75 7,5 35 21,25 80

25 43,75









Ćwiczenie 4

Podczas egzaminu z języka angielskiego można było uzyskać maksymalnie  punktów. Aby
zdać egzamin, trzeba było uzyskać przynajmniej  wszystkich punktów. Ania uzyskała 
punktów, a Michał  punktów. Kto zdał egzamin?

Ćwiczenie 5

Boki prostokąta długości  i  zwiększono o  każdy. Jakim procentem pola
mniejszego prostokąta jest pole większego? Wynik podaj z dokładnością do części setnych
procenta.

Ćwiczenie 6

Każdego ranka Kasia wypija filiżankę kawy, którą przyrządza w następujący sposób: do filiżanki
wsypuje łyżeczkę kawy (około ), wlewa około  wody, wsypuje około  cukru
oraz wlewa około  mleka. Jaki promil napoju stanowi kawa, a jaki cukier? Wyniki podaj
z dokład

70

40% 29

27

Żadne z nich nie zdało.

Zdała tylko Ania.

Zdali obydwoje.

12 cm 8 cm 2,5 cm

2,5 g 100 g 5,5 g

20 g

0,01









Ćwiczenie 7

W szkolnej drużynie pływackiej jest  dziewcząt i  chłopców. Spośród dziewcząt  pływa
stylem klasycznym,  crawlem i  stylem motylkowym. Spośród chłopców  pływa crawlem, 

 stylem motylkowym i  stylem klasycznym.

1. Jaki procent wszystkich członków drużyny stanowią dziewczęta?

2. Jaki procent wszystkich członków drużyny pływa stylem motylkowym?

3. Jaki procent dziewcząt pływa stylem klasycznym?

4. Jaki procent członków drużyny stanowią chłopcy pływający stylem klasycznym?

Ćwiczenie 8

Cenę telefonu komórkowego wynoszącą  obniżono do . O ile procent tańszy jest
teraz telefon?

Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

15 25 6

5 4 15

8 2

120 zł 102 zł

Wybierz.

Garsonkę, która kosztowała 150 zł, można teraz kupić za 120 zł. Cenę garsonki obniżono o 

 %.

Przygotowując się do konkursu, Ania rozwiązała 60 zadań, a Marcin 72 zadania. Marcin

rozwiązał o  % więcej zadań niż Ania.

Krzysztof ma 180 cm wzrostu, a Adam jest o 27 cm niższy. Adam jest niższy od Krzysztofa o 

 %.

Andrzej i Damian kolekcjonują monety. Andrzej ma 459 monet, a Damian 450. Andrzej ma o 

 % monet więcej od Damiana.

 

 

 

 

102 83 75 85 15 80 20 25 2 27 70 20 9 120 80
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Ćwiczenie 10

Uzupełnij luki, wpisując odpowiednie liczby.
Na sprawdzianie z matematyki za rozwiązanie wszystkich zadań można było uzyskać
maksymalnie  punktów. Paweł uzyskał  punktów, a Natalia  punktów.

1. Paweł uzyskał …  wszystkich możliwych punktów, a Natalia …  maksymalnej liczby
punktów.

2. Paweł uzyskał o …  punktów więcej niż Natalia.

3. Natalia uzyskała o …  punktów mniej niż Paweł.

Ćwiczenie 11

Pan Kowalski zarabia obecnie  miesięcznie, a pensja pana Nowaka wynosi 
miesięcznie. Od nowego roku w firmie, w której pracują obaj panowie planowane są podwyżki,
po których pan Kowalski będzie zarabiał , a pan Nowak .

1. O ile procent mniej zarabiał pan Kowalski niż pan Nowak przed podwyżką?

2. O ile procent wzrosła pensja pana Kowalskiego, a o ile pensja pana Nowaka w wyniku
podwyżki?

3. U którego z panów wzrost procentowy pensji był większy?

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

50 45 36

% %

%

%

2700 zł 3600 zł

3105 zł 4032 zł

https://zpe.gov.pl/a/DwaUtsGMU


Ćwiczenie 12

W klasie  jest  chłopców i  dziewcząt, a w klasie  jest  chłopców i  dziewcząt.

1. Jakim procentem wszystkich uczniów obu klas pierwszych są chłopcy z obu klas?

2. O ile procent więcej jest chłopców niż dziewcząt w klasie ?

3. O ile punktów procentowych mniej jest chłopców niż dziewcząt w klasie ?

Ćwiczenie 13

W ogródku Krysi rośnie  sadzonek kwiatów:  róż,  tulipanów,  żonkili i 
stokrotek. Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

Ćwiczenie 14

Karol przygotowuje się do udziału w olimpiadzie matematycznej. W ciągu dwóch dni rozwiązał
 wszystkich zadań. Zostało mu do rozwiązania jeszcze . O ile procent Karol musi

zwiększyć ilość zadań rozwiązywanych w ciągu jednego dnia, aby rozwiązać wszystkie w ciągu
 dni?

Ćwiczenie 15

Znajdź informacje na temat powierzchni Hiszpanii i Europy. Oblicz, jaki procent powierzchni
Europy stanowi Hiszpania.

Ia 12 13 Ib 15 10

Ib

Ia

100 40 25 15 20

Stokrotek jest o  więcej niż żonkili.

Stokrotek jest o  punktów procentowych mniej niż róż.

Tulipanów jest o  mniej niż róż.

Tulipanów jest o  punktów procentowych więcej niż żonkili.

25%

5

37,5%

10

25% 30

7











Ćwiczenie 16

Wyszukaj w dostępnych źródłach dane dotyczące powierzchni i liczby ludności województwa,
w którym mieszkasz. Oblicz, jaki procent powierzchni Polski stanowi powierzchnia twojego
województwa oraz jaki procent ludności Polski stanowi ludność zamieszkująca twoje
województwo. Wynik podaj z dokładnością do części dziesiątych procenta.

woj. mazowieckie
35 558,47 km 2

woj.
podlaskie

20 187,02 km 2

woj. podkarpackie
17 845,76 km 2woj. małopolskie

15 182,79 km 2

woj.
śląskie

12 333,09 km 2

woj.
opolskie

9 411,87 km 2

woj. dolnośląskie
19 946,74 km 2

woj.
lubuskie

13 987,89 km 2

woj. wielkopolskie
29 826,50 km 2

woj.
świętokrzyskie
11 710,50 km 2

woj. łódzkie
18 218,95 km 2 woj.

lubelskie
13 987,89 km 2

woj.
pomorskie

18 310,34 km 2

woj.
zachodniopomorskie

22 892,48 km 2

woj.
kujawsko-pomorskie

17 971,34 km 2

woj. warmińsko-mazurskie
24 173,47 km 2

5316840

4599447

3360581

2513093

2295811

2156150

2129294

1718861

1446915

1268239

1194965

2092564

2909997

1021470

1004416

3467016

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Obliczenia procentowe. Część I

Poznaliśmy różne typy obliczeń procentowych: obliczanie procentu danej liczby, obliczanie
liczby na podstawie danego jej procentu czy obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest
druga liczba. Nie każdy problem można rozwiązać, posługując się tylko jednym
z wymienionych wyżej typów obliczeń procentowych, niekiedy trzeba użyć dwóch lub
więcej typów.

Ćwiczenie 1

Zestaw szklanek kosztował . Ile kosztował ten zestaw po  obniżce?

Ćwiczenie 2

Cena kos�umu kąpielowego po obniżce o  wynosi . Ile kosztował ten kos�um
przed obniżką?

Ćwiczenie 3

Przed świętami Bożego Narodzenia pudełko bombek choinkowych kosztowało ,
a w pierwszym tygodniu po świętach . O ile procent obniżono cenę bombek w pierwszym
tygodniu po świętach?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

120 zł 25%

15% 89,25 zł

25 zł
18 zł



Ćwiczenie 4

Państwo Wiśniewscy, korzystając z  obniżki cen podczas wyprzedaży, kupili telewizor,
który przed obniżką kosztował .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ile złotych zaoszczędzili Państwo Wiśniewscy?

20%

1550 zł

750 zł

387,50 zł

310 zł

1240 zł











Ćwiczenie 5

Pan Waldemar ważył przed wakacjami , a po wakacjach .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

O ile pan Waldemar schudł w czasie wakacji?

65 kg 52 kg

5%

10%

20%

25%











Ćwiczenie 6

W roztworze wodnym soli kuchennej o stężeniu  znajdują się  soli. Ile wynosi masa
roztworu?

Ćwiczenie 7

Wśród uczniów klas pierwszych pewnego gimnazjum przeprowadzono ankietę na temat
miejsca spędzania świąt wielkanocnych. Wyniki ankiety przedstawiono na diagramie.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie powyższego diagramu odpowiedz na pytanie.
O ile procent uczniów mniej spędza święta wielkanocne u znajomych niż u dziadków?

2,5% 2 g

8 g

80 g

5g

500g











Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary.

25,2 Liczba, której 40% wynosi 12

20 Liczba, której 85% wynosi 34

21 28% liczby 75

30
Procent liczby 70, który stanowi liczba

14

25 35% liczby 72

40
Procent liczby 36, który stanowi liczba

9



Ćwiczenie 9

Na tygodniowym obozie narciarskim było  osób. Po pierwszym tygodniu, z powodu złych
warunków atmosferycznych wyjechało  wszystkich uczestników, po upływie drugiego
tygodnia wyjechało  uczestników pozostałych po pierwszym tygodniu.

1. Ilu uczestników wyjechało po pierwszym , a ilu po drugim tygodniu obozu?

2. Ilu uczestników obozu pozostało?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 10

Ekspres do kawy kosztował . Cenę ekspresu podniesiono dwukrotnie, najpierw o ,
a następnie jeszcze o 

1. Ile kosztuje ekspres po ostatniej podwyżce?

2. O ile procent więcej kosztuje ekspres po dwukrotnej podwyżce ceny?

150

30%

20%

1500 zł 20%

15%.



Ćwiczenie 11

W dwóch sklepach meblowych obniżono ceny mebli. W sklepie „Alicja” cenę kanapy
wynoszącą  obniżono najpierw o , a potem jeszcze o , natomiast w sklepie
„Beata” tę samą cenę kanapy obniżono jednorazowo o %.

1. Ile kosztuje kanapa w sklepie „Alicja”, a ile w sklepie „Beata”?

2. W którym ze sklepów oferta dla klienta jest korzystniejsza?

Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

650 zł 20% 15%

35

Na drzwiach sklepu AGD pojawiła się kartka z napisem WSZYSTKIE CENY NIŻSZE O 20%. 

Połącz w pary ceny początkowe artykułów i końcowe.

Lodówka – 1100 zł 880 zł

Odtwarzacz DVD – 350 zł 280 zł

Odkurzacz – 750 zł 600 zł

Suszarka do włosów – 50 zł 40 zł

Telewizor – 1800 zł 1440 zł

Pralka – 2500 zł 2000 zł



Ćwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 14

Podczas lekcji chemii uczniowie, pracując w grupach, mieli do wykonania doświadczenie,
którego celem było uzyskanie  roztworu soli kuchennej.  grupa zmieszała  wody z 

 soli, grupa  rozpuściła soli w  wody, grupa  rozpuściła  soli w 
wody, a grupa  zmieszała  soli z  wody. Która z grup wykonała poprawnie
doświadczenie, czyli uzyskała  roztwór soli kuchennej? Wybierz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

Na początku stycznia  roku został pobity rekord Guinnessa dotyczący długości
czasu oglądania telewizji. Nowy rekord wynosi  godzin. Maraton filmowy
trwający  godzin to mniej niż  tego rekordu.

Antek ma  wzrostu, a Janek jest od niego o  niższy. Janek ma więcej niż 
 wzrostu.

W klasie  jest  uczniów, którzy nie mają rodzeństwa. Stanowią oni 
wszystkich uczniów tej klasy. Klasa  liczy  osób.

Marysia przeczytała już  strony, co stanowi  liczby wszystkich stron książki.
Książka, którą czyta Marysia ma  stron.

2014

87

12 14%

185 cm 12%

170 cm

 Ia 4 20%

I a 25

182 65%

 280

40% I 100 g

40 g II 80 g  120 g III 8 g 12 g

IV 20 g 30 g

40%

Grupa 

Grupa 

Grupa 

Grupa 

II

IV

I

III



















Ćwiczenie 15

Morze Martwe jest najbardziej zasolonym zbiornikiem wodnym na świecie. Pomimo że nazywa
się morzem, w rzeczywistości jest jeziorem. Jego zasolenie wynosi średnio  czyli  
Przez zasolenie wody morskiej rozumiemy odpowiedź na pytanie: jakim promilem masy wody
morskiej jest masa soli w niej zawartej?
Oblicz, ile  soli znajduje się w  wody z Morza Martwego.

M. Martwe

JORDANIA

IZRAEL

PA
LESTYNA

EGIPT

PALESTYNA

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

28%, 280‰.

kg 25 kg



Ćwiczenie 16

Uzupełnij.

1.  z  godzin to … minut

2.  z  metrów to … centymetrów

3.  z  kilogramów to … gramów

4.  z  złotych to … groszy

5.  z  litrów to … mililitrów

6.  z  ton to … kilogramów

7.  z  decymetrów to … milimetrów

Ćwiczenie 17

Działka ma kształt prostokąta o wymiarach  i . Truskawki zajmują  działki. Ile 
ma pozostała część działki?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

20% 3

5% 24

37% 50

45% 80

17% 5

32% 7

78% 27

150 m 80 m 35%

m

2



Ćwiczenie 18

W gimnazjum, do którego uczęszczają Iga, Magda i Bartek oceny ze sprawdzianów
z matematyki są zależne od liczby otrzymanych punktów.

Ocena dopuszczający od  do  wszystkich możliwych do uzyskania punktów.

Ocena dostateczny od  do  wszystkich możliwych do uzyskania punktów.

Ocena dobry od  do  wszystkich możliwych do uzyskania punktów.

Ocena bardzo dobry od  do  wszystkich możliwych do uzyskania punktów.

Ocena celujący  wszystkich możliwych do uzyskania punktów.

Z ostatniego sprawdzianu z matematyki można było otrzymać maksymalnie  punktów. Iga
uzyskała z tego sprawdzianu  punktów, Magda  punktów, a Bartek  punkty. Jaką ocenę
otrzymało każde z nich?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

40% 54%

55% 74%

75% 89%

90% 99%

100%

50

46 40 33



Ćwiczenie 19

Bilbo podczas wielkiej wyprawy przebył wraz z drużyną krasnoluda Tela drogę długości 
 Pierwszy etap podróży, czyli odcinek wiodący do skraju Mrocznej Puszczy, stanowił 

 całej drogi.

1. Ile kilometrów musiał jeszcze pokonać Bilbo, aby dotrzeć do celu podróży?

2. Jakim procentem pozostałej drogi był pierwszy etap podróży?

Ćwiczenie 20

Mężczyźni stanowili  wszystkich uczestników wycieczki do Paryża,  uczestników to
kobiety. Oprócz tego w wycieczce wzięło udział  dzieci.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Ile osób wzięło udział w wycieczce?

2. O ile więcej kobiet niż mężczyzn uczestniczyło w wycieczce?

250 km.

45%

24% 48%

14



Ćwiczenie 21

W ogródku pani Jadzi rosną tulipany, róże i żonkile. Róż jest o  więcej niż tulipanów, ale o 
 mniej niż żonkili, których jest . Ile róż i ile tulipanów rośnie w ogródku pani Jadzi?

Ćwiczenie 22

Przeprowadzono sondaż dotyczący poparcia dla par�i politycznych. Wśród ankietowanych
mężczyzn  zadeklarowało poparcie dla par�i , zaś  poparcie dla par�i . Wśród
kobiet  ankietowanych zadeklarowało poparcie dla par�i . Żadna z uczestniczek sondażu
nie zadeklarowała poparcia dla par�i . Po podsumowaniu wyników sondażu okazało się, że
poparcie dla par�i  wyraziło  wszystkich ankietowanych, czyli  osób. Ilu mężczyzn i ile
kobiet zadeklarowało poparcie dla par�i ?

Ćwiczenie 23

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje dotyczące prób złota i srebra, a następnie oblicz,
ile czystego złota znajduje się w łańcuszku ważącym  wykonanym ze złota próby
pierwszej oraz ile jest czystego srebra w pierścionku ważącym  wykonanym ze srebra
próby drugiej.

Ćwiczenie 24

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje dotyczące gęstości zaludnienia
w poszczególnych województwach w Polsce, a następnie oblicz, o ile promili mniejsza jest
gęstość zaludnienia w województwie opolskim niż w województwie świętokrzyskim.

 25%

20% 50

2,5%  X 4% Y

5% Y

X

X 2% 20

Y

30 g,

25 g



Obliczenia procentowe. Część II

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

https://zpe.gov.pl/a/D1k0ja4rY


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Pan Kowalski wpłacił do banku  na lokatę oprocentowaną  w skali roku.
Obliczymy kwotę odsetek, którą pan Kowalski otrzyma po upływie roku oraz kwotę, jaką
pan Kowalski będzie mógł wypłacić po upływie roku z banku.
Obliczamy odsetki, jakie otrzyma pan Kowalski.

Obliczamy, ile złotych będzie mógł wypłacić z banku pan Kowalski po upływie roku.

lub

2500 zł 5%

5% z 2500 zł to 5% ∙ 2500 zł = 0,05  ∙ 2500 zł = 125 zł 

2500 zł  +  125 zł  =  2625 zł

105% z 2500 zł to105% ∙ 2500 zł = 1,05 ∙ 2500 zł = 2625 zł.

https://zpe.gov.pl/a/D1k0ja4rY
https://zpe.gov.pl/a/D1k0ja4rY


Obliczając kwotę, jaką pan Kowalski otrzyma po upływie roku, nie uwzględniliśmy
podatku od odsetek, który pobierany jest przy wypłacie zgromadzonych oszczędności.
Podobnie, w celu uproszczenia obliczeń, będziemy pomijać podatek od odsetek
w następnych przykładach i zadaniach.

Przykład 4

Pani Irena wpłaciła do banku pewną sumę pieniędzy na lokatę oprocentowaną 
w skali roku. Po upływie roku mogła wypłacić . Jaką kwotę wpłaciła pani Irena do
banku? Jaką kwotę odsetek bank naliczył pani Irenie?
Kwota, którą pani Irena może wypłacić z banku po roku, to 107% kwoty wpłaconej, wobec
tego musimy obliczyć liczbę, której  wynosi .

Pani Irena wpłaciła do banku . 
Obliczymy teraz kwotę odsetek, które bank naliczył pani Irenie.

lub

Przykład 5

Pani Kasia wpłaciła na lokatę roczną . Po roku stan konta pani Kasi wynosił 
. Jakie było oprocentowanie tej lokaty? 

W celu obliczenia oprocentowania lokaty musimy obliczyć, jakim procentem wpłaconej
kwoty są odsetki dopisane przez bank po upływie roku.
Pani Kasia otrzymała

 odsetek. 
Obliczymy więc, jakim procentem kwoty  jest kwota .

Oprocentowanie lokaty, na którą wpłaciła pieniądze pani Kasia wynosi .

Przykład 6

7%

1605 zł

107% 1605 zł

107%  ∙  x = 1605

1,07 ∙ x = 1605

x =  1605  :  1,07 = 160500  :  107 = 1500

1500 zł

1605 zł − 1500 zł = 105 zł

7% z 1500 zł to 7% · 1500 zł = 0,07 ∙ 1500 zł = 105 zł

3000 zł
3120 zł

3120 zł − 3000 zł = 120 zł
3000 zł 120 zł

120

3000

 · 100% =

12000

3000

%  =  4%

4%



Pan Nowak wpłacił do „Twojego Banku” , na lokatę roczną, której oprocentowanie
wynosiło . Przez okres dwóch lat pan Nowak nie wpłacał ani nie wypłacał żadnych
pieniędzy, a bank nie zmienił oprocentowania lokaty. Jaką kwotę będzie mógł wypłacić
pan Nowak po upływie dwóch lat?
Jeżeli pan Nowak nie dokonywał w ciągu dwóch lat żadnych operacji finansowych, to
odsetki dopisane przez bank po drugim roku lokaty były naliczane nie od kwoty
wpłaconej przez pana Nowaka do banku, tylko od kwoty, która znajdowała się na koncie
pana Nowaka po upływie roku, czyli  powiększonych o siedmioprocentowe
odsetki.
Obliczymy najpierw, ile zł odsetek dopisano panu Nowakowi po upływie pierwszego
roku lokaty.

Zatem stan konta pana Nowaka po roku wynosił

Obliczymy teraz odsetki dopisane po drugim roku lokaty.

Ostatecznie, po upływie dwóch lat, pan Nowak będzie mógł wypłacić kwotę

Przykład 7

Pan Kamil wpłacił do banku  na lokatę kwartalną (tzn. taką, w której odsetki
dopisywane są nie po upływie roku, tylko po upływie kwartału, czyli  miesięcy), której
oprocentowanie wynosi  (oprocentowanie lokaty podawane jest zawsze w stosunku
rocznym, czyli określa, ile złotych odsetek dopisane zostałoby do stanu konta po upływie
roku). Obliczymy, ile zł odsetek zostanie dopisane do konta pana Kamila po upływie
terminu lokaty, tzn.  miesięcy.
Odsetki, które zostaną naliczone przez bank, obliczymy, mnożąc kwotę wpłaconą przez
pana Kamila przez  (tyle uzyskamy, dzieląc , stanowiące oprocentowanie
w stosunku rocznym, przez  czyli liczbę kwartałów mieszczących się w roku).

Aby obliczyć odsetki w przypadku lokaty, której termin jest krótszy niż rok, należy
wpłaconą kwotę pomnożyć przez liczbę procent, uzyskaną w wyniku podzielenia
oprocentowania lokaty przez ilość okresów, po upływie których dopisywane są odsetki
mieszczące się w ciągu roku. Np. jeżeli lokata jest  miesięczna, to przez , gdyby była to
lokata miesięczna, to przez  itp.

4000 zł
7%

4000 zł

7% ∙ 4000 zł = 0,07 ∙ 4000 zł = 280 zł

4000 zł +  280 zł = 4280 zł.

7% · 4280 zł = 0,07 ∙ 4280 zł = 299,60 zł

4280 zł + 299,60 zł =  4579,60 zł.  

1500zł
3

4%

3

1% 4%

4,

1% ∙ 1500 zł = 15 zł

6 2

12



Ćwiczenie 1

Antek chce kupić aparat fotograficzny. W jednym ze sklepów za aparat Antek musiałby
zapłacić , w drugim cena aparatu wynosi  VAT. W którym sklepie cena
aparatu jest korzystniejsza dla Antka?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1350 zł 1100 zł + 23%



Ćwiczenie 2

Na podstawie rysunku odpowiedz na pytania.

1. Jaka jest cena ne�o roweru?

2. Jaka jest kwota podatku VAT, którą sprzedawca powinien odprowadzić do skarbu
państwa?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

W celu obliczenia ceny ne�o należy cenę bru�o

pomnożyć przez 

podzielić przez 

pomnożyć przez 

podzielić przez 

123%

123%

23%

23%











Ćwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 5

Cena terakoty w sklepie „Twój dom” wynosi  (cena zawiera podatek VAT). Pan
Krzysztof zakupił w tym sklepie terakotę do pokrycia podłogi w kuchni, która jest prostokątem
o wymiarach  i . Ile zł podatku musi przekazać właściciel sklepu po sprzedaniu panu
Krzysztofowi terakoty na pokrycie tej podłogi?

Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podatek VAT zapłacony od zakupu telewizora wynosił . Cena, jaką musimy
zapłacić za ten telewizor to  (przyjmując stawkę VAT dla zakupu towarów
równą )

Pan Julian, właściciel sklepu AGD, sprzedał kuchenkę mikrofalową za .
Podatek VAT, który pan Julian powinien odprowadzić w związku z tą sprzedażą
wynosi .

Naprawa lodówki kosztowała . Przyjmując, że stawka VAT na usługi wynosi 
 możemy stwierdzić, że cena ne�o tej naprawy wynosiła .

356,50 zł
1550 zł

23%

221,40 zł

42,40 zł

54 zł
8%, 50 zł

1 m

2

61,50 zł

4 m 5 m

Przeciągnij i upuść.

Cena ne�o nart wynosi 200 zł. Cena bru�o wynosi  zł.

Podatek VAT w wysokości 23% ze sprzedaży kurtki wynosi 69 zł. Cena ne�o tej kurtki wynosi 

 zł, a cena bru�o

 zł.

Podatek VAT od naprawy komputera w wysokości 8% kosztów usługi wynosi 16 zł. Cena 

 tej naprawy wynosi 200 zł.

 

 

 

 

ne�o bru�o 300 zł 154 zł 369 zł 231 zł 246 zł









Ćwiczenie 7

W kwiaciarni „Kaktusik” róża kosztuje bru�o . Cena ne�o przybrania wynosi . Ile
powinien zapłacić klient, który w kwiaciarni „Kaktusik” kupił  róże z przybraniem?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8

Co miesiąc za korzystanie z internetu pan Michał płaci  (wraz z  podatkiem VAT).
O ile mniej płaciłby pan Michał, gdyby podatek VAT wynosił ?

8 zł 9 zł
3

66,42 zł 23%

8%



Ćwiczenie 9

Pani Agata wpłaciła do banku . Odsetki, jakie uzyska po roku pani Agata przy 
oprocentowaniu lokaty wyniosą

Ćwiczenie 10

Po upływie roku, od momentu wpłacenia pieniędzy do banku na lokatę oprocentowaną 
w skali roku pan, Marek pobrał wpłacone pieniądze wraz z odsetkami w kwocie . Pan
Marek wpłacił do banku

Ćwiczenie 11

Pan Kowalski wpłacił do banku  na lokatę oprocentowaną  w skali roku, ale nie
wypłacił swoich oszczędności ani odsetek po upływie roku, lecz pozostawił je w banku na
kolejny rok. Ile złotych będzie mógł wypłacić z banku pan Kowalski po dwóch latach?

Ćwiczenie 12

Na lokatę roczną została wpłacona kwota . Po upływie roku okazało się, że odsetki
dopisane przez bank do tej kwoty wyniosły . Jakie było oprocentowanie tej lokaty?

1350 zł 5%

135 zł

1417,50 zł

67,5 zł

1282,50 zł

7%

2140 zł

1860 zł

1990,20 zł

2107 zł

2000 zł

2400 zł 5%

2800 zł
112 zł



















Ćwiczenie 13

Mama Ewy wpłaciła na lokatę roczną . Po roku na koncie mamy Ewy znajdowało się 
. Jakie było oprocentowanie lokaty, na którą wpłaciła pieniądze mama dziewczynki?

Ćwiczenie 14

Marta wpłaciła do banku  na lokatę półroczną oprocentowaną  w skali roku. Ile
złotych będzie mogła wypłacić po upływie terminu lokaty?

Ćwiczenie 15

Ile złotych odsetek uzyska po roku pani Kasia, która wpłaciła  na lokatę półroczną
oprocentowaną  w skali roku, jeżeli nie będzie przez ten rok wpłacała ani wypłacała
pieniędzy?

Ćwiczenie 16

Jakim procentem ceny bru�o jest wysokość  podatku VAT?

Ćwiczenie 17

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje na temat podatku od odsetek dopisywanych do
stanu konta po upływie terminu lokaty, a następnie oblicz, ile złotych odsetek otrzyma po roku
klient, który wpłacił  na lokatę roczną oprocentowaną , po uwzględnieniu tego
podatku.

1900 zł
1957 zł

2500 zł 7%

3500 zł
7%

23%

2200 zł 4%



Figury płaskie

Słowo geometria pochodzi z języka greckiego i oznacza „mierzenie ziemi” (  to ziemia, 
 to mierzyć). W starożytnej Grecji, a wcześniej jeszcze w Egipcie, geometrzy pełnili

taką rolę, jaką dziś pełnią geodeci. Wykonywali pomiary działek – wyznaczali granice,
obliczali pola powierzchni. Używali przy tym sznurów i  prostych przyrządów,
przypominających cyrkle. Działki egipskich chłopów były corocznie zalewane przez Nil,
zatem geometrzy ciągle doskonalili swoje umiejętności, aby terminowo wykonać pilne
prace.

Rozglądając się dokoła, zauważamy rozmaite obiekty trójwymiarowe. Opisując je, możemy
określić ich długość, szerokość, wysokość lub głębokość. Takie obiekty to figury
przestrzenne (bryły). Badaniem własności brył zajmuje się stereometria (z języka greckiego 

 to przestrzeń). 
Cienie brył (w geometrii zwane rzutami) mają kształt figur płaskich. Badaniem własności
figur płaskich zajmuje się nauka zwana planimetrią (z języka greckiego  to
płaszczyzna,  to mierzyć).

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

geo

metroin

stereo

plano

metroin

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Ćwiczenie 1

Zastanów się, jak zmienia się cień obracającego się sześcianu.

Jak myślisz – jaką figurę płaską będzie przypominał cień sześcianu, na który popatrzymy
z góry? A z boku?

Czy można tak umieścić sześcian, by patrząc z góry, widzieć sześciokąt?

Jakie inne figury płaskie przypominają ci cienie sześcianu?

Sprawdź swoje przypuszczenia.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje obracający się sześcian, który pozostawia na płaszczyźnie różne
odbicia.

Zauważamy, że cienie sześcianu mają najczęściej kształt wielokątów - czworokątów,
sześciokątów lub pięciokątów.

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Niektóre elementy figur przestrzennych także mają kształt figur płaskich.

Przykład 1

Jakie figury płaskie można dostrzec na rysunkach?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

Na liście nazwisk zapisanych na wieży Eiffla znajduje się nazwisko francuskiego
matematyka, fizyka i chemika Gasparda Monge’a, żyjącego na przełomie  i 

.
Monge opracował metodę odwzorowywania brył na prostopadłe względem siebie
płaszczyzny. Metoda ta, zwana rzutami Monge, jest stosowana powszechnie do
rozwiązywania wielu problemów geometrycznych.

Punkt, prosta, wzajemne położenie prostych
Już wiesz

XVIII

XIX w



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Najprostszą figurą geometryczną jest punkt.
Wszystkie pozostałe figury geometryczne składają się z punktów.
Punkty oznaczamy dużymi literami.

Modelem punktu może być kropka narysowana ołówkiem lub na przykład zmniejszający się
obraz Księżyca widzianego ze statku kosmicznego.

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ważne!

Przykładem figury, która składa się z nieskończenie wielu punktów, jest prosta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Proste oznaczamy małymi literami, na przykład: , , , , , , .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Dwie proste nazywamy równoległymi, jeśli nie mają punktów wspólnych lub mają
nieskończenie wiele punktów wspólnych (pokrywają się).

a c p r q t s

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Jeśli proste mają dokładnie jeden punkt wspólny, to mówimy, że przecinają się. Takie
proste nazywamy prostymi przecinającymi się.
Jeśli proste przecinają się pod kątem prostym, wówczas nazywamy je prostopadłymi.

Przykład 2

Przedstawmy konstrukcję prostej prostopadłej do danej prostej, poprowadzonej przez
dany punkt.
Rozważymy dwa przypadki – punkt nie leży na danej prostej i punkt leży na prostej.
Przypadek  
Dana jest prosta  i punkt  nieleżący na tej prostej.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji

Kreślimy okrąg o środku w punkcie  tak, aby przecinał prostą .
Punkty przecięcia okręgu z prostą oznaczamy  i  .
Rysujemy okręgi o jednakowych promieniach i o środkach w punktach  i  , tak aby
jednym z punktów przecięcia okręgów był punkt .
Drugi z punktów przecięcia okręgów oznaczamy .
Rysujemy prostą przechodzącą przez punkty  i  . Prosta ta jest prostopadła do
prostej .

I

p A

A p

K L

K L

A

A’

A A’

p

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Przypadek  
Punkt  leży na prostej .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji

Rysujemy okrąg o środku w punkcie .
Punkty przecięcia okręgu z prostą  oznaczamy  i  .
Kreślimy przecinające się okręgi o równych promieniach i środkach odpowiednio
w punktach  oraz .
Punkty przecięcia okręgów oznaczamy , .
Rysujemy prostą przechodzącą przez punkty , . Prosta ta jest prostopadła do
prostej  i przechodzi przez punkt .

Przedstawmy teraz konstrukcję prostych równoległych.
Przykład 3

Dana jest prosta  i punkt  nieleżący na tej prostej. Skonstruujemy prostą równoległą do
prostej  przechodzącą przez punkt .

II

A p

A

p K L

K L

M N

M N

p A

p A

p A

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji

Kreślimy okrąg o środku w punkcie  i takim promieniu , aby okrąg przeciął prostą 
.

Jeden z punktów przecięcia okręgu z prostą oznaczamy .
Z punktu  wykreślamy okrąg o promieniu .
Oznaczamy  – punkt przecięcia tego okręgu z prostą .
Punkt przecięcia okręgu o środku w punkcie  z okręgiem o środku w punkcie 
oznaczmy .
Przez punkty  i   przeprowadzamy prostą . Prosta ta jest równoległa do prostej .

A r

p

B

B r

C p

A C

D

A D q p

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Ćwiczenie 2

Ile prostych przechodzi przez dany punkt? A przez dwa różne punkty?

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Własność: Prosta i punkty 

Przez jeden punkt przechodzi nieskończenie wiele prostych.
Przez dwa różne punkty przechodzi dokładnie jedna prosta.

Półpłaszczyzna
Definicja: Półpłaszczyzna

Prosta dzieli płaszczyznę na dwie części. Każdą z nich wraz z tą prostą nazywamy
półpłaszczyzną. Prosta ta jest brzegiem każdej z tych półpłaszczyzn.

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Ćwiczenie 3

Jak myślisz – na ile części dwie proste mogą podzielić płaszczyznę? A trzy proste? Sprawdź
swoje przypuszczenia.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Jaka jest najmniejsza, a jaka największa liczba części, na które trzy różne proste mogą podzielić
płaszczyznę?

Półprosta, odcinek

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Punkt leżący na prostej dzieli ją na dwie części. Każdą z tych części, wraz z tym punktem
nazywamy półprostą. Punkt ten jest początkiem każdej z półprostych.
Definicja: Odcinek

Część prostej zawartej między dwoma punktami, wraz z tymi punktami, to odcinek.
Przykład 4

Zmieniaj położenie punktów  i   na prostej tak, aby otrzymać prostą, odcinek,
półprostą.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

A B

https://zpe.gov.pl/a/DYcNX0b9A


Przykład 5

Obserwując położenie prostych i odcinków zawartych w prostych prostopadłych,
zauważamy, że wszystkie półproste i odcinki zawarte w  jednej z prostych prostopadłych
są prostopadłe do każdej półprostej i każdego odcinka zawartych w drugiej półprostej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podobnie, wszystkie półproste i odcinki zawarte w  jednej z prostych równoległych są
równoległe do każdej półprostej i każdego odcinka zawartych w drugiej prostej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Łamana
Ćwiczenie 4

Narysuj otwartą kopertę. Nie odrywaj ołówka od papieru i nie prowadź go dwa razy po tym
samym odcinku (oprócz początku i końca odcinka).

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Łamana to figura zbudowana z odcinków w ten sposób, że koniec pierwszego
odcinka jest początkiem drugiego odcinka, koniec drugiego odcinka jest początkiem
trzeciego, itd.
Końce odcinków – to wierzchołki łamanej.

Przykład 6

To jest łamana otwarta . Ma ona  wierzchołków.SPORT 5



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

To jest łamana zamknięta 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 7

Figury na rysunku zbudowane są z odcinków. Każdą z nich można narysować, nie
odrywając ołówka od kartki papieru i nie rysując drugi raz po tej samej linii, są to
przykłady łamanych.

AKLEM.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czym różni się łamana zamknięta od otwartej?
Przykład 8

Uzasadnij, że figury przedstawione na rysunku nie są łamanymi.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

Z pewnością wiesz, że gazy zbudowane są z cząsteczek, które nieustannie się poruszają.
Cząsteczka gazu porusza się po prostej do momentu zderzenia z inną cząsteczką.
Zmienia wtedy kierunek ruchu, aż do następnego zderzenia. Można więc przyjąć, że tor
ruchu tej cząsteczki ma kształt łamanej.

Przykłady figur płaskich
Modele jakich figur płaskich zauważasz na rysunkach?
Czy rozpoznajesz wśród nich wielokąty? A okręgi? A koła?



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Narysuj dwa odcinki

1. mające jeden punkt wspólny

2. prostopadłe

3. równoległe

Ćwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Dwa odcinki, które leżą na jednej prostej są równoległe.

Dwa odcinki, które leżą na jednej prostej mogą być prostopadłe.

Dwa odcinki, które leżą na jednej prostej mogą mieć punkty wspólne.









Ćwiczenie 7

Proste, które nie mają punktów wspólnych lub pokrywają się, to proste

Ćwiczenie 8

Proste  i  są równoległe. Prosta  jest prostopadła do prostej , a prosta  jest równoległa
do prostej .

1. Jak są położone względem siebie proste  i ?

2. Jak położone są względem siebie proste  i ?

3. Ile punktów wspólnych mają proste  i ?

Ćwiczenie 9

Punkt  wyznacza na prostych  i  cztery półproste. Jak położone są proste  i ? Gdzie
leży punkt ?

przecinające się

prostopadłe

równoległe

skośne

a b c b d

c

a c

b d

c b

A m n m n

A











Ćwiczenie 10

Narysuj dwa różne punkty  i . Przez punkt  przeprowadź prostą , a przez punkt  prostą
 tak, aby proste  i 

1. nie miały punktów wspólnych

2. przecinały się

3. były prostopadłe

Ćwiczenie 11

Wykorzystując konstrukcje prostych prostopadłych i prostych równoległych, narysuj

1. prostokąt

2. równoległobok

Ćwiczenie 12

Zaobserwuj w kształcie jakich figur płaskich mogą być cienie prostopadłościanu.

Ćwiczenie 13

Narysuj prostą i zaznacz na niej punkty  tak, aby punkt  leżał między punktami 
 i . Rozpatrz różne przypadki.

A B A p B

r p r

A,  B,  C,  D C

A B



Ćwiczenie 14

Mucha wędruje z punktu  do punktu . Porusza się tylko po liniach kratek w dół i w prawo.
Musi przejść przez punkt . Długość jednej kratki jest równa .

1. Zaznacz kilka dróg, którymi może się poruszać mucha.

2. Znajdź długość każdej z nich.

3. Jaką długość ma najkrótsza z możliwych dróg?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

A B

C 2



Ćwiczenie 15

Narysuj łamaną, której

1. boki są prostopadłe

2. dokładnie dwa boki są równoległe

3. każdy bok ma inną długość

4. boki są prostopadłe, ale ich długości nie są równe

Ćwiczenie 16
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 17

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 18

Dokończ poniższe zdanie.
Łamana zwyczajna zamknięta, która ma najmniejszą liczbę boków jest brzegiem … .

Jeśli łamana zamknięta ma cztery boki to jej boki mogą być bokami kwadratu.

Z odcinków długości , ,  można zbudować łamaną otwartą.

Z odcinków długości , ,  można zbudować łamaną zamkniętą.

1 cm 2 cm 3 cm

1 cm 2 cm 3 cm









Ćwiczenie 19

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 20

Czy można zbudować łamaną zamkniętą złożoną z trzech odcinków o długościach , , ?

Ćwiczenie 21

Znajdź informacje na temat Gasparda Monge i  zastosowania wynalezionej przez niego metody
rzutowania obiektów na  lub  płaszczyzny wzajemnie do siebie prostopadłe.

Półprosta ma początek, ale nie ma końca.

Dwie proste przecinające się mogą mieć dwa punkty wspólne.

Przez dwa różne punkty można poprowadzić tylko dwie różne proste.

Końce odcinka nie należą do tego odcinka.

a b c

a = 5 cm, b = 5 cm, c = 12 cm

a = 1 dm, b = 1 dm, c = 1dm

a = 5 cm, b = 8 cm, c = 13 cm

a = 5 cm, b = 6 cm, c = 8 cm

2 3



















Kąty i ich rodzaje

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Kąt

Dwie półproste o wspólnym początku rozcinają płaszczyznę na dwie części. Każdą z tych
części, wraz z tymi półprostymi nazywamy kątem.
Wierzchołkiem kąta nazywamy wspólny początek obu półprostych, a każdą z 
półprostych nazywamy ramieniem kąta.

Półproste  i   wyznaczają dwa kąty. Każdy z  nich możemy oznaczyć symbolem 
. Aby wskazać o który kąt chodzi, zaznaczamy go odpowiednim łukiem.

Rodzaje kątów
Już wiesz

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Jeśli ramiona kąta uzupełniają się do prostej, to taki kąt nazywamy półpełnym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

AC AB ∡BAC

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Gdy ramiona kąta pokrywają się, wyznaczają kąt pełny lub kąt zerowy.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Najczęściej używaną jednostką miary kąta jest stopień.
Jeden stopień  to  minut kątowych Jedna minuta to  sekund 
Kąty mające tę samą miarę nazywać będziemy kątami równymi lub przystającymi.

Przykład 1

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Definicja: Rodzaje kątów

Kąt, którego miara jest mniejsza od , ale większa od , nazywamy kątem ostrym.
Kąt, którego miara jest równa , nazywamy kątem prostym.
Kąt, którego miara jest większa od , ale mniejsza od , nazywamy kątem
rozwartym.

(1°) 60 (60

'

).   60 (60

''

).

90° 0°

90°

90° 180°

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Kąty wypukłe, kąty wklęsłe

Kąty, których miara jest mniejsza od  lub równa  nazywamy kątami
wypukłymi.
Kąty, których miara jest większa od , ale mniejsza od , to kąty wklęsłe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

W naukach przyrodniczych najczęściej wykorzystywaną miarą kąta jest miara łukowa.
Jednostką jest radian. Miary kątów pojawiają się w wielu wzorach fizycznych. Kąty
wyrażone w radianach dają prostsze wyniki niż miary wyrażone w stopniach. Jednakże
mierzenie kątów w  stopniach w życiu codziennym jest tak popularne, że matematycy
i przyrodnicy nie rezygnują całkowicie ze stosowania miary stopniowej.

180° 180°

180° 360°



Kąty wierzchołkowe i przyległe
Przykład 2

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
Przykład 3

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
Definicja: Kąty przyległe i wierzchołkowe

Kąty przyległe to dwa kąty wypukłe, które mają jedno ramię wspólne, a pozostałe
ramiona dopełniają się do prostej.

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Kąty wierzchołkowe to dwa kąty wypukłe, które mają wspólny wierzchołek
i przedłużeniem ramion jednego kąta są odpowiednie ramiona drugiego kąta.

Na przykład  i   na rysunku są kątami przyległymi. Pary kątów wierzchołkowych to 
 i   oraz  i 

Przykład 4

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
Twierdzenie: Suma miar kątów przyległych

Suma miar kątów przyległych jest równa .
Przykład 5

α γ

α β γ δ.

180°

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Dowód
Wprost z twierdzenia o sumie miar kątów przyległych wynika, że

oraz

Stąd . Wynika stąd, że kąty wierzchołkowe są równe.
Twierdzenie: Kąty wierzchołkowe

Kąty wierzchołkowe mają równe miary.
Przykład 6

Obliczmy miary kątów  i   zaznaczonych na rysunku.

α+ γ = 180°

β+ γ = 180°.

α = β

α,  β γ

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Kąty o miarach  i   to kąty wierzchołkowe, więc  Każdy z kątów  i  jest
przyległy do kąta o mierze  Zatem

Przykład 7

Wyznaczymy miary kątów równoległoboku 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kąty  i   to kąty wierzchołkowe, mają więc równe miary.

47° β β = 47°. α γ 

47°.

α =  γ = 180° − 47° = 133°.

ABCD.

EAF DAB



Suma kątów równoległoboku leżących przy jednym boku jest równa 180.
Kąty  i   leżą przy jednym boku.

W równoległoboku kąty leżące naprzeciw siebie mają równe miary.
Kąt  leży naprzeciw kąta  , kąty te mają więc równe miary.

Podobnie kąt  leży naprzeciw kąta , kąty te mają równe miary.

Odpowiedź: Miary kątów równoległoboku są równe: 

|∡DAB| =  |∡EAF| = 60°

DAB ABC

|∡DAB| +  |∡ABC| = 180°

60° +  |∡ABC| = 180°

|∡ABC| = 180° − 60°

|∡ABC| = 120°

BCD DAB

|∡BCD| =  |∡DAB| = 60°

ADC ABC

|∡ABC| =  |∡ABC| = 120°

60°, 60°,  120°,  120°.



Ćwiczenie 1

Określ rodzaj kąta.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 8

Porównywanie kątów.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 2

Narysuj dwa różne kąty i porównaj je.

https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18
https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Ćwiczenie 3

Uzupełnij zdania, korzystając z  rysunku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1.  jest kątem przyległym do kąta … lub do kąta ….

2. Kąt … i kąt  to kąty wierzchołkowe.

3. Suma miary kąta  i  miary kąta … lub miary kąta … jest równa .

Ćwiczenie 4

Uzupełnij zdania.

1. Jeśli dwa kąty przyległe są równe, to miara każdego z nich jest równa …

2. Suma kątów … jest równa kątowi półpełnemu.

KLH

MLK

ZLM 180°



Ćwiczenie 5

Z dwóch kątów przyległych jeden jest o  większy od drugiego. Kąty te mają miary

Ćwiczenie 6

Jeden z kątów przyległych ma miarę osiem razy większą od drugiego. Oblicz miary tych kątów.

Ćwiczenie 7

Narysuj dowolny kąt  Ile kątów przyległych do kąta  możesz narysować?

Ćwiczenie 8

Narysuj romb. Podaj miary kątów wierzchołkowych oraz przyległych, jakie tworzą przekątne
w rombie.

40°

 i 

 i 

 i 

 i 

120° 80°

120° 60°

110° 70°

95° 55°

x. x











Ćwiczenie 9

Oblicz miary kątów 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 10

Oblicz miarę kąta 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

α,  β,  γ.

x.



Ćwiczenie 11

Określ rodzaj kąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. kąt ostry …

2. kąt prosty …

3. kąt rozwarty …

4. kąt półpełny …

5. kąt pełny …

6. kąt wklęsły …

7. kąt wypukły …



Ćwiczenie 12

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 13

Przesuwając punkt , ustaw ramię kąta  tak, aby miara tego kąta była równa podanej
wartości. Skorzystaj z kątomierza.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Kąty przyległe mają równe miary.

Kąt prosty jest kątem wypukłym.

Kąt półpełny jest kątem ostrym.

Kąty wierzchołkowe mają równe miary.

B BSA









https://zpe.gov.pl/a/DUMe8Id18


Kąty utworzone przez dwie proste przecięte
trzecią prostą

W przypadku kątów wierzchołkowych i przyległych, przekonaliśmy się, że nie zawsze
trzeba używać kątomierza, aby określić miarę danego kąta.
Podobna sytuacja zachodzi, gdy rozważymy kąty przy prostych równoległych przeciętych
trzecią prostą.
Przybliżonym modelem takich prostych mogą być rozjazdy na torach kolejowych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 1



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Przykład 2

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Definicja: Kąty odpowiadające i naprzemianległe

Proste  i   są przecięte prostą 

Kąty:  i  ,  i   i   oraz  i  to pary kątów odpowiadających.
Kąty  i   oraz i   to pary kątów naprzemianległych wewnętrznych.
Kąty  i   oraz  i   to pary kątów naprzemianległych zewnętrznych.

k l c.

α α

1

 β β

1

,  γ γ

1

δ δ

1

 

α

1

δ β

1

γ

β γ

1

α δ

1

https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T


Przykład 3

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Przykład 4

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Przykład 5

https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Twierdzenie: Kąty przy prostych równoległych 

Jeżeli dwie proste równoległe przetniemy trzecią prostą, to tak utworzone kąty
odpowiadające są równe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli dwie proste równoległe przetniemy trzecią prostą, to tak utworzone kąty
naprzemianległe wewnętrzne są równe oraz kąty naprzemianległe zewnętrzne są
równe.

https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Równoległość prostych
Przykład 6

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Twierdzenie: Dwie proste przecięte trzecią prostą 

https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T


Jeżeli dwie proste przecięte są trzecią prostą i utworzone w ten sposób kąty
odpowiadające są równe, to proste te są równoległe.
Jeżeli dwie proste przecięte są trzecią prostą i utworzone w ten sposób kąty
naprzemianległe są równe, to proste te są równoległe.

Obliczanie miar kątów przy prostych równoległych
Przykład 7

Proste  i   są równoległe. Jeden z kątów wyznaczonych przez te proste ma miarę .
Obliczymy miary pozostałych kątów przy prostych  i  .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kąt o mierze  i kąt  to kąty wierzchołkowe – ich miary są równe.

Kąt o mierze  i kąt  to kąty odpowiadające przy prostych równoległych– ich miary są
równe.

Kąt  i kąt  to kąty wierzchołkowe – ich miary są równe.

Kąt o mierze  i kąt  to kąty przyległe. Suma ich miar jest równa .

p r 57°

p r

57° 2

|∡2| = 57°

57° 7

|∡7| = 57°

7 5

 |∡5| = |∡7| = 57°

57° 1 180°

|∡1| +  57° = 180°



Więc  
Pary kątów przyległych to również:
kąt  i kąt , kąt  i kąt  oraz kąt  i kąt .
Stąd

Odpowiedź:

Ćwiczenie 1

Podaj miary kątów przy prostych równoległych.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T

|∡1| = 123°

3 2 7 4 6 5

|∡3| = |∡4| = |∡6| = 123°

|∡2| = |∡7| = |∡5| = 57°

|∡1| = |∡3| = |∡4| = |∡6| = 123°

https://zpe.gov.pl/a/D8FmPWB5T


Ćwiczenie 2

Proste  i  są równoległe. Podaj miary kątów 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Proste  i  są równoległe oraz proste  i  są równoległe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Wypisz wszystkie pary kątów naprzemianległych.

2. Wypisz wszystkie pary kątów odpowiadających.

p r α,  β,  γ.

HA GB KA LC



Ćwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 5

Czy proste  i  są równoległe? Odpowiedź uzasadnij.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 6

Proste równoległe  i  przecina prosta  Jeden z kątów utworzonych przez proste  i  ma
miarę  Oblicz miary pozostałych kątów utworzonych przez proste  i 

Kąty  i  to para kątów naprzemianległych przy nierównoległych prostych,
przeciętych trzecią prostą. Zatem kąt  jest dwa razy większy od kąta .

Kąty  i  to para kątów naprzemianległych przy prostych równoległych
przeciętych trzecią prostą. Zatem kąty te są równe.

Kąty  i  to para kątów odpowiadających przy prostych równoległych, przeciętych
trzecią prostą. Zatem kąty te są równe.

γ δ

γ δ

μ φ

α β

p r

m s w. w s

22°. w m.









Ćwiczenie 7

Proste  i  są równoległe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz  wiedząc, że

1. miara kąta  jest o  większa od miary kąta .

2. 

3. 

4. 

a b

|∡1|

2 20° 1

|∡2| + |∡7| = 200°

|∡7| − |∡5| = 8°

|∡6| = 108°



Ćwiczenie 8

Oblicz miary kątów równoległoboku, korzystając z własności kątów przy prostych
równoległych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 9

Proste  i  są równoległe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

a b

Miara kąta  jest równa 

Miara kąta  jest równa 

Miara kąta  jest równa 

Miara kąta  jest równa 

4 120°.

5 40°.

1 120°.

6 40°.











Ćwiczenie 10

Uzasadnij, że:

1. dwie proste równoległe do trzeciej prostej są do siebie równoległe

2. dwie proste prostopadłe do tej samej prostej są do siebie równoległe

3. przeciwległe kąty równoległoboku są równe



Wprowadzenie

Okrąg i koło
Przykład 1

Czy pamiętasz czym różni się koło od okręgu? Co nazywamy promieniem, a co średnicą
okręgu? Ile cięciw może mieć koło? A okrąg? Czy środek okręgu należy do okręgu?
A środek koła czy należy do koła? Czy okrąg ma „grubość”?

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Okrąg   

Okręgiem o środku w punkcie  i promieniu  nazywamy zbiór tych wszystkich
punktów płaszczyzny, których odległość od punktu  jest równa .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

S r

S r

https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV


 – okrąg ośrodku w punkcie  i promieniu 

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Koło   

Kołem o  środku w punkcie  i promieniu  nazywamy zbiór tych punktów płaszczyzny,
których odległość od punktu  jest mniejsza bądź równa .

O(S, r) S r

S r

S r

https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 – koło o środku w punkcie  i promieniu 

Ważne!

Pamiętaj pomiędzy kołem i okręgiem jest zasadnicza różnica. Okrąg składa się wyłącznie
z „obręczy”, a koło jest wypełnione w środku.

Elementy koła

K(S, r) S r



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Promień koła – odcinek łączący środek koła z punktem leżącym na tym okręgu.
Cięciwa koła – odcinek łączący dwa punkty leżące na okręgu.
Średnica koła – odcinek łączący dwa punkty leżące na okręgu, przechodzący przez
środek okręgu. Średnica koła jest najdłuższą cięciwą koła. Średnica jest dwa razy
dłuższa od promienia.
Łuk – część okręgu wyznaczona przez dwa punkty leżące na tym okręgu.

Ciekawostka

Koło jest figurą wyjątkową. Przy ustalonym obwodzie jest figurą posiadającą największe
pole. Podobną cechę ma błonka bańki mydlanej. Przy ustalonej powierzchni obejmuje
największą objętość. Dlatego bańki mydlane mają kształt kuli (a dokładnie mówiąc sfery).

https://zpe.gov.pl/a/DXOJ2yHSV


Wzajemne położenie prostej i okręgu

Przykład 1

Ile punktów wspólnych mogą mieć prosta i okrąg?

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zapamiętaj!

Prosta i okrąg mogą nie mieć punktów wspólnych, mogą mieć jeden punkt wspólny
lub mają dwa punkty wspólne.

Definicja: Sieczna okręgu

Prostą mającą dwa punkty wspólne z okręgiem nazywamy sieczną okręgu.
Definicja: Styczna do okręgu

Prostą mającą dokładnie jeden punkt wspólny z okręgiem nazywamy styczną do okręgu.

https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Odległość środka okręgu od prostej
Zauważmy, że położenie prostej i okręgu zależy od odległości środka okręgu od tej prostej.

Przykład 2

Co nazywamy odległością punktu od prostej?
Jak konstrukcyjnie wyznaczyć tę odległość?
Jak sprawdzić, czy narysowany odcinek określa odległość danego punktu od danej
prostej?

https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 3

Jaka jest odległość środka okręgu od stycznej? Jaka od siecznej? Jaka od prostej, która nie
ma punktów wspólnych z okręgiem?

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zapamiętaj!

Odległość środka okręgu od prostej może być:

większa od promienia – prosta nie ma punktów wspólnych z okręgiem,

https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM
https://zpe.gov.pl/a/Dcf1F92kM


równa promieniowi – prosta jest styczna do okręgu,
mniejsza od promienia – prosta jest sieczną okręgu.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Styczna do okręgu

Wiemy już, że gdy prosta jest styczna do okręgu, to odległość środka okręgu od tej prostej
jest równa promieniowi. Odcinek wyznaczający odległość punktu od prostej jest do tej
prostej prostopadły. Oznacza to, że promień poprowadzony do punktu styczności jest
prostopadły do stycznej.

Przykład 1

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 2

Konstrukcja stycznej do okręgu za pomocą ekierki i linijki.

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 3

Konstrukcja stycznej do okręgu za pomocą cyrkla i linijki.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 4

Dany jest okrąg o środku w punkcie  i promieniu  oraz punkt  nieleżący na tym
okręgu. Skonstruujemy styczną do tego okręgu przechodzącą przez punkt .

S r P

P

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 5

Styczne do okręgu poprowadzone z punktu nieleżącego na tym okręgu można znaleźć
również w inny sposób.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Znajdujemy styczne do okręgu o środku w punkcie  poprowadzone z punktu .

Rysujemy odcinek .
Znajdujemy środek  odcinka 
Z  punktu  kreślimy okrąg o promieniu .
Punkty przecięcia okręgów oznaczamy , .
Proste  i   to szukane styczne.

Uzasadnij poprawność tej konstrukcji.
Przykład 6

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 7

S P

SP

O SP.

O OP

A B

AP PB

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 8

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 9

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 10

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm
https://zpe.gov.pl/a/DcUfNygEm


Zadania

Ćwiczenie 1

Który element na rysunku uznasz za koło, a który za okrąg?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 2

1. Za pomocą cyrkla narysuj kwiatki.

2. Zaprojektuj wzorek zbudowany z okręgów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 3

Narysuj okrąg o środku w punkcie  i  promieniu . Zaznacz na okręgu dwa różne punkty
 i .

1. Jaką długość ma średnica tego okręgu?

2. Jaką długość ma odcinek ?

3. Jaką największą długość może mieć odcinek ?

Ćwiczenie 4

Okrąg o środku w punkcie  i promieniu  to zbiór wszystkich punktów płaszczyzny, których
odległość od punktu 

A 3 cm

B C

AB

BC

S r

S

jest większa lub równa 

jest równa 

jest mniejsza lub równa 

jest równa 

r

2r

r

r











Ćwiczenie 5

Koło o środku w punkcie  i promieniu  to zbiór wszystkich punktów płaszczyzny, których
odległość od punktu 

Ćwiczenie 6

Promieniem okręgu nazywamy

S r

S

jest równa 

jest równa 

jest mniejsza lub równa 

jest większa lub równa 

2r

r

r

r

każdy odcinek, którego jednym końcem jest środek okręgu, a drugi leży na okręgu

każdy odcinek, którego końce leżą na okręgu

każdą z cięciw, która przechodzi przez środek okręgu

każdą z cięciw



















Ćwiczenie 7

Średnicą okręgu nazywamy

Ćwiczenie 8

Cięciwą okręgu nazywamy

odcinek, którego jednym końcem jest środek okręgu, a drugi leży na okręgu

każdy odcinek, którego końce leżą na okręgu

każdą z cięciw

cięciwę, do której należy środek okręgu

każdy odcinek, którego jednym końcem jest środek okręgu, a drugi leży na okręgu

połowę średnicy

każdy odcinek, którego końce leżą na okręgu

odcinek równy długości połowy średnicy



















Ćwiczenie 9

Uzupełnij zdania.

1. Jeśli prosta nie ma punktów wspólnych z okręgiem, to odległość środka okręgu od prostej
jest … od promienia okręgu.

2. Jeśli prosta ma dokładnie jeden punkt wspólny z okręgiem, to odległość środka okręgu od
prostej jest … promieniowi okręgu.

3. Jeśli prosta ma dwa różne punkty wspólne z okręgiem, to odległość środka okręgu od tej
prostej jest … od promienia okręgu.

4. Jeśli prosta jest … do okręgu, to kąt między tą prostą a promieniem poprowadzonym
z punktu … jest kątem prostym.

Ćwiczenie 10

Dany jest okrąg o środku w punkcie  i promieniu  oraz prosta . 
Określ, jak położona jest ta prosta względem okręgu, jeżeli odległość punktu  od tej prostej
jest równa

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 11

Narysuj okrąg o środku w punkcie  i dowolnym promieniu. Zaznacz punkt  leżący 
na tym okręgu. Skonstruuj dwoma sposobami styczną do okręgu przechodzącą przez punkt .

Ćwiczenie 12

Narysuj okrąg o środku w punkcie  i dowolnym promieniu. Zaznacz punkt  nieleżący na tym
okręgu. Skonstruuj styczne do okręgu przechodzące przez punkt .

M r = 6 cm p

M

2 cm

8 cm

6 cm

P W

W

S P

P



Ćwiczenie 13

Dany jest okrąg o środku w punkcie  i punkt  nieleżący na tym okręgu. 
Z punktu  poprowadzono dwie proste styczne do okręgu odpowiednio w punktach  i .
Proste  i  przecinają się pod katem  Oblicz miarę kąta .

Ćwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 15

Dany jest okrąg o środku w punkcie . Punkty  oraz  leżą na okręgu. Czy trójkąt  jest
równoramienny? Wybierz poprawną odpowiedź.

S P

P A B

PA PB 70°. ASB

Średnica okręgu jest jego cięciwą.

Każda sieczna przecina koło dokładnie w dwóch punktach.

Styczna do okręgu ma dokładnie jeden punkt wspólny z okręgiem.

Okręgi o wspólnym środku mają jednakowe promienie.

O A B AOB

Tak, ponieważ trójkąt jest prostokątny.

Tak, ponieważ dwa boki trójkąta są równe promieniowi okręgu.

Nie, ponieważ dwa boki trójkąta są równe promieniowi okręgu.

Nie, ponieważ trójkąt jest prostokątny.



















Ćwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 17

Podaj zależność między długością odcinka łączącego środki dwóch okręgów a ich promieniami,
jeśli okręgi te są

1. styczne zewnętrznie

2. styczne wewnętrznie

3. rozłączne

Ćwiczenie 18

Okręgi  i , gdzie 

Długość promienia okręgu może być równa długości cięciwy tego okręgu.

Promień okręgu jest większy od średnicy tego okręgu.

Cięciwa okręgu jest zawsze mniejsza od średnicy.

O

1

(A, a) O

2

(B, b) |AB | = 11 cm,  a = 4 cm,  b = 8 cm

są rozłączne

są współśrodkowe

są styczne zewnętrznie

przecinają się w dwóch punktach

















Ćwiczenie 19

Odległość środków okręgów stycznych zewnętrznie jest równa . Promienie pozostają
w stosunku  Jaka jest ich długość?

Ćwiczenie 20

Ile różnych okręgów może przechodzić przez dwa różne punkty?
A przez trzy? A przez cztery? Uzasadnij odpowiedź.

Ciekawostka

Można udowodnić, że jeśli przez punkt  nieleżący na okręgu przechodzą dwie proste
styczne do tego okręgu odpowiednio w punktach  oraz , to .

10 cm

2 : 3

 i 

 i 

 i 

 i 

4 cm 6 cm

9 cm 1 cm

3 cm 7 cm

2 cm 8 cm

P

A B |AP| = |BP|











Ćwiczenie 21

Pani Aneta ma na działce trawnik w kształcie koła o promieniu . Chce wysypać żwirem
ścieżki. Oblicz łączną długość tych ścieżek. Na rysunku ścieżkom odpowiadają odcinki: 

. Przy czym 

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 22

Wierzchołek  czworokąta  jest środkiem okręgu o promieniu . Punkty  są
punktami styczności prostych  i  z okręgiem. Bok  czworokąta  ma długość 

. Oblicz obwód czworokąta.

8 m

AB,  AD,  DC,  CB |DC| = 13 cm.

A ABCD 6 cm B,  D

CD CB CB ABCD

11 cm

https://zpe.gov.pl/a/DsSkBTJpz


Symetralna odcinka

Przykład 1

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV


Ćwiczenie 1

Prosta  jest symetralną odcinka . Punkt  jest środkiem tego odcinka. Rozstrzygnij, czy
zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Definicja: Symetralna odcinka

Symetralna odcinka to prosta prostopadła do tego odcinka, przechodząca przez jego
środek.

p AB P

Prosta  przechodzi przez środek odcinka .

Punkty  i  leżą w tej samej odległości od punktu .

Prosta  jest prostopadła do odcinka .

P AB

A B P

P AB







https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

.
Ważne!

Każdy z punktów leżących na symetralnej odcinka jest równo oddalony od obu końców
tego odcinka.

Konstrukcja symetralnej odcinka.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DWBctl6fV


Ćwiczenie 2

Narysuj odcinek i jego symetralną.

Ćwiczenie 3

Symetralna odcinka

Ćwiczenie 4

Symetralna odcinka to

jest nachylona do odcinka pod kątem 

przechodzi przez jeden z końców odcinka

jest prostopadła do tego odcinka

jest równoległa do tego odcinka

45°

zbiór punktów równo oddalonych od końców odcinka

dowolna prosta prostopadła do odcinka

prosta, na której leży odcinek

prosta prostopadła do odcinka i przechodząca przez jego środek



















Ćwiczenie 5

Proste  i  przecinają się pod kątem . Na prostej  obrano dwa rożne punkty  i  tak, jak
na rysunku. Jaką miarę ma kąt utworzony przez prostą  i symetralną odcinka ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 6

Zaznacz punkt  tak, by symetralna odcinka  przechodziła przez punkt . Ile takich
punktów możesz zaznaczyć ? Narysuj figurę złożoną z wszystkich takich punktów .

a b 30° a A B

b AB

X AB x

X



Ćwiczenie 7

Wskaż rysunek, na którym prosta  jest symetralną odcinka .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

p AB

II

III

IV

I











Dwusieczna kąta

Definicja: Dwusieczna kąta

Dwusieczną kąta nazywamy półprostą  o początku w wierzchołku tego kąta, która dzieli
ten kąt na dwa kąty o jednakowych miarach.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 1

Konstrukcja dwusiecznej kąta.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

p

https://zpe.gov.pl/a/Dh3kDJrM6


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dh3kDJrM6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 3

Dwusieczna kąta jest zbiorem punktów równoodległych od ramion tego kąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/Dh3kDJrM6


Oznacza to, że w każdym położeniu punktu  jego odległość od jednego z ramion kąta
jest równa odległości od drugiego z ramion.

Ćwiczenie 1

Narysuj kąt i jego dwusieczną.

Ćwiczenie 2

Dwusieczna kąta to

Ćwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 4

Wykaż, że kąt między dwusiecznymi kątów przyległych jest kątem prostym.

P

prosta dzieląca kąt na dwa dowolne kąty

półprosta prostopadła do jednego z ramion kąta

prosta prostopadła do jednego z ramion kąta i przechodząca przez jego wierzchołek

półprosta dzieląca kąt na dwa równe kąty

Dwusieczna kąta to każda prosta przechodząca przez wierzchołek kąta.

Dwusieczna kąta to zbiór punktów równooddalonych od jego ramion.

Dwusieczna kąta zawarta jest w jednym z ramion tego kąta.

Dwusieczna kąta to półprosta dzieląca kąt na dwa równe kąty.



















Ćwiczenie 5

Wykaż, że dwusieczne kątów leżących przy tym samym ramieniu trapezu przecinają się pod
kątem prostym.

Ćwiczenie 6

W trójkącie  kąt przy wierzchołku  ma miarę  a kąt przy wierzchołku  ma miarę 
 Dwusieczna kąta  przecina bok  w punkcie . Jaką miarę ma kąt ?

Ćwiczenie 7

W trójkącie równoramiennym , w którym ramiona  i  są równe, dwusieczne kąta 
 oraz kąta  przecinają się pod kątem  Oblicz miarę kąta .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

ABC A 70°, B

60°. BCA AB X CXB

ABC AC BC

CAB ABC 140°. ACB



Ćwiczenie 8

Uzupełnij zdania, wpisując odpowiednie miary kątów.

1. Dwusieczna kąta prostokąta dzieli ten kąt na kąty o miarach … każdy.

2. Dwusieczna kąta prostego dzieli ten kąt na kąty o miarach … każdy.

3. Dwusieczna kąta o mierze … dzieli ten kąt na dwa kąty proste.



Konstrukcje kątów o miarach 15°, 30°, 45°, 60°

Już wiesz

Trójkąt równoboczny to trójkąt, którego wszystkie boki mają taką samą długość.
Przykład 1

Korzystając z linijki i cyrkla, skonstruuj trójkąt równoboczny.
Opis konstrukcji.

Rysujemy odcinek  – jeden z boków trójkąta.
Z punktów  i   kreślimy cyrklem okręgi o promieniu .
Okręgi te przecinają się w dwóch punktach. Jeden z tych punktów oznaczamy ,
będzie to trzeci wierzchołek kreślonego trójkąta.
Rysujemy odcinki  i  .
Otrzymaliśmy trójkąt  o równych bokach, zatem trójkąt równoboczny.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

AB

A B AB

C

AC BC

ABC

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Konstrukcja kąta o mierze 60°, kąta o mierze 30°
oraz kąta o mierze 15°
Przypomnijmy, że w trójkącie równobocznym każdy kąt ma miarę 
Jeśli chcemy uzyskać kąt o mierze  wystarczy skonstruować trójkąt równoboczny.

Przykład 2

Skonstruujemy kąt o mierze 
Opis konstrukcji.

Konstruujemy trójkąt równoboczny.
Zaznaczamy jeden z kątów tego trójkąta. Jest to kąt trójkąta równobocznego, ma więc
miarę 

60°.

60°,

60°.

60°.

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Skonstruujemy kąt o mierze 
Opis konstrukcji.
Konstruujemy trójkąt równoboczny.

Zaznaczamy jeden z kątów tego trójkąta. Jest to kąt trójkąta równobocznego, ma więc
miarę 
Konstruujemy dwusieczną zaznaczonego kąta.
Dwusieczna podzieliła kąt o mierze  na dwa równe kąty. Każdy z tych kątów ma
więc miarę  Zaznaczamy jeden z otrzymanych kątów, jest to szukany kąt.

30°.

60°.

60°

30°.

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 4

Konstrukcja kąta o mierze .15°

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 5

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ
https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Konstrukcja kąta o mierze 45°
Przykład 6

Skonstruujemy kąt o mierze  Kąt ten znajdziemy jako połowę kąta prostego, czyli kąta
o mierze 
Opis konstrukcji.

Konstruujemy dwie proste prostopadłe.
Oznaczamy  – punkt przecięcia narysowanych prostych.
Otrzymaliśmy  kąty proste, każdy o wierzchołku w punkcie .
Z punktu  kreślimy okrąg o dowolnym promieniu.
Oznaczmy ,  – punkty przecięcia okręgu z ramionami jednego z kątów.
Z punktów  i   kreślimy okręgi o dowolnych promieniach tak, aby te okręgi
przecięły się. Oznaczamy  – punkt przecięcia okręgów, leżący we wnętrzu kąta 

.
Rysujemy półprostą  – dwusieczną kąta .
Półprosta  podzieliła kąt  na dwa kąty o równych miarach. Zatem miara
jednego z tych kątów, np.  jest równa 
Szukanym kątem jest kąt .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Suma i różnica kątów

45°.

90°.

A

4 A

A

B C

B C

D

ABC

AD BAC

AD BAC

BAD 45°(90° : 2  =  45° ).

BAD

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Konstruując kąty o mierze  i o mierze , należało kąty o miarach odpowiednio  i 
 podzielić na dwa kąty równe. Można też zbudować kąty, których konstrukcja wymaga

dodawania kątów.
Nim przejdziemy do takich konstrukcji, poznamy sposób konstrukcji kąta przystającego do
danego (czyli kąta o takiej samej mierze).

Przykład 7

Dany jest kąt . Skonstruujemy kąt przystający do tego kąta. 
Opis konstrukcji

Oznaczamy  – wierzchołek kąta  .
Z punktu  kreślimy okrąg o dowolnym promieniu 
Oznaczamy:  – punkty przecięcia okręgu z ramionami kąta 
Rysujemy półprostą, która będzie jednym z ramion kąta przystającego do kąta .
Oznaczmy literą  początek tej półprostej.
Z punktu  kreślimy okrąg o promieniu r.
Oznaczamy:  – punkt przecięcia okręgu z półprostą.
Z punktu  kreślimy okrąg o promieniu .
Oznaczamy:  – punkt przecięcia otrzymanych okręgów.
Rysujemy półprostą  – jest to drugie ramię szukanego kąta.
Kąt  jest kątem przystającym do kąta  .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 8

30° 45° 60°

90°

α

A α

A r.

C,  B α.

α

K

K

M

M CB

N

KN

MKN α

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Dane są kąty . Skonstruujemy kąt, który będzie sumą kątów  i   . 
Opis konstrukcji

Rysujemy półprostą .
Konstruujemy kąt przystający do kąta  tak, aby jego wierzchołkiem był punkt 
a jednym z jego ramion była półprosta .
Na drugim ramieniu otrzymanego kąta zaznaczamy dowolny punkt , różny od
punktu .
Konstruujemy kąt przystający do kąta  o wierzchołku w punkcie  tak, aby jednym
z ramion kąta była półprosta 
Na drugim ramieniu kąta przystającego do kąta  obieramy dowolny punkt  – różny
od punktu 
Kąt  jest sumą kątów 

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 9

Skonstruujemy kąt o mierze  Wykorzystajmy konstrukcję sumy kątów:

Opis konstrukcji

Konstruujemy kąt  o mierze 
Konstruujemy kąt  o mierze  tak aby kąt  był sumą kątów  i  .

 α,  β α β

WK

α W ,

WK

P

W

β W

WP.

β R

W .

KWR α,  β.

75°.

75° = 45° +  30°

BAC 45°.

CAD 30°, BAD BAC CAD

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Kąt  jest sumą kątów o miarach  i   jego miara jest równa 

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Skonstruuj kwadrat, którego

1. bok ma długość 

2. obwód jest równy 

Ćwiczenie 2

W jaki sposób, mając narysowany kwadrat, uzyskać kąt o mierze ?

BAD 45° 30°, 75°.

4 cm

12 cm

45°

https://zpe.gov.pl/a/D9htf2aSJ


Ćwiczenie 3

Skonstruuj trójkąt równoboczny o boku długości

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 4

Dany jest kąt o mierze  i kąt o mierze  Skonstruuj kąt

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 5

Skonstruuj trójkąt

1. prostokątny równoramienny

2. prostokątny, którego kąty ostre mają miary  i 

3. którego jeden z kątów ma miarę 

3,5 cm 

4 cm 

x

90° 60°.

α = 150°

β =  30°

γ =  120°

30° 60°

120°



Ćwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 7

Narysuj trójkąt równoboczny. Skonstruuj kąt  korzystając z własności

1. symetralnej boku trójkąta

2. wysokości trójkąta

Ćwiczenie 8

Narysuj trójkąt równoboczny. Skonstruuj kąt  korzystając z

1. własności kątów przyległych

2. sumy odpowiednich kątów

Ćwiczenie 9

Skonstruuj kąt

1. 

2. 

3. 

Przekątna dzieli kwadrat na dwa trójkąty prostokątne, w których miara każdego
z kątów ostrych jest równa 

Dwusieczna dzieli kąt o mierze  na kąt o mierze  i kąt o mierze 

Istnieje trójkąt, w którym miara każdego z kątów jest mniejsza od 

45°.

60° 40° 20°.

60°.

 α = 30°,

α = 120°,

β = 270°

γ =  30°

α =  15°









Ćwiczenie 10

Skonstruuj

1. dowolny trójkąt równoramienny

2. trójkąt o bokach długości , , 

Ćwiczenie 11

Zbuduj trójkąt równoramienny o podstawie długości , w którym kąt między ramionami
ma miarę 

Ćwiczenie 12

Zbuduj dowolny trójkąt prostokątny, w którym miary kątów ostrych pozostają w stosunku 
.

Ćwiczenie 13

Zbuduj romb

1. o boku długości  i kącie ostrym 

2. o boku długości 

Ćwiczenie 14

Zbuduj trójkąt, w którym jeden z  boków ma długość . Kąt o mierze  jest przyległy
do tego boku. Część dwusiecznej tego kąta zawarta w trójkącie ma długość .

Ćwiczenie 15

Skonstruuj trójkąt równoramienny , wiedząc, że miara kąta przy wierzchołku  wynosi 
 a długość dwusiecznej tego kąta zawartej w trójkącie jest równa 

3 cm 3 cm 4 cm.

6 cm

60°.

1 : 2

5 cm 60°

a

10 cm 60°

15 cm

ABC A

60°, 8 cm.



Ćwiczenie 16

Zbuduj trapez, wiedząc, że jedna z jego podstaw ma długość  i  kąty przy tej podstawie
mają miary  i 

Ćwiczenie 17

Dane są kąty  i  , gdzie  . Skonstruuj kąt

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 18

Zbuduj trapez

1. prostokątny

2. równoramienny o kątach  oraz 

 4 cm

60° 45°.

α β β < α

2α

3α

α−  β

α 2α



Okrąg opisany na trójkącie

Przekonamy się, że umiejętność konstrukcji symetralnej odcinka może mieć niecodzienne
praktyczne zastosowania.

Przykład 1

Wyobraźmy sobie, że w pewnym powiecie należy wybudować stację benzynową w takim
miejscu, aby znajdowała się w takiej samej odległości od każdej z  miejscowości ,  i   .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zakładamy przy tym, że w pobliżu tych miejscowości nie ma jeziora, nie płynie rzeka, ani
nie znajdują się żadne inne przeszkody, uniemożliwiające wybudowanie w danym
punkcie stacji benzynowej.
Zastanów się, jak znaleźć miejsce, w którym należy wybudować stację benzynową.
Jeśli nie masz pomysłu – spróbuj rozwiązać podobny problem najpierw dla miejscowości 

 i  . Przypomnij sobie, w jaki sposób można znaleźć zbiór punktów równoodległych od
końców danego odcinka i  wykonaj odpowiednią konstrukcję.
Ile stacji benzynowych spełniających warunki podane w zadaniu można wybudować dla
miejscowości  i  ? 
Teraz, w podobny sposób wyznacz miejsca, w których można wybudować stację
benzynową dla miejscowości  i   oraz  i  .

A B C

A B

A B

B C C A



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Co zauważasz? Gdzie twoim zdaniem powinna stanąć stacja benzynowa?
Jeśli uważasz, że w punkcie przecięcia narysowanych prostych, uzasadnij swoje
przypuszczenia.

Jeśli rozważymy trójkąt  to otrzymane proste są symetralnymi boków tego trójkąta.
Symetralne te przecięły się w jednym punkcie, który leży na symetralnej odcinka  , na
symetralnej odcinka  i na symetralnej odcinka . Zatem leży w tej samej odległości
odpowiednio od punktów  i   oraz  i   oraz  i  .

Zapamiętaj!

Symetralne boków trójkąta przecinają się w jednym punkcie.
Punkt ten jest jednakowo odległy od wierzchołków tego trójkąta

ABC,

AB

BC CA

A B B C C A

https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 2

Sprawdzimy, gdzie znajduje się punkt przecięcia symetralnych boków trójkąta,
w zależności od rodzaju tego trójkąta.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Czy punkt przecięcia symetralnych może leżeć na jednym z boków trójkąta? Jeśli tak,
to jaki to rodzaj trójkąta?

https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz


Czy punkt ten może leżeć poza trójkątem? Jeśli tak, to jaki to rodzaj trójkąta?
Czy punkt ten może należeć do wnętrza trójkąta? Jeśli tak, to jaki to rodzaj trójkąta?

Zapamiętaj!

Symetralne boków trójkąta

ostrokątnego przecinają się w punkcie należącym do wnętrza tego trójkąta
prostokątnego przecinają się w punkcie będącym środkiem najdłuższego boku tego
trójkąta
rozwartokątnego przecinają się w punkcie leżącym poza trójkątem

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Okrąg opisany na trójkącie

Jeżeli na okręgu leżą wszystkie wierzchołki trójkąta, to taki okrąg nazywamy okręgiem
opisanym na trójkącie. O  trójkącie mówimy, że jest wpisany w okrąg.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 3

Narysujemy okrąg opisany na trójkącie.
Wiemy już, że środek okręgu musi leżeć w tej samej odległości od wierzchołków trójkąta.
Leży zatem na przecięciu symetralnych boków trójkąta.



Opis konstrukcji.
Dany jest trójkąt .

Rysujemy symetralne boków trójkąta  (wystarczy narysować dwie symetralne).
Oznaczamy  punkt przecięcia tych symetralnych.
Kreślimy okrąg o środku w punkcie  i promieniu .
Narysowany okrąg jest okręgiem opisanym na trójkącie.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Twierdzenie: Okrąg opisany na trójkącie   

Na każdym trójkącie można opisać okrąg. Środek tego okręgu leży na przecięciu
symetralnych boków tego trójkąta.

Zastanówmy się teraz, gdzie może leżeć środek okręgu opisanego na trójkącie. W tym celu
przypomnijmy sobie rozważania na temat położenia punktu przecięcia symetralnych
trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

ABC

ABC

O

O AO

https://zpe.gov.pl/a/DMJEkHUFz


Ćwiczenie 1

Uzasadnij, że na każdym trójkącie można opisać okrąg.

Ćwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 3

Opisz okrąg na trójkącie

1. ostrokątnym

2. prostokątnym

3. rozwartokątnym

Na każdym trójkącie można opisać okrąg.

Środkiem okręgu opisanego na trójkącie jest punkt przecięcia symetralnych boków
tego trójkąta.

Środkiem okręgu opisanego na trójkącie jest punkt przecięcia dwusiecznych kątów
tego trójkąta.









Ćwiczenie 4

Połącz w pary rodzaj trójkąta i położenie środka okręgu opisanego na tym trójkącie.

Tabela. Dane

Rodzaj trójkąta Położenie środka okręgu opisanego na tym trójkącie

rozwartokątny na najdłuższym z boków

ostrokątny poza trójkątem

prostokątny we wnętrzu trójkąta

Ćwiczenie 5

Promień okręgu opisanego na trójkącie prostokątnym równoramiennym ma długość .
Oblicz, jaką długość ma odcinek łączący wierzchołek kąta prostego ze środkiem
przeciwprostokątnej.

Ćwiczenie 6

W trójkącie równoramiennym jeden z kątów ma miarę  Czy środek okręgu opisanego na
tym trójkącie leży wewnątrz tego trójkąta?

Ćwiczenie 7

W trójkącie suma miar dwóch kątów wynosi  Czy środek okręgu opisanego na tym
trójkącie leży wewnątrz tego trójkąta?

A I

B II

C III

10 cm

80°.

80°.



Ćwiczenie 8

Skonstruuj dowolny trójkąt, którego obwód jest mniejszy od średnicy okręgu opisanego na
tym trójkącie.

Ćwiczenie 9

Zbuduj trójkąt, którego jeden bok ma długość , a odległość środka okręgu opisanego na
tym trójkącie od jednego z jego wierzchołków wynosi .

Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 11

Uzupełnij.

1. Jeśli środek okręgu opisanego na trójkącie leży na zewnątrz trójkąta, to trójkąt ten jest … .

2. Jeśli środek okręgu opisanego na trójkącie leży wewnątrz trójkąta, to trójkąt ten jest … .

3. Jeśli środek okręgu opisanego na trójkącie nie leży na brzegu trójkąta, to trójkąt ten nie
jest … .

3 cm

5 cm

Każdy bok trójkąta prostokątnego wpisanego w okrąg jest krótszy od średnicy tego
okręgu.

Środek okręgu opisanego na trójkącie równobocznym jest punktem przecięcia
wysokości tego trójkąta.

Dla dowolnych trzech punktów niewspółliniowych można narysować okrąg, który
przechodzi przez te punkty.

Każdy bok trójkąta rozwartokątnego wpisanego w okrąg jest krótszy od średnicy
tego okręgu











Okrąg wpisany w trójkąt

Okrąg wpisany w wielokąt

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

Jak położone są boki czworokątów i okręgów na kolejnych rysunkach? Ile mają punktów
wspólnych?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauważmy, że jeżeli okrąg jest zawarty w wielokącie, to okrąg nie ma punktów wspólnych
z bokami wielokąta lub niektóre z boków wielokąta mogą być styczne do okręgu.

https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X


Przykład 2

Co można powiedzieć o wzajemnym położeniu boków wielokątów i okręgów?
Jak nazywamy punkt wspólny prostej i okręgu?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Okrąg wpisany w wielokąt

Jeśli każdy z boków wielokąta jest styczny do okręgu, to ten wielokąt nazywamy opisanym
na okręgu. Okrąg nazywamy wtedy wpisanym w wielokąt.
Własność: Odległość środka okręgu

Odległość środka okręgu wpisanego w wielokąt od każdego z boków tego wielokąta jest
równa promieniowi tego okręgu.

Przykład 3

Skonstruujemy okrąg wpisany w  dany kąt . 
Opis konstrukcji

Konstruujemy dwusieczną kąta .
Na dwusiecznej zaznaczamy dowolny punkt, który oznaczamy .
Przez punkt  prowadzimy prostopadłe do ramion kąta.
Punkt przecięcia jednej z tych prostych z ramieniem  oznaczamy , a punkt
przecięcia drugiej prostopadłej z ramieniem  oznaczamy 
Odcinek jest promieniem szukanego okręgu.
Z punktu  kreślimy okrąg o promieniu . Otrzymany okrąg jest styczny
w punktach i   do obu ramion kąta, jest więc szukanym okręgiem.

ASB

ASB

W

W

SB W

1

SA W

2 .

WW

1

W WW

1

W

1

W

2



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X
https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X


Konstrukcja okręgu wpisanego w trójkąt

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Środek okręgu jest w punkcie przecięcia dwóch dwusiecznych kątów. Można
skonstruować trzecią dwusieczną, która przetnie się z pozostałymi w tym samym punkcie.

Przykład 4

Konstruujemy okrąg wpisany w dany trójkąt . 
Opis konstrukcji

Konstruujemy dwusieczne kątów  i   trójkąta.
Oznaczamy  – punkt przecięcia dwusiecznych.
Przez punkt  prowadzimy prostopadłą do boku  trójkąta.
Oznaczamy  – punkt przecięcia prostopadłej z bokiem .
Z punktu  kreślimy okrąg o promieniu .
Narysowany okrąg jest styczny do każdego z ramion trójkąta, jest więc szukanym
okręgiem.

ABC

ABC CAB

O

O AB

D AB

O DO

https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Środek okręgu wpisanego w trójkąt
Twierdzenie: Punkt przecięcia dwusiecznych kąta

Dwusieczne kątów trójkąta przecinają się w jednym punkcie.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!

W każdy trójkąt można wpisać okrąg.
Środek tego okręgu leży na przecięciu dwusiecznych kątów tego trójkąta.

https://zpe.gov.pl/a/DidqBen8X


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 1

Narysuj dowolny kąt o mierze  i wpisz w niego okrąg.

Ćwiczenie 2

Wpisz okrąg w kąt, tak aby był styczny do jednego z ramion w punkcie .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

40°

R



Ćwiczenie 3

Znajdź środek okręgu wpisanego w trójkąt ostrokątny, prostokątny i rozwartokątny.

Ćwiczenie 4

Skonstruuj kąt  i  wpisz w ten kąt okrąg, jeśli

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 5

Środek okręgu wpisanego w trójkąt leży w punkcie przecięcia

Ćwiczenie 6

Jeśli okrąg jest wpisany w trójkąt to trójkąt ten jest

α

α = 60°

α = 45°

α = 30°

α = 105°

symetralnych boków tego trójkąta

wysokości tego trójkąta

dwusiecznych kątów tego trójkąta

równoboczny

opisany na okręgu

wpisany w okrąg















Ćwiczenie 7

Środek okręgu wpisanego w trójkąt leży

Ćwiczenie 8

Skonstruuj okrąg wpisany w trójkąt

1. prostokątny

2. równoboczny

3. równoramienny

4. rozwartokątny

Ćwiczenie 9

Narysuj trójkąt, w którym miary kątów wynoszą: . Skonstruuj okrąg wpisany
w ten trójkąt.

Ćwiczenie 10

W trójkąt prostokątny wpisz okrąg i na trójkącie prostokątnym opisz okrąg. Gdzie w każdym
przypadku leży środek tego okręgu?
Promień którego z okręgów jest większy?

na jednym z boków trójkąta

we wnętrzu tego trójkąta

na zewnątrz trójkąta

30°, 120°, 30°









Ćwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 12

W trójkąt równoboczny  wpisano okrąg. Punkty styczności okręgu z bokami tego
trójkąta oznaczono , ,  tak, jak na rysunku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wykaż, że

Środek okręgu wpisanego w trójkąt jest zarazem środkiem okręgu opisanego na tym
trójkącie.

Wysokość w trójkącie równobocznym jest sumą długości promienia okręgu
wpisanego oraz promienia okręgu opisanego na tym trójkącie.

W trójkąt rozwartokątny można wpisać okrąg.

ABC

DE F

|AF | = | FB | = BE | = |EC | = |CD | = |DA|









Ćwiczenie 13

W trójkąt  o kątach  wpisano okrąg. Punkty  są punktami
styczności tego okręgu z ramionami trójkąta.

1. Podaj miary kątów utworzonych przez promienie tego okręgu poprowadzone ze środka
okręgu do punktów , , .

2. Oblicz miary kątów w trójkącie .

Ćwiczenie 14

W trójkąt  wpisano okrąg o środku w punkcie . Okrąg ten jest styczny do boków
trójkąta w punktach odpowiednio , , . Miara kąta  jest równa , a miara kąta

 jest równa . Miara kąta  wynosi

Ćwiczenie 15

W trójkąt równoboczny  wpisano okrąg o środku w punkcie  i promieniu .
Wysokość trójkąta  poprowadzona z wierzchołka  wynosi

ABC 50°,  70°,  60° D,  E,  F

D E F

DEF

ABC O

D E F DOE 130°

DOF 120° ACB

90°

70°

60°

100° 

ABC O 10 cm

AOB O

4 cm

15 cm

10 cm

5 cm



















Ćwiczenie 16

Na okręgu o środku w punkcie  opisany jest trójkąt . Kąt  jest kątem prostym.
Okrąg ten jest styczny do boku  w punkcie , a do boku  w punkcie  
Czworokąt  ma

Ćwiczenie 17

W trójkąt o bokach długości  wpisano okrąg o promieniu . Oblicz pole
tego trójkąta.

Ćwiczenie 18

Oblicz promień okręgu wpisanego w trójkąt prostokątny o bokach długości 

O ABC CAB

AC D AB E.

AEOD 

dokładnie jeden kąt prosty

wszystkie boki równe

jeden kąt rozwarty

co najmniej jeden kąt prosty

6 cm, 10 cm, 8 cm 2 cm

5 dm,  12 dm,  13 dm.











Ćwiczenie 19

Trójkąt równoboczny  opisany jest na okręgu o promieniu  i środku w punkcie .
Punkty  są punktami styczności okręgu i trójkąta. Punkt  leży na boku , punkt 
na boku .

1. Oblicz miary kątów czworokąta .

2. Oblicz miary katów trójkąta .

3. Oblicz miary kątów czworokąta .

4. Jaką długość ma promień okręgu opisanego na trójkącie ?

Ćwiczenie 20

W  trójkąt  wpisany jest okrąg o środku w punkcie . Punkty  są punktami
styczności okręgu i trójkąta. Oblicz miary zaznaczonych kątów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Symetria osiowa

Symetria punktu względem prostej



Ćwiczenie 1

Obserwuj położenie punktów ,  względem prostej .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz własności opisujące wzajemne położenie punktów ,  względem prostej .

A A'' m

A A'' m

Odległość punkt  od prostej  jest mniejsza niż odległość punktu  od prostej 

Środek odcinka  należy do prostej 

Odcinek  jest prostopadły do prostej 

Punkty  i  znajdują się po tej samej stronie prostej 

Punkty  i  leżą w tej samej odległości od prostej 

A' m A

m.

AA' m.

AA' m.

A A' m.

A A' m.









https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi






Ćwiczenie 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz właściwe stwierdzenia określające wzajemne położenie punktów  względem
prostej .

A,  A'

m

Punkt  leży dalej od prostej  niż punkt 

Punkty  znajdują się po tej samej stronie prostej 

Punkty  i  leżą w tej samej odległości od prostej 

Środek odcinka  należy do prostej 

Punkty  i  znajdują się po przeciwnych stronach prostej 

Odcinek  jest prostopadły do prostej 

A' m A.

AA ' m.

A A' m.

AA ' m.

A A' m.

AA ' m.













https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Definicja: Symetria osiowa

Punkt  jest symetryczny do punktu  względem prostej  jest obrazem punktu 
w symetrii względem prostej  jeżeli

punkty  i   leżą na prostej prostopadłej do prostej 
punkty  i   leżą po przeciwnych stronach prostej 
odległość punktu  od prostej  jest taka sama jak odległość punktu  od prostej 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli punkt  leży na prostej  to .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

A' A m (A' A

m),

A A’ m

A A’ m

A m A’ m

A m A = A’



Symetrię względem prostej nazywamy symetrią osiową.

Figury symetryczne względem prostej
Przykład 1

Znajdziemy punkt  symetryczny do punktu  względem prostej .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Każdy punkt figury  jest obrazem odpowiedniego punktu należącego do figury 
w symetrii względem prostej . Figury  i   są symetryczne względem prostej .

A’ A m

M

1

M

p M M

1

p

https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Narysuj prostą  i punkt  nieleżący na tej prostej. Znajdź punkt symetryczny do punktu 
względem prostej .

m X X

m



Ćwiczenie 4

Jak myślisz – jaka figura będzie obrazem kwiatka w symetrii względem prostej?
Sprawdź swoje przypuszczenia, „obrysowując” punktem  kontury kwiatka.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

P

https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Ćwiczenie 5

Jak myślisz – jaka figura jest obrazem wielokąta w symetrii osiowej?
Jaki jest stosunek obwodów tych figur? A ich pól?
Sprawdź swoje przypuszczenia.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Ćwiczenie 6

Na rysunku obrazem niebieskiego wielokąta jest wielokąt czerwony. Zmieniając położenie
punktu  (czyli położenie prostej), zaobserwuj jak zmienia się obraz niebieskiego wielokąta. 
Zmieniaj położenie wierzchołków niebieskiego wielokąta. Co zauważasz? Czy możesz tak
zmienić położenie wierzchołków, aby figury pokryły się?

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ćwiczenie 7

Jaka figura będzie obrazem w symetrii osiowej trójkąta równobocznego o boku długości ? 
A okręgu o promieniu ? A odcinka o długości ?

Ważne!

W symetrii osiowej obrazem

punktu jest punkt
odcinka jest odcinek tej samej długości
wielokąta jest wielokąt o tym samym obwodzie i polu
okręgu jest okrąg o tym samym promieniu

Ciekawostka

B

7 cm

6 cm 9 cm

https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Symetria występuje również w przyrodzie. Jest to jednak najczęściej symetria nie
względem prostej, ale płaszczyzny.



Ćwiczenie 8

Wyobraź sobie prostą, która będzie osią symetrii figury przedstawionej na zdjęciu.

1. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. 



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 9

Przesuń punkt , tak aby był on symetryczny do punktu  względem prostej .

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

B A m

https://zpe.gov.pl/a/DGjz9viBi


Ćwiczenie 10

Wskaż parę figur symetrycznych względem prostej .m











Ćwiczenie 11

Wskaż rysunki, na których można dorysować prostą tak, aby figury były względem niej
symetryczne.











Ćwiczenie 12

Bałwanki przedstawione na rysunku byłyby symetryczne względem prostej , gdyby nie 
szczegółów. Znajdź te szczegóły.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 13

Narysuj dowolny czworokąt. Znajdź jego obraz w symetrii względem prostej

1. nie mającej z nim punktów wspólnych

2. przechodzącej przez dokładnie jeden z  jego wierzchołków

3. zawierającej jeden z jego boków

4. zawierającej jego przekątną

5. przecinającej dwa jego sąsiednie boki

p 5



Ćwiczenie 14

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Które punkty są symetryczne względem prostej ?m

 i 

 i  oraz  i 

 i  oraz  i 

 i  oraz  i 

E F

I F D H

C G E F

E F D H











Ćwiczenie 15

Wskaż rysunek, na którym przedstawione figury są symetryczne względem prostej .p











Ćwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 17

Trójkąt prostokątny o przyprostokątnych długości  i  przekształć przez symetrię
względem:

1. prostej zawierającej krótszą przyprostokątną

2. prostej zawierającej przeciwprostokątną.

Ćwiczenie 18

Narysuj dwie przecinające się proste  i . Znajdź obraz prostej  w symetrii względem prostej 

Ćwiczenie 19

Trójkąt równoboczny  o boku długości  przekształć przez symetrię względem
prostych zawierających jego boki. Powstałe trójkąty, wraz z trójkątem  utworzyły
wielokąt. Znajdź obwód tego wielokąta.

Każde dwa kwadraty o równych polach są symetryczne względem pewnej prostej.

Każde dwa punkty są symetryczne względem pewnej prostej.

Każde dwa równe odcinki są symetryczne względem pewnej prostej.

Każde dwa koła są symetryczne względem pewnej prostej.

3 cm 4 cm

k p k

p.

ABC 4 cm

ABC











Figury osiowosymetryczne

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

Figura  jest obrazem figury  w symetrii względem prostej . Za pomocą suwaka
można połączyć figury  i  , otrzymując figurę , w kształcie gitary.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


W symetrii względem prostej  punkty figury , które należały do figury  można
przekształcić na odpowiednie punkty figury  . Zatem każdy punkt figury  można
przekształcić w symetrii względem prostej p na punkt należący również do figury .
O takiej figurze mówimy, że jest osiowosymetryczna.
Definicja: Figura osiowosymetryczna

Figurę  nazywamy osiowosymetryczną, jeżeli istnieje taka prosta , iż każdy punkt
figury  po przekształceniu w symetrii względem prostej  należy do figury . Weźmy
trzy przykładowe punkty  i znajdźmy obrazy , ,  tych punktów w symetrii
względem prostej . 
Prostą  nazywamy osią symetrii figury .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykłady figur osiowosymetrycznych

p G F

1

F

2

G

G

G p

G p G

A,  B,  C A' B’ C’

p

p G

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figura osiowosymetryczna jest swoim obrazem w symetrii osiowej.
Przykład 2

Przykłady czworokątów osiowosymetrycznych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 3



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ćwiczenie 1

Wskaż w  najbliższym otoczeniu elementy, które można przyjąć za modele figur
osiowosymetrycznych.

Ciekawostka

Obiekty, które na fotografiach można uznać za figury osiowosymetryczne, są
w rzeczywistości bryłami.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 4

Przyjrzyjmy się wielokątom na rysunku. Ile osi symetrii ma każdy z nich?

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 2

Każdy z narysowanych wielokątów ma osie symetrii. Wskaż je.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 5

Przykłady figur, które nie mają osi symetrii.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ciekawostka

Płatki śniegu mają przepiękne kształty. Być może dlatego, że zawsze posiadają aż sześć
osi symetrii. A ponadto każdy płatek jest wyjątkowy. Nie ma dwóch identycznych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figury osiowosymetryczne można otrzymać, wykorzystując symetrię względem prostej.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 3

Figura w kolorze niebieskim, umieszczona na rysunku, jest osiowosymetryczna względem
prostej w kolorze zielonym. Utwórz z czerwonych łuków figurę symetryczną do początkowej
względem prostej w kolorze granatowym.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 4

Umieść niektóre z łuków tak, aby powstała figura osiowosymetryczna względem prostej
w kolorze granatowym.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 5

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ćwiczenie 6

Odpowiedz na pytania.

1. Ile osi symetrii ma odcinek? Ile punktów wspólnych mają te osie?

2. Ile osi symetrii ma okrąg? Czy mają one punkt wspólny?

3. Czy kwadrat ma osie symetrii? Jeżeli tak, to ile?

4. Czy każdy wielokąt ma oś symetrii? Odpowiedź uzasadnij.

5. Czy prosta jest figurą osiowosymetryczną?

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 7

Uzupełnij rysunek tak, aby otrzymać figurę osiowosymetryczną względem prostej .

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ćwiczenie 8

Poszukaj figur osiowo symetrycznych wśród dużych drukowanych liter alfabetu łacińskiego.

1. Które z tych liter mają oś symetrii?

2. Czy są wśród tych liter takie, które mają więcej niż jedną oś symetrii?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

m

https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 9

Narysuj czworokąt, który ma

1. jedną oś symetrii

2. dwie osie symetrii

3. cztery osie symetrii

Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 11

Wśród figur przedstawionych na rysunku, wskaż figury osiowosymetryczne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeśli równoległobok ma dokładnie dwie osie symetrii, to jest prostokątem.

Jeśli czworokąt ma oś symetrii, to przechodzi ona przez jeden z jego wierzchołków

Istnieje trójkąt prostokątny, który ma oś symetrii.

Nie istnieje figura, która ma więcej niż jedną oś symetrii.











Ćwiczenie 12

Czy wśród czworokątów są środkowosymetryczne?
Sprawdź swoje przypuszczenia, zmieniając położenie wierzchołków  i .

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Ćwiczenie 13

Które słowo ma oś symetrii?

A D

TOK

KOT

OKO

OTO









https://zpe.gov.pl/a/DEtkZbj66


Ćwiczenie 14

Z liter  ułóż napis, który będzie miał oś symetrii.

Ćwiczenie 15

Narysuj figurę , która ma co najmniej jedną oś symetrii i która składa się z

1. dwóch okręgów

2. dwóch prostych

3. trzech punktów

4. pięciu prostych

Ćwiczenie 16

Dokończ poniższe zdanie tak, aby otrzymać zdanie prawdziwe.

1. Jedną z osi symetrii odcinka jest jego …

2. Osią symetrii kąta ostrego jest jego …

3. Trójkąt równoboczny ma … osie symetrii.

T ,  T,  O,O

G



Ćwiczenie 17

Więcej niż jedną oś symetrii ma

Ćwiczenie 18

Dokładnie jedną oś symetrii ma

Ćwiczenie 19

Narysuj

1. trójkąt różnoboczny i prostą  przechodzącą przez środek jednego z jego boków.
Uzupełnij rysunek tak, aby otrzymać figurę, której osią symetrii będzie prosta .

2. prostokąt i prostą  będącą jego przekątną. Uzupełnij rysunek tak, aby otrzymać figurę,
której osią symetrii będzie prosta .

dowolny równoległobok

prosta

okrąg

trójkąt równoboczny

trójkąt różnoboczny

trapez równoramienny

kwadrat

deltoid

a

a

p

p



















Ćwiczenie 20

Kwadrat o boku długości  przecięto wzdłuż osi symetrii równoległej do jego dwóch
boków, otrzymując figury  i .

1. Oblicz pole i obwód jednej z tak otrzymanych figur, np. figury . Co możesz powiedzieć
o polu i obwodzie figury ?

2. Ile razy mniejsze jest pole figury  od pola kwadratu?

Ćwiczenie 21

Czy obiekt na fotografii można uznać za figurę osiowosymetryczną? Jeśli tak, to ile osi symetrii
ma ta figura?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Symetria względem punktu

Ćwiczenie 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wybierz właściwe stwierdzenia określające wzajemne położenie punktów ,  i A S A'.

Długość odcinka  jest równa długości odcinka .

Punkt  jest środkiem odcinka .

Punkt  leży na półprostej .

Punkt  leży na półprostej .

Punkt  jest środkiem odcinka .

AS SA'

A' AS

A' AS

A SA'

S AA

'











https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


Definicja: Symetria środkowa    

Punkt  jest symetryczny do punktu  względem punktu  jest obrazem punktu 
w symetrii względem punktu  jeżeli

leży na prostej  po przeciwnej stronie punktu  niż punkt 
jego odległość od punktu  jest równa odległości punktu  od punktu .

Symetrię względem punktu nazywamy symetrią środkową.
Ważne!

Punkt  jest środkiem odcinka .
Obrazem punktu  w symetrii względem tego punktu jest punkt .
Jeżeli punkt  jest obrazem punktu  w symetrii względem punktu , to punkt 
jest obrazem punktu  w tej samej symetrii.

Przykład 1

Skonstruujemy punkt symetryczny do punktu  względem danego punktu .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Opis konstrukcji:

Kreślimy półprostą .
Wykreślamy łuk o środku w punkcie  i promieniu .

A' A S (A' A

S)

AS S A

S A S

S AA '

S S (S’ = S)

A' A S A

A

'

A S

AS

S SA

https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


Punkt przecięcia tego łuku z półprostą  oznaczamy . Jest on poszukiwanym
obrazem punktu  w symetrii środkowej względem .

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figury symetryczne względem punktu
Ciekawostka

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

AS A’

A S

https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT
https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 2

Figury  i   przedstawione na rysunku są symetryczne względem punktu . Oznacza
to, że każdy punkt figury  jest obrazem odpowiedniego punktu należącego do figury 

 w symetrii względem punktu .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja
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M S

https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


Ważne!

W symetrii środkowej obrazem:

odcinka jest odcinek tej samej długości,
koła jest koło o tym samym promieniu,
wielokąta jest wielokąt o tym samym kształcie, obwodzie i polu.
Jeżeli  jest obrazem figury  w symetrii względem punktu , to figura  jest
obrazem figury  w tej samej symetrii.

Przykłady figur symetrycznych względem punktu
Przykład 4

Oto przykłady figur środkowosymetrycznych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

F' F S F
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Ćwiczenie 2

Część figury składającej się z ośmiu łuków przekształcono w symetrii względem punktu . 
Dokończ to przekształcenie, przemieszczając odpowiednie łuki.
Łuki można przemieszczać, zaczepiając kursor za punkty wyróżnione czerwonym kolorem.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

S

https://zpe.gov.pl/a/DcUZEe8XT


Ćwiczenie 3

Narysuj dowolny trójkąt . Znajdź obraz tego trójkąta w symetrii względem punktu

1. będącego jednym z jego wierzchołków

2. leżącego wewnątrz trójkąta

3. leżącego na zewnątrz trójkąta

4. leżącego na jednym z boków trójkąta

5. leżącego na jednej z wysokości trójkąta

Ćwiczenie 4

Znajdź obraz kwadratu o polu  w  symetrii względem punktu, będącego środkiem
jednego z jego boków. Oblicz pole figury, składającej się z kwadratu i jego obrazu.

Ćwiczenie 5

Dany jest prostokąt , w którym . Punkt  dzieli bok 
w stosunku  licząc od wierzchołka . Obrazem prostokąta  w symetrii względem
punktu  jest prostokąt . Wyznacz długość odcinka  będącego częścią wspólną
prostokąta i jego obrazu. Oblicz obwód figury .

Ćwiczenie 6

Pole rombu  jest równe . Przekształcono ten romb przez symetrię względem
punktu , otrzymując romb . Następnie przekształcono romb  przez
symetrię względem punktu , uzyskując romb . Oblicz pole wielokąta 

.
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Ćwiczenie 7

Który z punktów jest symetryczny do punktu  względem punktu ?

Dany jest punkt symetrii S. Zaznaczone punkty X, L, Y, M, K, P.
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 9

Narysuj dowolny trapez  nie będący równoległobokiem. Znajdź obraz tego trapezu
w symetrii względem punktu przecięcia jego przekątnych.

X S

punkt 

punkt 

punkt 

punkt 

K

L

P

M

Każde dwa koła o promieniach tej samej długości są symetryczne względem
pewnego punktu

Każde dwa romby o bokach tej samej długości i kątach tej samej miary są
symetryczne względem pewnego punktu

Każde dwa trójkąty równoboczne o bokach tej samej długości są symetryczne
względem pewnego punktu

Każde dwa równe odcinki są symetryczne względem pewnego punktu

ABCD



















Ćwiczenie 10

Narysuj dwa równoległe i równe odcinki  i . Znajdź punkt , względem którego
odcinek  jest symetryczny do odcinka .

Ćwiczenie 11

Narysuj dwie proste równoległe  i . Znajdź punkt , względem którego prosta  będzie
symetryczna do prostej . Czy istnieje tylko jeden taki punkt?

KL MN S

KL MN

a b S a

b



Figury środkowosymetryczne

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Figura środkowosymetryczna          

Figurę  nazywamy środkowosymetryczną, jeżeli istnieje taki punkt , że obraz każdego
punktu figury  w symetrii względem punktu  też należy do tej figury. Punkt 
nazywamy wtedy środkiem symetrii figury .

G S

G S S

G

https://zpe.gov.pl/a/DpW0eOGxZ


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 1

Rysunek przedstawia kilka figur środkowosymetrycznych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Figurami środkowosymetrycznymi są też na przykład odcinek, prosta, okrąg, kwadrat.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 2

Jak myślisz, czy figura osiowosymetryczna jest zawsze figurą środkowosymetryczną?

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Wskaż figurę, która ma nieskończenie wiele środków symetrii.

https://zpe.gov.pl/a/DpW0eOGxZ


Ciekawostka

Element architektoniczny przypominający rozwiniętą różę, zwany rozetą, był często
wykorzystywany w renesansowych budowlach. Rozeta była zwykle w kształcie figury
środkowosymetrycznej. Miało to istotne znaczenie praktyczne. Gdy bowiem fragment tej
rozety ulegał zniszczeniu, można ją było łatwo odrestaurować na podstawie tej jej części,
która została.

Przykład 3

Obracając figurę środkowosymetryczną o   wokół środka symetrii, otrzymujemy tę
samą figurę.

Ciekawostka

Jeżeli figura ma więcej niż jeden środek symetrii, to ma ich nieskończenie wiele.
Przykładem takiej figury jest dowolna prosta.

Ćwiczenie 2

Która z  figur na rysunku jest środkowosymetryczna?

180°

 

 



Ćwiczenie 3

Która z figur na rysunku nie jest środkowosymetryczna?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Narysuj figurę, (o ile istnieje) która ma

1. jeden środek symetrii

2. dwa środki symetrii

3. nieskończenie wiele środków symetrii

Ćwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Trójkąt równoboczny ma środek symetrii.

Istnieje figura środkowosymetryczna, która ma oś symetrii.

Nie istnieje figura, która ma więcej niż jeden środek symetrii.

Jeśli czworokąt ma środek symetrii, to jest równoległobokiem.











Ćwiczenie 6

Wskaż napis, który ma środek symetrii.

Ćwiczenie 7

Narysuj figurę składającą się z dwóch okręgów, która ma dokładnie jeden środek symetrii.

Ćwiczenie 8

Dokończ poniższe zdanie tak, aby otrzymać zdanie prawdziwe.

1. Środkiem symetrii odcinka jest jego …

2. Środkiem symetrii kwadratu jest …

3. Środkiem symetrii figury złożonej z dwóch prostych prostopadłych jest …

ONO

KOT

MOW

OKO











Ćwiczenie 9

Więcej niż jeden środek symetrii ma

Ćwiczenie 10

Dokładnie jeden środek symetrii ma

Ćwiczenie 11

Podaj warunek, jaki muszą spełniać przekątne czworokąta środkowosymetrycznego.

Ćwiczenie 12

Środek symetrii równoległoboku jest oddalony o  od boku długości  Oblicz pole
tego równoległoboku.

okrąg

trójkąt równoboczny

odcinek

prosta

koło

prostokąt

figura złożona z dwóch prostych równoległych

2 cm 6 cm.

















Ćwiczenie 13

Środek symetrii kwadratu znajduje się w odległości  od boku. Oblicz obwód kwadratu.

Ćwiczenie 14

Dane są  okręgi o jednakowych promieniach. Czy można je tak rozmieścić, aby nie pokrywały
się i aby stanowiły figurę środkowosymetryczną? Jeśli tak – sporządź odpowiedni rysunek.

Ćwiczenie 15

Narysuj figurę, jeśli jest to możliwe, która

1. ma środek symetrii i oś symetrii

2. ma środek symetrii, ale nie ma osi symetrii

3. ma co najmniej dwa środki symetrii, ale nie ma osi symetrii

Ćwiczenie 16

Czy wielokąt o nieparzystej liczbie boków może być figurą środkowosymetryczną? Dlaczego?

3 dm

3



Wielokąty foremne

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Wielokąt foremny

Wielokątem foremnym nazywamy wielokąt, który ma wszystkie boki równe i wszystkie
kąty równe.

https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trójkąt foremny
Ważne!

Trójkąt równoboczny jest wielokątem, który ma wszystkie boki równe i wszystkie kąty
równe.
Jest on przykładem wielokąta foremnego.
Przykład 1

Zauważmy, że środki okręgu wpisanego i opisanego na trójkącie równobocznym
pokrywają się. Środek okręgu wpisanego (opisanego) leży w punkcie przecięcia
wysokości trójkąta.
Tylko w trójkącie równobocznym punkt przecięcia się symetralnych oraz dwusiecznych
leży w punkcie przecięcia wysokości.
Punkt przecięcia dzieli taki odcinek w stosunku  licząc od wierzchołka trójkąta. 
Zatem promień okręgu opisanego na trójkącie równobocznym jest dwa razy dłuższy od
promienia okręgu wpisanego w  ten trójkąt.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czworokąt foremny
Zapamiętaj!

Czworokąt, który jest wielokątem foremnym to kwadrat.

2 : 1



Na kwadracie można opisać okrąg i w kwadrat można wpisać okrąg.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Promień okręgu wpisanego w kwadrat jest równy połowie długości boku kwadratu.
Promień okręgu opisanego na kwadracie jest równy połowie długości jego przekątnej.

Przykład 2

Narysuj na kartce kwadrat

zaznacz jego przekątne,
wytnij ten kwadrat,
odrysuj go na kartce,
połóż wycięty kwadrat tak, aby pokrywał rysunek,
obróć wycięty kwadrat o   wokół punktu przecięcia przekątnych,
obrysuj figurę, która powstała z kwadratu narysowanego i  wyciętego.

Jak myślisz, czy powstały wielokąt jest wielokątem foremnym?

Pięciokąt foremny
Następny wielokąt foremny to pięciokąt foremny.

45°



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wielu wybitnych matematyków poszukiwało najprostszych sposobów konstrukcji tego
wielokąta przy pomocy cyrkla i linijki. Poniżej przedstawiona jest jedna z  najbardziej
znanych konstrukcji. Spróbuj wykonać ją w zeszycie.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


Obliczymy miary kątów pięciokąta.
W tym celu dzielimy go na trójkąty równoramienne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Kąt miedzy równymi ramionami każdego z tych trójkątów to piąta część kąta .

Zatem kąt przy podstawie trójkąta:

Kąt pięciokąta jest dwukrotnie większy od kąta 

Każdy kąt pięciokąta foremnego ma więc miarę .

Sześciokąt foremny
Zauważmy, że w trójkącie równobocznym każdy z kątów ma miarę . Możemy więc takie
trójkąty ułożyć w ten sposób, aby miały jeden punkt wspólny tak, jak na rysunku.

360°

α =

1

5 

∙ 360° = 72°

β =

180°−72°

2

= 54°

β

γ = 2  ∙ 54° = 108°

108°

60°



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Powstanie wtedy sześciokąt o równych bokach. Każdy kąt tego wielokąta ma miarę

Jest to więc wielokąt foremny. Nazywamy go sześciokątem foremnym.
Zauważmy, że długość boku sześciokąta jest równa połowie dłuższej przekątnej.

Przykład 4

Sześciokąt foremny można skonstruować, dzieląc okrąg na równe części.
Opis konstrukcji

Rysujemy okrąg  o promieniu .
Na okręgu zaznaczamy dowolny punkt .
Z punktu  wykreślamy okrąg o promieniu  (wystarczy narysować łuk tego okręgu).
Punkt przecięcia okręgów oznaczamy .
Z punktu  wykreślamy okrąg o promieniu .
Punkt przecięcia okręgów (różny od punktu ) oznaczamy .
Postępujemy w podobny sposób, aż do uzyskania punktów , ,  leżących na
okręgu .
Łączymy kolejne punkty odcinkami.
Otrzymany wielokąt  jest szukanym sześciokątem foremnym.

Otrzymany sześciokąt jest wpisany w okrąg (każdy z jego wierzchołków leży na okręgu).

2 ∙ 60° = 120°

M a

A

A a
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A C
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Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Siedmiokąt foremny
Siedmiokąt można narysować, wykorzystując konstrukcję , co oznacza po grecku
„dopasowanie”.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

neusis

https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


Siedmiokąt foremny jest przykładem wielokąta foremnego, którego nie można
skonstruować za pomocą tylko linijki i cyrkla. Udowodnił to wybitny niemiecki
matematyk Karol Gauss , który tym samym położył kres wielowiekowym
wysiłkom matematyków, próbujących znaleźć taką konstrukcję.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Uwaga!

Własności wielokąta foremnego:

wszystkie boki równe
wszystkie kąty równe
można na nim opisać okrąg
można weń wpisać okrąg
środki okręgu wpisanego i opisanego pokrywają się
przekątne nie muszą być równe

Wielokąty gwiaździste
Wykorzystując niektóre wielokąty foremne, można budować wielokąty, zwane
gwiaździstymi.
Najpopularniejszym z nich jest pięciokąt gwiaździsty znany od czasów starożytnych pod
nazwą pentagramu. Rysunek pentagramu był znakiem rozpoznawczym uczniów Pitagorasa.

Przykład 5

Na bazie siedmiokąta można wykreślić siedmiokąt gwiaździsty zwany z greckiego
heptagramem.

(1777 − 1855)

https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Tworząc formy gwiaździste, kreślimy przekątne wielokąta, omijając za każdym razem tę
samą liczbę wierzchołków. Inną gwiazdę otrzymamy, gdy będziemy omijać dwa wierzchołki,
inną, gdy trzy.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 6

Zastanówmy się, czy wielokąty foremne są figurami środkowosymetrycznymi.
Sprawdzimy to za pomocą komputera.
Przesuwając punkty odpowiednio , ,… po bokach wielokątów, obserwujmy zmianęP

1

P

2

https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


położenia punktów , ,…. Punkty , ,… leżą w tej samej odległości od punktów 
, … co punkty , ,…

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauważmy, że środek symetrii mają tylko wielokąty foremne o parzystej liczbie
wierzchołków.

Ćwiczenie 1

Znajdź miary kątów siedmiokąta foremnego i oblicz sumę miar tych kątów.

Ciekawostka

Większość ciał stałych ma budowę krystaliczną. Charakteryzuje się ona regularnym
ułożeniem atomów, które tworzą tzw. siatkę krystaliczną. Bardzo często atomy
w krysztale ułożone są w  wierzchołkach wielokątów foremnych, a te z kolei tworzą
struktury mające kształt brył nazywanych wielościanami foremnymi.
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https://zpe.gov.pl/a/Dmzes0vyA


Ćwiczenie 2

Które spośród wielokątów na rysunku to wielokąty foremne?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Skonstruuj kwadrat

1. o boku długości 

2. którego obwód jest równy 

3. którego przekątna ma długość 

4 cm

20 cm

4 cm



Ćwiczenie 4

Odpowiedz na pytania.

1. Czy wielokąty foremne są osiowosymetryczne?

2. Ile osi symetrii ma trójkąt równoboczny?

3. Ile osi symetrii ma kwadrat? A pięciokąt foremny?

4. Ile osi symetrii ma -kąt foremny?

Skonstruuj sześciokąt foremny.
Wykorzystując konstrukcję sześciokąta foremnego, skonstruuj dwunastokąt foremny.

Ćwiczenie 5

Zapisz ile przekątnych ma

1. kwadrat

2. pięciokąt foremny

3. sześciokąt foremny

4. -kąt foremny

n

n



Ćwiczenie 6

Bok sześciokąta foremnego ma długość .

1. Oblicz obwód tego sześciokąta.

2. Uzasadnij, że każda z przekątnych tego sześciokąta ma długość nie większą od .

3. Oblicz sumę kątów tego sześciokąta.

4. Jak znaleźć środek okręgu wpisanego w ten sześciokąt?

5. Czy wykorzystując ten sześciokąt, można zbudować wielokąt gwiaździsty? Jeśli tak –
narysuj go.

Ćwiczenie 7

Określ ile boków ma wielokąt foremny, którego miara kąta jest równa

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 8

Na kwadracie można opisać okrąg. Czy to jedyny czworokąt, na którym można opisać okrąg?
Narysuj inne czworokąty, na których można opisać okrąg.

Ćwiczenie 9

Narysuj sześciokąt foremny o boku  i opisz na nim okrąg.

6 cm

12 cm

60°

90°

120°

150°

3 cm



Ćwiczenie 10

Ile form gwiaździstych ma jedenastokąt i trzynastokąt foremny? Które z tych form można
wykreślić jednym pociągnięciem ołówka?

Ćwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 12

Suma kątów wielokąta foremnego jest równa  a jego obwód  Oblicz długość jego
boku.

Ćwiczenie 13

Narysuj kwadrat. Zaznacz środki jego boków. Połącz zaznaczone punkty tak, aby otrzymać
czworokąt. Czy otrzymany czworokąt jest wielokątem foremnym? Dlaczego?

Ćwiczenie 14

Narysuj kwadrat. Podziel każdy z jego boków na trzy równe części. Połącz punkty podziału
tak, aby otrzymać ośmiokąt. Czy otrzymany ośmiokąt jest wielokątem foremnym? Dlaczego?

Czworokąt foremny ma środek symetrii.

Sześciokąt foremny ma środek symetrii.

Wielokąt, który ma wszystkie kąty równe jest wielokątem foremnym.

Wielokąt, który ma wszystkie boki równe jest wielokątem foremnym.

720°, 24 cm.











Ćwiczenie 15

Narysuj trójkąt równoboczny. Zaznacz środki jego boków. Połącz zaznaczone punkty tak, aby
otrzymać trójkąt. Czy otrzymany trójkąt jest wielokątem foremnym? Dlaczego?

Ćwiczenie 16

Narysuj trójkąt równoboczny. Podziel każdy z jego boków na trzy równe części. Połącz punkty
podziału tak, aby otrzymać sześciokąt. Czy otrzymany sześciokąt jest wielokątem foremnym?
Dlaczego?

Ćwiczenie 17

Wysokość w trójkącie równobocznym ma długość . Jaką długość ma promień okręgu
wpisanego w ten trójkąt? A opisanego na tym trójkącie?

Ćwiczenie 18

Promień okręgu wpisanego w trójkąt równoboczny jest równy . Jaką długość ma
promień okręgu opisanego na tym trójkącie? Jaką długość ma wysokość tego trójkąta?

Ćwiczenie 19

Promień okręgu wpisanego w kwadrat ma długość . Oblicz pole i obwód kwadratu.

Ćwiczenie 20

Promień okręgu opisanego na kwadracie ma długość . Oblicz pole kwadratu.

Ćwiczenie 21

Zapoznaj się z metodami konstrukcji wielokąta przy pomocy cyrkla i linijki.

6 cm

5 dm

10 mm

8 mm



Liczby wymierne. Wartość bezwzględna

Zimą możemy zaobserwować, że temperatura powietrza spada poniżej . Mówimy
wówczas, że jest równa, na przykład , , . Liczby, za pomocą których
zapisana jest ta temperatura, nazywamy ujemnymi.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Wysokość bezwzględna to pionowa odległość (wysokość) danego punktu względem
przyjętego punktu odniesienia, którym jest średni poziom morza. Wysokość bezwzględna
oznaczana jest skrótem n.m.p., czyli nad poziomem morza (Wikipedia).
Wysokość bezwzględną punktów leżących powyżej poziomu morza oznaczamy liczbami
dodatnimi, a punktów leżących poniżej poziomu morza, tzw. depresji, liczbami ujemnymi.

Najniższy obszar na lądzie na kuli ziemskiej stanowi depresja Morza Martwego ( do
m p.p.m, czyli  do – m n.p.m)

Dotychczas poznaliśmy:

liczby naturalne : , …
liczby całkowite: …, , …

0°C

−5°C −12,5°C −12°C

396 

 418  −418 396 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6 , 7,  8,  9,  10,  11

−4,   − 3,   − 2,   − 1,  0,  1,  2,  3,  4

https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE


Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Liczba wymierna

Liczba wymierna to liczba, którą można przedstawić w postaci ułamka  gdzie  i   są
liczbami całkowitymi i  .

Własność: Liczby wymierne

Liczbami wymiernymi są liczby naturalne, całkowite i ułamki.
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https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 2

Odwrotnością liczby  jest liczba , ponieważ zamieniając liczbę  na ułamek
niewłaściwy, otrzymamy ułamek  . Analogicznie parami liczb wzajemnie odwrotnych są

1.  i 
2.  i 
3.  i 

Definicja: Odwrotność liczby

Liczba odwrotna do danej liczby , to taka liczba , że

Odwrotnością liczby , gdzie  jest liczba .

Zapamiętaj!

Iloczyn liczb wzajemnie odwrotnych jest równy .
Przykład
Liczba odwrotna do liczby  to  bo .

Przykład 3

Zaznaczmy na osi liczbowej pary liczb.

1.  i 
2.  i 
3.  i 
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Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Co możemy powiedzieć o odległościach liczb  i   od zera? Zauważmy, że te
odległości są równe . Podobnie odległość każdej z  liczb  i   od zera wynosi 
a liczb  i   wynosi . Liczby  i  ,  i   oraz  i   to pary liczb
przeciwnych.

Definicja: Liczba przeciwna

Liczba przeciwna do danej liczby  to taka liczba , że zachodzi równość

Ważne!

Liczby przeciwne to takie liczby, które znajdują się po przeciwnych stronach  na osi
liczbowej i których odległość od  jest taka sama.

Definicja: Wartość bezwzględna

Wartość bezwzględna liczby  jest to odległość liczby  od zera na osi liczbowej.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2 −2

2 3 – 3 3

0,5 −0,5 0,5 2 −2 3 −3 0,5 −0,5

a −a

a+ (−a) = 0

0

0

a a

https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE


Animacja przedstawia dwie osie liczbowe z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Na
pierwszej osi zaznaczona odległość liczby 5 od liczby 0, równa 5. Zapis: wartość
bezwzględna z liczby 5 =5. Na drugiej osi zaznaczona odległość liczby -4 od liczby 0,
równa 4. Zapis: wartość bezwzględna z liczby -4 =4.

Własności wartości bezwzględnej

Jeżeli liczba  jest nieujemna , to jej wartością bezwzględną jest ta sama liczba .
Jeżeli  jest ujemna , to jej wartością bezwzględną jest liczba przeciwna do ,
czyli .
Wartość bezwzględną liczby  oznaczamy .
Liczby przeciwne mają taką samą wartość bezwzględną.

Przykład 4

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia oś liczbową z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Należy
zaznaczyć liczby oddalone od liczby 0 o 4. Są dwie takie liczby: 4 i -4. Ich odległości od
liczby 0 są takie same i wynoszą 4.

Przykład 5

Rozwiążemy równanie , gdzie 

a  (a ≥ 0) a

a (a < 0) a

−a

a |a|

|x| = a a ≥ 0.

https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje rozwiązanie równania: wartość bezwzględna z liczby x =a, gdzie
a większe lub równe 0. Szukamy takich liczb, których odległość od liczby 0 jest równa a.
Na osi zaznaczona odległość liczby a od liczby 0, równa a oraz odległość liczby –a od
liczby 0, równa a. Zapis: Niech a większe lub równe 0. Rozwiązaniem równania wartość
bezwzględna z liczby x =a jest x =a lub x =-a.

https://zpe.gov.pl/a/D19swhDiE


Ćwiczenie 1

Uzasadnij, że podana liczba jest wymierna.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Rozstrzygnij, które zdanie jest prawdziwe, a które fałszywe.

Prawda Fałsz

Liczbą odwrotną do  jest
liczba

Odwrotność liczby
naturalnej nie jest liczbą
wymierną.

Iloczyn liczby i liczby do niej
przeciwnej wynosi .

Suma liczby i liczby do niej
przeciwnej wynosi .
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Ćwiczenie 3

Zaznacz daną liczbę na osi liczbowej. Pamiętaj o odpowiednim doborze jednostki.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 4

Odczytaj liczby, które odpowiadają punktom na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij liczby z dolnej sekcji do górnej.
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Ćwiczenie 6

Wszystkie liczby całkowite wybrane ze zbioru liczb , , , , , , , , 
to

Ćwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
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W zbiorze liczb całkowitych nie ma najmniejszej liczby.

Każda liczba naturalna jest liczbą wymierną.

Każda liczba wymierna jest liczbą całkowitą.

1, (4)



















Ćwiczenie 8

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Przeciągnij pasujące elementy z sekcji dolnej do górnej.
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Ćwiczenie 10

Odwrotnością liczby  jest liczba

Ćwiczenie 11

Liczbą przeciwną do  jest

Ćwiczenie 12

Oblicz wartość wyrażenia . Liczba odwrotna do otrzymanej liczby, to
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Ćwiczenie 13

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 14

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczbą przeciwną do odwrotności liczby jest liczba .

Odwrotność liczby naturalnej różnej od zera nie jest liczbą wymierną.

Suma liczby i liczby do niej przeciwnej wynosi .

Iloczyn liczby i liczby do niej przeciwnej wynosi .
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Wybierz.

Każda liczba  jest liczbą całkowitą. Liczba przeciwna do liczby całkowitej 

jest liczbą naturalną. Odwrotność liczby naturalnej różnej od zera jest liczbą . Liczba,

która ma rozwinięcie dziesiętne  nie jest liczbą wymierną.
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Porównywanie liczb wymiernych

Aby porównać liczby wymierne, czyli określić, czy są równe lub która z nich jest większa,
a która mniejsza, możemy przedstawić je na osi liczbowej.

Zaznaczmy na osi liczbowej dowolną liczbę ujemną i dowolną liczbę dodatnią.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oczywiste jest, że każda liczba dodatnia jest większa od liczby ujemnej.
Zaznaczmy na osi liczbowej dwie dowolne liczby dodatnie.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oczywiste jest również, że z dwóch liczb dodatnich większa jest ta, która znajduje się
dalej od  na osi liczbowej.
Zaznaczmy na osi liczbowej dwie dowolne liczby ujemne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z dwóch liczb ujemnych większa jest ta, która leży bliżej  na osi liczbowej.
Porównajmy liczby  i  .

W tym celu zaznaczymy je na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Bliżej  znajduje się liczba , zatem jest ona większa od liczby . 
Pamiętamy, że odległość liczby od  na osi liczbowej nazywa się wartością bezwzględną.
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ponieważ

Możemy zatem powiedzieć, że z dwóch liczb ujemnych większa jest ta, której wartość
bezwzględna jest mniejsza.

Zapamiętaj!

Z dwóch liczb ujemnych większa jest ta, której wartość bezwzględna jest mniejsza.

Ćwiczenie 1

Zaznacz na osi liczbowej podane liczby, a następnie uporządkuj je od najmniejszej do
największej.

, , , , , , , , 

Ćwiczenie 2

Pod jakimi literami kryją się dane ułamki?
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Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uporządkuj liczby rosnąco.
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Ćwiczenie 5

W miejsce kropek wstaw taką liczbę, aby otrzymać nierówność prawdziwą.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 6

W miejsce kropek wstaw taką liczbę, aby spełniała warunek
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Ćwiczenie 7

Która z liczb jest najmniejsza?

Ćwiczenie 8

Która nierówność nie jest prawdziwa?

Ćwiczenie 9

W kolejności malejącej uporządkowane są liczby
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Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 11

Podaj

1. dwie liczby całkowite ujemne i  dwie liczby całkowite dodatnie, które są mniejsze od 
i jednocześnie większe od 

2. taką liczbę naturalną , która spełnia warunek 

3. dwie dowolne liczby wymierne, które są większe od  i mniejsze od 

4. trzy dowolne liczby, które są większe od  i jednocześnie mniejsze od 

Największą liczbą całkowitą, która jest mniejsza od liczby  jest .

Ułamek  jest większy od  i mniejszy od .

Liczba  jest mniejsza od liczby .

Najmniejszą liczbą całkowitą, która jest większa od liczby  jest .
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Ćwiczenie 12

W tabeli podano średnie temperatury powietrza w największych miastach Polski w styczniu 
 roku.

Tabela. Dane

Warszawa Kraków Poznań Łódź Wrocław Gdańsk Katowice

1. W którym mieście średnia temperatura w styczniu była najniższa, a w którym najwyższa?

2. Uporządkuj temperatury od najniższej do najwyższej.

3. W którym mieście średnia temperatura w styczniu była mniejsza od  ?

4. Wymień miasta, w których było cieplej niż w Krakowie.

2014

−7,5℃ −4,2℃ −2,6℃ −8,3℃ −1,8℃ 2,3℃ −10,5℃

−5℃



Działania na liczbach wymiernych

Zapamiętaj!

Jeżeli dodajemy dwie liczby wymierne tego samego znaku, to znak sumy jest taki sam
jak znak obydwu składników, a jej wartość bezwzględna jest sumą wartości
bezwzględnych składników.
Jeżeli dodajemy dwie liczby wymierne różnych znaków, to znak sumy jest taki jak
znak liczby o większej wartości bezwzględnej, a wartość bezwzględna sumy jest
różnicą wartości bezwzględnych składników.

Przypomnijmy teraz, jak ustala się znak wyniku mnożenia liczb wymiernych w zależności od
znaków czynników.

Przykład 1

Posiadając w banku konto, zazwyczaj mamy możliwość zaciągnięcia długu (tzw. debetu)
w formie tzw. kredytu odnawialnego. Oznacza to, że jeżeli pobierzemy z konta więcej
pieniędzy niż się na nim znajdowało, zaciągniemy wobec banku dług. Długi wobec banku
oznaczamy za pomocą liczb ujemnych, a wpływy na konto za pomocą liczb dodatnich.
Obliczymy, jaki jest stan konta pana Kowalskiego, który posiadając na koncie 
wypłacił  na zakup telewizora.

Oznacza to, że pan Kowalski aktualnie ma debet w wysokości . 
Obliczymy teraz stan konta pana Nowaka, który mając debet w wysokości  wypłacił
jeszcze  na opłacenie czynszu.

Oznacza to, że pan Nowak aktualnie ma debet w wysokości . 
Obliczymy stan konta pani Adamskiej, która mając debet w wysokości  wpłaciła
na konto 

Oznacza to, że pani Adamska aktualnie ma debet w wysokości .
Przykład 2

1350 zł,
1800 zł

1350 + (−1800) =

1350 − 1800 = − 450

450 zł
380 zł,

350 zł

(−380) + (−350) =

−380 − 350 = − 730

730 zł
1200 zł,

1050 zł.

−1200 + 1050 = −150

150 zł



Obliczymy różnicę wysokości bezwzględnych między najwyższym szczytem w Polsce
(Rysy  m n.p.m.), a największą polską depresją (w miejscowości Raczki Elbląskie, 
m p.p.m.).

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Różnica wyskości bezwzględnych szczytu Rysy i miejscowości Raczki Elbląskie wynosi 
.

2499 1,8

2499 − (−1,8) = 2500,8(m)

2500,8 m



Ćwiczenie 1

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Przeciągnij i upuść.

Jeżeli w mnożeniu występuje parzysta liczba ujemnych czynników, to znak iloczynu jest 

.

Jeżeli w mnożeniu występuje nieparzysta liczba ujemnych czynników to znak iloczynu jest 

.

 

 

ujemny dodatni



Ćwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczba przeciwna do ilorazu liczby dodatniej i ujemnej jest liczbą dodatnią.

Liczba odwrotna do kwadratu liczby ujemnej jest liczbą dodatnią.

Iloraz sześcianów dwóch liczb o przeciwnych znakach jest liczbą ujemną.

Sześcian liczby ujemnej jest liczbą ujemną.

Iloczyn piętnastu liczb ujemnych jest liczbą dodatnią.

Iloczyn kwadratów dwóch liczb o przeciwnych znakach jest liczbą ujemną.

Przeciągnij i upuść.
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)

2

   =    

–  [− (−2)

2

]  

8

125

−4 −64

6

8

6 12 −

8

125

−

6

8

−12 4 - 9

16

−

6

15

−6

64

9

16

6

15















Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Uporządkuj rosnąco wyniki działań.

1. 

2. 

3. 

Ustal, czy znak wyniku działania jest dodatni czy ujemny i wybierz.

   

   

   

   

 

3

3

8

  −  3

1

2

   

–  4,  35  +  4 

9

20

   

–  2,75 –  (− 2

7

25

)    

–  4 

1

3

 –  (  −  4,3)   

–  5,  7  +  5

3

4

   

ujemny dodatni dodatni ujemny ujemny ujemny dodatni ujemny

dodatni dodatni

a = 54 ∙ (− 3,25), b = − 4,8 ∙ (  −  52), c = − 3,5 ∙ 51, d = 5,2 ∙ 49 

x = −3,87 − 4,3, y = −7,4  +  8,  9, z = − 5,45 –  (  −  3,92), t = 7,  3 –  5,87

k = 52,4  :  (− 13,1), l = (  −  13,1) :  (  −  52,4),m  = 52,4  : (  −  4),n = 52,4  : 4



Ćwiczenie 8

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

Ćwiczenie 9

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

0,3  +  

2

3

7

1

2

 –  3,4 –  2,7

5,34  +  15

3

5

 –  8,57

7,24 –  3,48 –  2,  85 –  3,1  +  9,2

5

3

5

  +  4

3

4

  −  1

3

10

  +  3

1

2

2

2

3

  +  

3

8

 –  7  −  2

2

9

  +  5

2

5

37,65  −  32

7

20

  +  4

1

4

  −  8

2

25

−5  ∙  (  −  1,2)

−2

2

3

 ·  3
4

3

5

 · (− 1

1

2

)

−5,1 · (− 1

2

3

)

−2

2

3

  :  1

1

2

–  1,56  :  (−1,3) 

8,4  :  (  −  2,4)



Ćwiczenie 10

Ustal znak wyniku bez jego obliczania.

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 11

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

(  −  1,3)

3

 · (  −  2,4)

2

 · (− 1,7)

(− 

2

3

) · (−3,5)

3

  :  (− 

1

2

)

(  −  4,7) · (− 2,5)  :  4,62  :  (−2,8)

3

(3

3

4

)

3

∙ (− 1,2)

2

  :  (−1,5)

2

Ustal znak wyrażenia nie obliczając jego wartości i wybierz.

   

   

   

   

 

a) (  −  1, 3)

3

  ⋅  (  −  2, 4)

2

  ⋅  (− 1, 7)  

b) (− 

2

3

)  ⋅  (−3, 5)

3

  :  (− 

1

2

)  

c) (  −  4, 7)  ⋅  (− 2, 5)  :  4, 62  :  (−2, 8)

3  

d) (3

3

4

)

3

  ⋅ (− 1, 2)

2

  :  (−1, 5)

2  

e) (3

3

4

)

3

  ⋅ (− 1, 2)

2

  :  (−1, 5)

2

⋅ (

3

2

−

4

3

⋅

9

8

)  

<0 >0 >0 0 <0 =0 <0 >0 =0 =0 >0 =0 <0 =0



Ćwiczenie 12

Suma liczb  i  jest równa

Ćwiczenie 13

Iloczyn liczb  i  jest równy

−3,2 – 3,75

0,55

6,95

−6,95

−0,55

−1

1

2

3

1

4

−3

1

8

− 4

7

8

 3

1

8

4

7

8



















Ćwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 15

Ćwiczenie 16

Stan konta pani Barbary w dniu  marca wynosił . W dniu  marca na konto wpłynęła
pensja pani Barbary w wysokości . Dnia  marca bank, na podstawie pozostawionego
przez właścicielkę konta, zlecenia dokonał opłat w wysokości . Bieżące wydatki pani
Barbary w ciągu marca wyniosły . Czy pani Barbarze wystarczy jeszcze pieniędzy na
zakup telewizora kosztującego ?

Pan Bolesław, mając debet w wysokości  wypłacił z konta , a pan Jerzy,
mając na koncie  wypłacił z niego . Stan konta pana Jerzego jest
wyższy niż pana Bolesława.

Pani Anna, mając na koncie  wypłaciła z niego . Pieniędzy
pozostałych na koncie wystarczy pani Annie na wykupienie wycieczki, która
kosztuje .

Pani Jola, mając debet w wysokości  wpłaciła na konto , a pani
Kasia, mając na koncie  wypłaciła z niego . Stan konta pani Joli jest
wyższy niż pani Kasi.

550 zł, 450 zł
600 zł, 650 zł

3500 zł, 2840 zł

700 zł

1300 zł, 1250 zł
1400 zł, 1500 zł

W miejscowości Bajkowo najniższa temperatura wynosiła , a najwyższa .
W miejscowości Legendowo najwyższa temperatura wynosiła , a najniższa .
W miejscowości Komiksowo najniższa temperatura wynosiła , a najwyższa .
Uzupełnij poniższe zdania, wpisując w luki odpowiednie liczby lub słowa.

Najwyższa temperatura w Bajkowie była o  wyższa od najwyższej

temperatury w Legendowie.

Największa różnica między najwyższymi temperaturami wynosiła 

i dotyczyła miejscowości  i .

Miejscowością, w której była najniższa temperatura jest .

Różnica najniższych temperatur w Komiksowie i Bajkowie wynosiła .

−2°C 5°C

−1°C −7°C

3°C 8°C

°C

°C

°C

1 1040 zł 3

2600 zł 5

1020 zł
1800 zł

800 zł









Ćwiczenie 17

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary.

−0,25 −1,5 +  2,7

−3,15 −7  − 2,8

1,2 3

1

2

 –  1,1

− 

3

4

8

3

4

  −  9

1

2

−2,5 −1 – (−3,5)

−9,8 1

1

4

  −  1

1

2

2,5 −5 – (−2,5)

2,4 4

4

5

 –  2,3

2,5 0,45–  3,6



Ćwiczenie 18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 19

Wyszukaj informacje na temat najwyższego i najniższego punktu na Ziemi, a następnie oblicz
różnicę ich wysokości bezwzględnych.

Połącz w pary.

4,2 1

1

4

⋅ (− 8)

− 0,05 1,44  : (−1,2)

−13,5 -212 : (-2) </math

−1,2 −7,2  :  0,8

−10 1

1

2

⋅ (−4)

−9 −7,5 ⋅ (−3)

1

1

4

−0,45 :  9

22,5 −1,4 ⋅ (−3)

−6

− 4

1

2

⋅ 3



Odległość na osi liczbowej

Przykład 1

Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, które są większe od .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spełniają nierówność . Jeżeli nierówność jest ostra, tzn. spełniona
tylko przez liczby większe od trzech, wtedy kółko jest niezamalowane.
Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, które są mniejsze od .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spełniają nierówność .
Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, które są większe lub równe od .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spełniają nierówność . Jeżeli nierówność jest nieostra, tzn. spełniona
przez liczby większe lub równe jeden, wtedy kółko jest zamalowane.
Zaznaczmy na osi liczbowej liczby, które są mniejsze lub równe .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby te spełniają nierówność .

Przykład 2

Jeżeli o pewnej liczbie  wiemy, że jest większa od  i mniejsza od , to znaczy, że
liczba  spełnia warunek: .

3

x > 3

4

x < 4

1

x ≥ 1

5

x ≤ 5

x −1 4

x −1 < x < 4



Wszystkie liczby  spełniające ten warunek możemy zaznaczyć na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli o pewnej liczbie  wiemy, że jest większa lub równa od  i mniejsza od , to
znaczy, że liczba  spełnia warunek: .

Wszystkie liczby  spełniające ten warunek możemy zaznaczyć na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli o pewnej liczbie  wiemy, że jest większa od  i mniejsza lub równa od , to
znaczy, że liczba  spełnia warunek: .

Wszystkie liczby  spełniające ten warunek możemy zaznaczyć na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli o pewnej liczbie  wiemy, że jest większa lub równa od  i mniejsza lub
równa od , to znaczy, że liczba  spełnia warunek: .

Wszystkie liczby  spełniające ten warunek możemy zaznaczyć na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 3

Zaznaczmy na osi liczbowej liczby  i  .

x

x −1 4

x −1 ≤ x < 4

x

x −1 4

x −1 < x ≤ 4

x

x −1

4 x −1 ≤ x ≤ 4

x

2 9



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na osi liczbowej między  i   mieści się  odcinków jednostkowych. a więc odległość
między liczbami  i 9 wynosi . ponieważ

Zaznaczmy na osi liczbowej liczby  i  .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na osi liczbowej między  i   mieści się  odcinków jednostkowych, a więc
odległość między liczbami  i   wynosi , ponieważ

Zaznaczmy na osi liczbowej liczby  i  .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na osi liczbowej między  i   mieści się  odcinków jednostkowych a więc
odległość między liczbami  i   wynosi , ponieważ

Przykład 4

Obliczmy odległość między liczbami  i  . 
Ponieważ  więc aby obliczyć szukaną odległość musimy od  odjąć .

A zatem odległość między liczbami  i   wynosi  jednostek. 
Możemy również policzyć wartość bezwzględną różnicy liczba  i  , wtedy nie ma
znaczenia, czy od większej odejmujemy mniejszą, czy odwrotnie.

2 9 7

2 7

9 − 2 = 7.

−8 −3

−8 −3 5

−8 −3 5

−3 − (−8) = −3 + 8 = 5.

−6 2

−6 2 8

−6 2 8

2 − (−6) = 2 + 6 = 8.

a = −3,5 b = −8,2

−8,2 < −3,5 −3,5 −8,2

−3,5 − (−8,2) = −3,5 + 8,2 = 4,7

a b 4,7

a b

|a− b| = |−3,5 − (−8,2)| = |−3,5 + 8,2| = |4,7| = 4,7



Odległość między liczbami  i   jest równa  lub .

Przykład 5

Obliczmy odległość na osi liczbowej między liczbami  i  .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczoną na osi liczbowej odległość między liczbami 9 oraz dwa
i jedna druga. Zapis: wartość bezwzględna z liczby (9 – dwa i jedna druga) = wartość
bezwzględna z liczby (dwa i jedna druga -9) = sześć i jedna druga.

Ponieważ  więc aby obliczyć szukaną odległość musimy od  odjąć .

A zatem odległość między liczbami  i   wynosi . 
Możemy również obliczyć wartość bezwzględną różnicy liczb  i  . Wówczas nie ma
znaczenia, czy od liczby większej odejmujemy mniejszą, czy odwrotnie.

|b− a| = |−8,2 − (−3,5)| = |−8,2 + 3,5| = |−4,7| = 4,7

|a− b| = |b− a|

a b |a− b| |b− a|

a = 2,5 b = 9

2,5 < 9, 9 2,5

9 − 2,5 = 6,5

a b 6,5

a b

|a− b| = |9 − 2,5| = |2,5 − 9| = 6,5

|a− b| = |b− a|

https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q


Odległość między liczbami  i   jest równa lub .

Przykład 6

Oblicz odległość na osi liczbowej liczb  i  .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja przedstawia zaznaczoną na osi liczbowej odległość między liczbami -1 oraz
siedem i jedna druga. Zapis: wartość bezwzględna z liczby [siedem i jedna druga -(-1)] =
wartość bezwzględna z liczby (-1, siedem i jedna druga) = osiem i jedna druga.

Definicja: Odległość między dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej

Odległość między dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej jest równa długości
odcinka łączącego punkty odpowiadające tym liczbom.

Zapamiętaj!

Aby obliczyć odległość na osi liczbowej między dwiema liczbami, należy od większej
odjąć mniejszą.
Jeżeli nie wiemy, która z liczb  i   jest większa, to aby obliczyć odległość między
tymi liczbami na osi liczbowej wystarczy obliczyć lub .

Przykład 7

a b |a− b|  |b− a|

−1 7,5

a b

|b− a|   |a− b|

https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 8

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q
https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q


Przykład 9

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 10

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q
https://zpe.gov.pl/a/D16LrUc4q


Animacja

Ćwiczenie 1

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 2

Oblicz.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

|4|

|0|

|−7|

7

9

∣ ∣

−3

1

3

∣ ∣

|−1, (4)|

|5 + 7|

|7 − 5|

|5 − 7|

1

3

−

1

2

∣ ∣

−|2,3 − 3,2|

−|1,2 − 1, (2)|



Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Liczb naturalnych spełniających warunek 

Wybierz.

  

  

  

  

  

  

  

  

|−5|  5

|−2|  −2

−| − 1|  1

−| − 7|  −7

|6 − 2|  |2 − 6|

1 + |5 − 3|  |1 + 5 − 3|

4 + 3 ⋅ |6 − 2|  3 + 4 ⋅ |2 − 6|

|6 + |3 − 4| − 2|  |2 − |5 + 2| − 6|

= > = = = > = = < < = < > < > < < > =

> < > > <

|x| < 3 

jest 

jest nieskończenie wiele

jest 

są 

7

5

3











Ćwiczenie 5

Wszystkie liczby całkowite spełniające warunek  to

Ćwiczenie 6

Jeżeli to zachodzi warunek

Ćwiczenie 7

Oblicz  jeżeli

1. 

2. i

3. i

4. 

|x− 1| < 2,

−1, 2

−1, 0,  1

−1,  0,  1,  2,  3

0,  1,  2

|a| = |b|,  

luba  =  b   a  = −b

a =  b

a  = −b

– a  = b

x,

|x| = 0

|x| = 5  x > 0

|x| = 2 x < 0

|x| = 4



















Ćwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Liczby przeciwne mają taką samą wartość bezwzględną.

Liczby odwrotne mają przeciwne wartości bezwzględne.

Wartość bezwzględna każdej liczby jest liczbą dodatnią.

Wartość bezwzględna liczby jest równa liczbie do niej przeciwnej.

Połącz w pary.

liczba x jest ujemna x ≥ 0

liczba x jest nieujemna x ≥ −5

liczba x jest mniejsza od 5 x < 5

liczba x jest nie większa od −5 x ≥ 5

liczba x jest większa lub równa −5 x ≤ −5

liczba x jest nie mniejsza od 5 x < 0











Ćwiczenie 10

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spełniające dany warunek.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

x ≤ 3

x > −2,25

x <

2

3

x ≥ 5,5

x < 2,7

x ≤ −1

3

4



Ćwiczenie 11

Podaj warunek, jaki spełniają liczby zaznaczone na osi liczbowej.

1. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 12

Zaznacz na osi liczbowej zbiór liczb spełniających dany warunek.

1. 

2. 

3. 

4. 

−2 < x < 0

−1,5 ≤ x ≤ 2

3 ≤ x < 5

−3,5 < x ≤ −1



Ćwiczenie 13

Określ, jaki warunek spełniają liczby zaznaczone na osi liczbowej.

1. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 14

Wymień, gdy jest to możliwe, wszystkie liczby spełniające dany warunek.

1.  i  jest liczbą naturalną

2.  i  jest liczbą całkowitą dodatnią

3.  i  jest liczbą całkowitą

4.  i  jest liczbą całkowitą ujemną

5.  i  jest liczbą naturalną

6.  i  jest liczbą wymierną

Ćwiczenie 15

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spełniające podany warunek.

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 16

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spełniające podany warunek.

1. 

2. 

x ≤ 5 x

x < 3 x

−3,5 < x ≤ 1 x

−5 < x ≤ 5 x

−2 ≤ x ≤ 0  x

5,5 < x < 10,5 x

|x| ≤ 5

|x| < 3

|x| > 0

|x| > 2

|x| < −3



Ćwiczenie 17

Oblicz , jeżeli .

Ćwiczenie 18

Znajdź odległość na osi liczbowej między punktami:  i ,  i ,  i ,  i ,  i ,  i .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 19

Uzupełnij zdania.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Odległość punktu  od punktu  jest  odległości punktu  od punktu .

2. Odległość punktu  od punktu  jest równa  .

3. Odległość punktu  od punktu  jest o  większa od odległości punktu  od punktu .

4. Odległość punktu  od punktu  jest  razy większa od odległości punktu  od punktu 
.

5. Odległość punktu  od punktu  jest równa podwojonej sumie odległości punktu  od
punktu  i punktu  od punktu  .

x |x− 2| = 3

D H B C C E E F A H A G

A B … D E

A B …

A E … B E

B C … A

B

D F A

D … …



Ćwiczenie 20

Liczby leżące na osi liczbowej w takiej samej odległości od liczby  to

Ćwiczenie 21

Liczba leżąca na osi liczbowej w takiej samej odległości od  i  to

−4,

 i 

 i 

 i 

 i 

−5

2

3

  −3

2

3

−6 −3

−7,5 −0,5

−8 8

−15 2,

−8

−6,5

−8,5

−7,5



















Ćwiczenie 22

Zbiór liczb leżących na osi liczbowej w odległości nie większej niż  od liczby  opiszemy
nierównością

Ćwiczenie 23

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3 −5

−5 ≤ x ≤ 3

−8 ≤ x ≤ −2

−8 < x < −2

−5 < x < 3

Oblicz odległość między danymi liczbami, a następnie przeciągnij i upuść.

a)  i    

b)  i    

c)  i    

d)  i    

e)  i    

f)  i  

3

1

2

0  

2, 5 −3, 7  

−3, 24 −

2

5

 

−

3

4

1, 2  

−

1

3

0, (3)  

 

1

7

−

3

2

 

6, 2 1

9

14

3

1

2

2, 84 1, 95 0, (6)











Działania na liczbach wymiernych. Kolejność
wykonywania działań

Działania na liczbach wymiernych wykonujemy według ustalonej kolejności:

działania w nawiasach,
potęgowanie,
mnożenie lub dzielenie,
dodawanie lub odejmowanie.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

https://zpe.gov.pl/a/DZxry8D7r


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/DZxry8D7r


Ćwiczenie 1

Zaznacz wyrażenia, których wartości są dodatnie.

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ćwiczenie 3

Oblicz najprostszym sposobem.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
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Ćwiczenie 4

Oblicz, pamiętając o kolejności wykonywania działań.

1. 
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Ćwiczenie 5

Wartość wyrażenia  jest równa

Ćwiczenie 6

Wartość wyrażenia  jest równa
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Ćwiczenie 7

Odwrotnością liczby, która jest wartością wyrażenia  jest

Ćwiczenie 8

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

4
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7
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1

5

) ∙ 14 − (−3,6)

−6,4
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32

5

68

−

10

32

5

32

Suma odwrotności liczb ujemnych jest liczbą ujemną.

Suma parzystej liczby składników ujemnych jest liczbą dodatnią.

Suma liczby dodatniej i jej wartości bezwzględnej jest liczbą dodatnią.

Iloczyn liczby ujemnej i jej wartości bezwzględnej jest liczbą dodatnią.

Suma sześcianów sześciu liczb ujemnych jest liczbą dodatnią.


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Ćwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 10

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Iloczyn kwadratów pięciu liczb ujemnych jest liczbą ujemną.

Iloczyn parzystej liczby liczb ujemnych jest liczbą dodatnią.

Odwrotność sumy trzech liczb ujemnych jest liczbą ujemną.

Iloraz liczby ujemnej przez sumę liczb dodatnich jest liczbą ujemną.

Iloczyn liczby i jej odwrotności jest równy zero.

Uporządkuj liczby rosnąco.
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Ćwiczenie 11

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 12

Pięcioosobowa rodzina państwa Nowaków zdecydowała się wyjechać na wakacje do Turcji.
Całkowity koszt tej wycieczki wynosi  złotych. Po obliczeniu wszystkich wydatków
związanych z wyjazdem okazało się, że zabraknie im  kwoty, którą muszą wpłacić. W tej
sytuacji rodzina Nowaków postanowiła zrezygnować z innej dodatkowej wycieczki
zaplanowanej we wrześniu, której koszt wynosi  za osobę. Ile złotych państwo
Nowakowie będą musieli jeszcze pożyczyć, aby wyjechać na wymarzone wakacje?

Ćwiczenie 13

W związku z kupnem mieszkania Agnieszka postanowiła wziąć kredyt w banku w wysokości 
 złotych. Według obliczeń bankowych wysokość jednej raty będzie wynosić .

Roczne wynagrodzenie Agnieszki to  miesięcznie. Miesięczne wydatki związane
z utrzymaniem domu wynoszą . Ile złotych zabrakłoby Agnieszce, gdyby chciała
spłacać ze swego wynagrodzenia miesięcznie dwie raty kredytu?

Połącz w pary.
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Ćwiczenie 14

Pani Marta wybrała się na zakupy do sklepu z artykułami gospodarstwa domowego.
Zaplanowała kupić czajnik elektryczny,  szklanek, obrus na stół oraz  drewniane wieszaki
na ubrania. Po podliczeniu wartości zakupów pani Marta zrezygnowała z czajnika
elektrycznego, natomiast wieszaki drewniane wymieniła na plas�kowe. Dodatkowo zamiast 
szklanek kupiła  filiżanek do kawy. O ile złotych mniej zapłaciła pani Marta teraz za zakupy?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 15

Rodzina państwa Nowaków, w dniu  sierpnia, ma na koncie  debetu. W dniu 
września wpłynie na konto wynagrodzenie za pracę pana Nowaka, które wynosi .
Natomiast  września pani Nowak otrzyma pensję w wysokości . Ile złotych
zostanie rodzinie Nowaków po spłaceniu debetu i opłaceniu bieżących rachunków na kwotę 

?

12 4

12

6

 31 2038,94 zł 1

2659,65 zł
10 2407,51 zł

1674,2 zł



Zapisywanie i odczytywanie wyrażeń
algebraicznych

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Wyrażenia algebraiczne można utworzyć z liczb, liter oraz znaków działań
matematycznych i nawiasów. Litery występujące w wyrażeniu algebraicznym
nazywamy zmiennymi.
W wyrażeniach algebraicznych można pominąć znak mnożenia między dwiema
literami oraz liczbą i literą, jeżeli liczba jest w tym zapisie pierwsza.

Za pomocą wyrażeń algebraicznych możemy zapisywać na przykład wzory matematyczne,
równania, nierówności. Nazwę wyrażenia algebraicznego określa działanie, które zgodnie
z kolejnością wykonywania działań, byłoby w tym wyrażeniu wykonywane jako ostatnie.

Przykład 1

Zapiszemy za pomocą wyrażeń algebraicznych podane zwroty matematyczne.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Nazwijmy podane wyrażenia algebraiczne.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja.

https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv


Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary.

Suma sześcianów liczb  i x y y+ 5

Liczba  razy mniejsza od kwadratu
liczby 

2

z

0, 35a

Sześcian sumy liczb  i x y x

3

  +  y

3

Liczba  razy większa od 5 y 5y

Liczba równa  liczby 35% a

z

2

2

Liczba o  większa od liczby 35% a a+ 0, 35a

Liczba o  większa od 5 y z

2

 –  2

Liczba o  mniejsza od kwadratu liczby 2

z

(x+ y)

3

Niech n oznacza dowolną liczbę naturalną. Przeciągnij i upuść.

Dowolną liczbę parzystą możemy zapisać w postaci  ,a dowolną liczbę nieparzystą

w postaci . Dwie kolejne liczby parzyste następujące po liczbie 2n będą postaci 

 i . Dwie kolejne liczby nieparzyste następujące po liczbie 2n − 7 będą

postaci  i . Liczba parzysta poprzedzająca liczbę 2n + 8 będzie postaci 

 , a liczba nieparzysta poprzedzająca liczbę 2n + 1 będzie postaci .

 

 

  

  

  

2n + 4 2n – 1 2n + 6 2n + 2 2n 2n – 5 2n + 1 2n – 3



Ćwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 4

Pani Zofia w sklepie  kupiła  jabłek po  za kilogram,  kg gruszek po  za kilogram
i  śliwek po  za kilogram. Pani Anna kupiła takie same ilości owoców w sklepie ,
gdzie były one tańsze: kilogram jabłek o , kilogram gruszek o  a kilogram śliwek
o . 
Zapisz za pomocą wyrażenia algebraicznego:

1. wartość zakupów pani Zofii,

2. wartość zakupów pani Anny,

3. O ile złotych mniej zapłaciła za swoje zakupy pani Anna?

4. Ile złotych zapłaciłby za swoje zakupy pan Ireneusz, gdyby kupił  jabłek i  gruszek
w sklepie  i  kg śliwek w sklepie 

Tulipan kosztuje zł, żonkil zł, a hiacynt zł. Bukiet złożony z  tulipanów, 
hiacyntów i  żonkili kosztuje 

Grupa kolonistów idąca do zoo składała się z  par i Zuzanny, która szła
z wychowawczynią. Grupa liczyła  osób.

Na podwórku znajduje się  kur i  psów. Razem mają  nóg.

Marek zerwał  koniczynek i znalazł wśród nich dwie czterolistne koniczynki.
Koniczyny zerwane przez Marka miały łącznie  listków.

Michał ma  znaczków polskich, a zagranicznych o  mniej niż polskich. Liczba
wszystkich znaczków Michała wynosi .

Na parkingu stoi  samochodów i  motocykli. Razem mają  kół (nie licząc
kół zapasowych).

a  b  c  5 3

4 (5a  +  3b  +  4c) zł.

m

2(m –  1)

m n (4m  +  2n)

k

3(k –  2)  +  8

x 40%

1,6x

k l (4k  +  2l)

Z 3 kg a zł 2 b zł
1,5 kg c zł  A

0, 80 zł 1, 1 zł,
0, 30 zł

2 kg 1 kg

A 3 Z?















Ćwiczenie 5

W dużym koszu mieści się  kg jabłek, a w małym koszu  kg. Sadownik ma  dużych koszy
i  małych. Zapisz za pomocą wyrażeń algebraicznych.

1. Ile kilogramów jabłek zmieści się we wszystkich koszach?

2. Ile kilogramów jabłek zmieści się w koszach sadownika, gdy dokupi  duże kosze?

3. Ile kilogramów jabłek zmieści się w koszach, jeżeli  małe kosze uległy zniszczeniu?

4. Ile kilogramów jabłek zmieści się w koszach, jeżeli sadownik dokupi  dużych koszy i 
małych?

5. Ile kilogramów jabłek zmieści się w koszach, jeżeli sadownik zastąpi wszystkie małe kosze
dużymi (nie będzie korzystał z małych koszy, a w ich miejsce zakupi taką samą liczbę
dużych koszy)?

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja.

Ćwiczenie 6

Ile uścisków dłoni wymienił każdy z uczestników, jeżeli w spotkaniu brało udział

1.  osób?

2.  osób?

3.  osób?

30 20 d

m

3

3

x y

5

15

n

https://zpe.gov.pl/a/DtfhxoeUv


Ćwiczenie 7

Ile uścisków dłoni zostało wymienionych podczas spotkania, jeżeli brało w nim udział

1.  osób?

2.  osób?

3.  osób?

Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 9

W dzbanku znajduje się  litrów soku, a w butelce  litrów soku. Zapisz wyrażenia
algebraiczne opisujące, ile litrów soku znajduje się w butelce, a ile w dzbanku, gdy przelano:

1.  litry soku z butelki do dzbanka,

2.  soku zawartego w dzbanku do butelki.

5

15

n

Dopasuj wyrażenie algebraiczne opisujące liczbę przekątnych wychodzących z jednego
wierzchołka wielokąta, następnie przeciągnij i upuść.

Trapez  

Pięciokąt  

Sześciokąt  

Ośmiokąt  

Siedmiokąt  

Wielokąt o n bokach 

 

 

 

 

 

 

n+ 2 n− 3 n+ 3 2 2n+ 1 3 1 5 4

d g

2

1

4



Ćwiczenie 10

Łamana przedstawiona na rysunku składa się z odcinków pionowych i poziomych. Pierwszym
odcinkiem jest odcinek pionowy długości . Drugi to odcinek poziomy długości . Trzeci to
odcinek pionowy długości , a czwarty odcinek poziomy  długości . Kolejne odcinki, z których
zbudowana jest łamana, tworzone są według tej samej reguły.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oblicz długość

1. dziesiątego odcinka

2. trzydziestego odcinka

3. –tego odcinka, jeżeli  jest liczbą parzystą

4. piątego odcinka

5. piętnastego odcinka

6. –tego odcinka, gdy  jest liczbą nieparzystą

1 1

2 2

n n

n n



Ćwiczenie 11

Podczas zajęć kółka chemicznego Paweł zmieszał  gramów wody i  gramów kwasu solnego
(pamiętając o tym, że należy wlewać kwas do wody, a nie odwrotnie).
Stężenie procentowe otrzymanego w ten sposób wodnego roztworu kwasu solnego można
zapisać w  postaci

Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Wartości liczbowe wyrażeń algebraicznych

Jeżeli w wyrażeniu algebraicznym w miejsce liter wstawimy dane liczby i wykonamy
wskazane działania, to otrzymamy wartość liczbową tego wyrażenia.

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Aby obliczyć wartość liczbową wyrażenia algebraicznego, należy w miejsce
zmiennych podstawić podane liczby i wykonać wskazane działania.
Jeżeli wyrażenie algebraiczne zapisane jest w postaci ułamka, to nie można
w miejsce zmiennych podstawić takich liczb, dla których mianownik tego wyrażenia
byłby równy . Mówimy wtedy, że wyrażenie nie jest określone dla tych liczb.

Ćwiczenie 1

Oblicz wartość liczbową wyrażenia  dla

1. 

2. 

3. 

4. 

0

−4x+ 1

x = 2

x = −1

x = −0,5

x =

1

4

https://zpe.gov.pl/a/D13Gy6x5u


Ćwiczenie 2

Oblicz wartość liczbową wyrażenia  dla

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 3

Oblicz wartość liczbową wyrażenia.

1.  dla 

2.  dla 

3.  dla 

4.  dla 
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Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Dla jakiej wartości zmiennej  lub zmiennych  i  wyrażenie nie jest określone?

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Przeciągnij i upuść.

a) Jeżeli  i , to  . 

b) Jeżeli  i , to  . 

c) Jeżeli  i , to  . 

d) Jeżeli  i , to  .
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Ćwiczenie 6

Oblicz wartość liczbową wyrażenia.

1.  dla 

2.  dla , 

3.  dla 

4.  dla 

Ćwiczenie 7

Wartość liczbowa wyrażenia algebraicznego  dla  i   jest równa

(
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Ćwiczenie 8

Wartość liczbowa wyrażenia algebraicznego  dla i

Ćwiczenie 9

Wartość liczbowa podwojonej różnicy liczby  i iloczynu liczb  i , dla  i 
wynosi

Ćwiczenie 10

Zosia podała Kasi przepis na pyszny sernik. Powiedziała, że do  gramów sera trzeba dodać 
 gramów masła,  gramów mąki,  gramów cukru i   gramów jajek. Ile gramów

masła, mąki, cukru i jajek trzeba dodać do  kilogramów sera?

Ćwiczenie 11

Wyrażenie  opisuje, ile przekątnych ma  kąt, gdzie  jest liczbą naturalną większą od 
. Oblicz, ile przekątnych ma piętnastokąt.

2ab+4

(a−2)(b+1)

a = 2   b = −1
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Ćwiczenie 12

Janek dostał  kieszonkowego. Wydał trzecią część tej kwoty i jeszcze . Opisz za
pomocą wyrażenia algebraicznego, ile pieniędzy zostało Jankowi. Oblicz kwotę, która
pozostała, jeżeli wiadomo, że Janek dostał  kieszonkowego.

Ćwiczenie 13

Hania i Julka wybrały się na lody. Pieniędzy wystarczyło im na  gałek lodów. Hania zjadła o 
kulek więcej niż Julka. Zapisz wyrażenie algebraiczne, opisujące ile kulek zjadła każda
z dziewczynek. Ile gałek lodów zjadła Hania, a ile Julka, jeżeli  i ?

Ćwiczenie 14

Dla jakich wartości liczby  wyrażenie  nie jest określone?

x zł 5 zł

75 zł

a b

a  =  8 b  =  2

a

a+5

a

2

−9



Jednomiany i sumy algebraiczne

Przykład 1

Spośród podanych wyrażeń algebraicznych wybierzemy te, które są zapisane za pomocą
pojedynczych liczb lub liter albo są iloczynami liczb i liter.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrażenie algebraiczne, które jest liczbą, literą lub iloczynem
liczb i liter.

Ważne!

Wyrażenie algebraiczne zbudowane jest z jednomianów.
Tabela. Dane

Wyrażenie algebraiczne Jednomiany tworzące to wyrażenie

, , −6a+6b

4 abc

−6a  6b  4 abc

https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z


, , 

, , 

Występujący w jednomianie znak mnożenia często pomijamy, na przykład:

Jeżeli w jednomianie pierwszym czynnikiem jest litera, a drugim liczba, to znaku
mnożenia nie pomijamy, albo zmieniamy kolejność czynników (mnożenie jest
przemienne), na przykład:

Przykład 2

Uporządkujemy jednomian i odczytamy jego współczynnik liczbowy.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

x

2

y

x−8y

x

2

y  x −8y

(100 − h) ∙ h

2

100 −h  h

2

4 ∙ x = 4x

x ∙ y = xy

−15 ∙ a = −15a

x ∙ 3 = 3x

a ∙ (−9) = −9a

https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z


Animacja

Zapamiętaj!

Jednomian jest uporządkowany, jeżeli jego pierwszym czynnikiem jest liczba,
a następnymi litery w kolejności alfabetycznej.

Definicja: Współczynnik liczbowy

Liczbę, która występuje na początku uporządkowanego jednomianu nazywamy
współczynnikiem liczbowym tego jednomianu.

Ważne!

W jednomianie współczynnik liczbowy  możemy pominąć . Współczynnik 
możemy zastąpić znakiem minus

Definicja: Suma algebraiczna

Sumą algebraiczną nazywamy wyrażenie, które jest sumą jednomianów. Jednomiany te
nazywamy wyrazami sumy.
Wyrażenie algebraiczne, w którym występuje odejmowanie jednomianów, jest także sumą
algebraiczną, ponieważ odejmowanie możemy zastąpić dodawaniem jednomianów
przeciwnych.

Sumę algebraiczną

możemy zapisać bez użycia nawiasów

Przykład 3

Spośród jednomianów wybierzmy te, które różnią się tylko współczynnikiem liczbowym.

1 1 ∙ d = d −1

−1 ∙ h = −h.

6x

2

− 4y− (−5x) − 13xy = 6x

2

+ (−4y) + 5x+ (−13 xy).

−2x+ x

2

+ 23y+ 15 xy − 3y

2

+ xy

2

+ (−5)

−2x+  x

2

+ 23y+ 15xy − 3x

2

+ xy

2

− 5



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Jednomiany podobne

Jednomianami podobnymi nazywamy jednomiany, w których występują takie same
czynniki literowe w tej samej potędze.
Jednomiany podobne różnią się współczynnikiem liczbowym lub kolejnością
czynników. Jednomiany podobne występujące w sumie algebraicznej nazywamy
wyrazami podobnymi sumy algebraicznej.

Przykład 4

https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Redukcja wyrazów podobnych

Redukcją wyrazów podobnych nazywamy przekształcenie sumy algebraicznej polegające
na wykonaniu dodawania lub odejmowania wyrazów podobnych. W wyniku redukcji
wyrazów podobnych, otrzymujemy prostszą postać sumy algebraicznej.

https://zpe.gov.pl/a/D7ha4GT6z


Ćwiczenie 1

Które z podanych wyrażeń algebraicznych są jednomianami?

g
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x
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100 + 100x
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Ćwiczenie 2

Które z podanych wyrażeń algebraicznych są jednomianami?

Ćwiczenie 3

Wypisz wyrazy sumy algebraicznej.
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2. 

3. 

4. 

5. 
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Ćwiczenie 4

Uporządkuj jednomian.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Połącz w pary jednomian i odpowiadający mu współczynnik liczbowy.
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Ćwiczenie 6

Które z podanych jednomianów są podobne?

Ćwiczenie 7

Które z podanych jednomianów są podobne?
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Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 9

Podaj przykład jednomianu podobnego do jednomianu

1. 

2. 

3. 

Połącz w pary jednomiany podobne.
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Ćwiczenie 10

Suma algebraiczna  po zredukowaniu wyrazów
podobnych ma postać

Ćwiczenie 11

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Połącz w pary sumę algebraiczną i odpowiadający jej jednomian.
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Ćwiczenie 12

Niech  Zapisz
w najprostszej postaci wyrażenie

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 13

Wykonaj redukcję wyrazów podobnych.
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Ćwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 15

Rozstrzygnij, czy podane zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 16

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Redukcja wyrazów podobnych polega na mnożeniu jednomianów.

Jednomian  jest uporządkowany.

Wyrażenie  jest jednomianem.

Jednomiany  oraz  są podobne.
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Wyrażenie  jest jednomianem.

Współczynnik liczbowy jednomianu  jest równy 

Współczynnik liczbowy jednomianu  jest równy 

Jednomiany  są podobne.

Jednomian  jest uporządkowany.
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Ćwiczenie 17

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 19

Dany jest trójkąt , w którym podstawa  ma długość . Wysokość  poprowadzona
do boku  ma długość  razy mniejszą niż podstawa tego trójkąta. Zapisz pole tej figury
w postaci uporządkowanego jednomianu, a następnie oblicz jego wartość dla 

Ćwiczenie 20

Dany jest prostokąt, którego długość jest równa , a szerokość jest trzecią częścią długości.
Zapisz pole i obwód prostokąta w postaci uporządkowanych jednomianów. Oblicz pole
i obwód prostokąta dla .

Połącz w pary podobne do siebie jednomiany.
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−32 zx 12 xy
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7

10

zy −4x

15

1

2

yxz 32 xz

Połącz sumę algebraiczną i odpowiadający jej jednomian.

7a− 6a+ a a

−a− a− a −3a

2a− 5a+ 2a −a

−10a+ 10a+ a 3a

−5a− a+ 9a 2a

ABC AB x CD

AB 5

x = 20 cm.

x

x = 9



Ćwiczenie 21

Dany jest czworokąt, w którym najkrótszy bok ma długość . Każdy następny bok jest o 
dłuższy od boku poprzedniego. Zapisz wyrażenie, które będzie opisywało obwód tego
czworokąta.

Ćwiczenie 22

W równoległoboku krótsza wysokość ma długość , a krótszy bok ma długość . Wysokość
poprowadzona do krótszego boku ma długość  razy większą niż krótsza wysokość
równoległoboku.

1. Zapisz pole, obwód oraz długość dłuższego boku tego równoległoboku w postaci
uporządkowanych jednomianów.

2. Oblicz pole i obwód równoległoboku dla .

Ćwiczenie 23

Zapisz za pomocą wyrażenia algebraicznego obwód trójkąta. Oblicz wartość liczbową tego
wyrażenia dla i .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

a 2

x y

3

x = 8 cm,  y = 1 dm

x = 4   y =

1

2



Ćwiczenie 24

Zapisz w najprostszej postaci obwód narysowanej figury.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 25

W teatrze znajduje się  rzędów, a w każdym rzędzie jest  miejsc siedzących. Piątą część
liczby wszystkich rzędów stanowią rzędy dla gości zagranicznych.

1. Ile miejsc siedzących jest przeznaczonych dla gości zagranicznych?

2. Podczas przedstawienia teatralnego w każdym rzędzie było wolnych  miejsc
siedzących. Ilu zagranicznych gości było obecnych na tym seansie?

x z

20%



Ćwiczenie 26

Lena zbiera piłki. Ma już w swej kolekcji  czerwonych piłek oraz trzy razy więcej zielonych
piłek. Niebieskich piłek ma o  mniej niż połowa zielonych piłek. Żółtych piłek ma o  więcej
niż czerwonych. Na urodziny Lena dostała od koleżanek jeszcze  czerwone piłki i jedną
zieloną piłkę.

1. Zapisz za pomocą wyrażenia algebraicznego liczbę wszystkich piłek dziewczynki.

2. Oblicz, ile wszystkich piłek ma Lena, jeżeli wiadomo, że ma  zielone piłki.

Ćwiczenie 27

Zapisz za pomocą wyrażeń algebraicznych liczbę wierzchołków, krawędzi i ścian

1. graniastosłupa -kątnego,

2. ostrosłupa -kątnego,

3. wielościanu, który powstanie w wyniku sklejenia podstawami dwóch jednakowych
ostrosłupów -kątnych.

Wskazówka
Zależność między liczbą wierzchołków, ścian i krawędzi wielościanu:

Gdzie:
 — liczba wierzchołków, 

 — liczba ścian, 
 — liczba krawędzi.

n

2 5

2

24

n

n

n

W + S = K + 2,

W

S

K



Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Zapamiętaj!

Jeżeli przed nawiasem, w którym występuje suma algebraiczna, znajduje się znak
plus lub nie ma żadnego znaku, to usuwając nawias, nie zmieniamy znaków przed
wyrazami sumy.
Jeżeli przed nawiasem, w którym występuje suma algebraiczna, znajduje się znak
minus, to usuwając nawias, zmieniamy znak każdego z wyrazów sumy na przeciwny.

Ćwiczenie 1

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Czy nawias został poprawnie usunięty?

−(a+ b) + c = −a+ b+ c

c− (−a+ b) = c+ a+ b

(−a− b) − c = −a− b− c

c+ (a+ b) = c+ a+ b

−(a+ b) + c = −a− b+ c

Zaznacz, w których przykładach nawias został poprawnie usunięty?

−(−a− b) + c = a+ b+ c

c− (−a+ b) = c+ a− b

a+ (−b− c) = a− b− c

a+ (−b− c) = a− b+ c

−(−a− b) + c = a+ b− c























Ćwiczenie 3

Zapisz wyrażenie bez użycia nawiasów.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

(a+ b) − c

2a+ (−d+ b)

(−x− y) + (z− 1)

−(7a+ 4b− c)

−(3a− 2b) + (−c− d)

4 − (−a+ 2b) + 4c

10xy − (−x+ 10y− 10)

(xy − y) + (−z+ xyz) − (−xz − yz)



Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary takie same sumy algebraiczne.

−x+ 2y+ z− w (−x+ 2y) + (z+ w)

−x+ 2y+ z+ w (−x− 2y) + (−z+ w)

x+ 2y− z− w −(−x− 2y) − (z+ w)

x− 2y− z+ w (x+ 2y) − (z− w)

x+ 2y− z+ w (x− 2y) − (z− w)

x− 2y+ z+ w −(−x+ 2y) − (−z− w)

−x− 2y− z+ w −(x− 2y) + (−z+ w)

−x+ 2y− z+ w (−x+ 2y) − (−z+ w)

Połącz w pary takie same sumy algebraiczne.

3a+ 5b 2a+ (−4a+ 6b) + (−8b− a)

2a− 4b (a− 3b) + (−a+ 3b) − (a+ 3b)

−a+ b −(2a− 3b) − (−a+ 2b)

−3a− 2b a+ 3b− (−2a− 2b)

−6a− 3b 10a− (7a+ b) − 3b

3a− 2b (a+ b) + (2a− 3b)

3a− 4b −(−3a+ b) − (3b+ a)

−a− 3b (−5a− 2b) + (−a− b)



Ćwiczenie 6

Ćwiczenie 7

Wyrażenie  po usunięciu nawiasów i redukcji wyrazów podobnych jest
równe

(a− 6b) − (−a+ 3b)

2a− 3b

−2a− 9b

2a− 9b

−3b, 3b, 2a+ 9b

Wyrażenie  po usunięciu nawiasów i redukcji
wyrazów podobnych jest równe

−(−x+ xy − 2y) + (x− y) − (−2x+ xy)

2x− 2xy + y

4x− 2xy + 3y

4x− 2xy + y

4x+ y 



















Ćwiczenie 8

Ćwiczenie 9

Ćwiczenie 10

Zapisz każdą sumę algebraiczną w najprostszej postaci. Zaznacz równe sumy.

−x− (−2x+ 4)

 x+ (2x− 1) − 3

−(3x+ 4) + 6x 

2x− (−x+ 4) 

Zapisz każdą z sum algebraicznych w najprostszej postaci. Zaznacz równe sumy.

−(x+ 3y) + (7x− 7y)

(−6y+ 7x) − (x+ 4y) 

(2x− 3y) − (−4x+ 7y) 

−(−3x− 9y) + (3x+ y)

Zapisz każdą z sum algebraicznych w najprostszej postaci. Zaznacz równe sumy.

( 3x

2

+ 1)− (2x

2

− 4) 

−(−2x

2

+ 3)+ (−x

2

+ 8) 

(−4x

2

− 4)+ (5x

2

+ 9) 

−(x

2

− 4)+ (2x

2

+ 9)



























Ćwiczenie 11

Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozstrzygnij, czy podana równość jest prawdziwa, czy fałszywa.

 1 

 

1 − (−a+ 3b) + (−a+ 3b) =

1 − (x− (x+ 1) − 1) = −1

(a+ b) + (a+ b) + (a+ b) = 3a+ 3b

−(a

3

+ a

2

)+ (3a

2

+ a

3

)− 2a

2

= 2a

2

(x

2

+ y

2

)− (−x

2

− y

2

) = 0

(a− b) + (a− b) + (a− b) = 3a− 3b

Połącz sumę algebraiczną i odpowiadającą jej uproszczoną postać.

(−a− b) + (−a) b

(−a+ b) + b −2a− b

(−a+ b) + (a− b) −a+ 2b

a+ (−a+ b) 2a

(a− b) + (a+ b) 0















Ćwiczenie 13

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 14

Usuń nawiasy i zredukuj wyrazy podobne.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Przeciągnij i upuść.

a)    

b)    

c)    

d)   

(2x− 6a) + (−5a−  ) = −11a− 6x

−(−8x+ 3s) − (  +6s) = 2x− 9s

(  −b) − (−7x+ 3b) = 10x− 4b

−(12d+  ) + 18d− x = 6d− 8x

6x 7x 8x 3x

(2a− 3b− 1) − (−3a− b+

1

2

)

−(ab + 4) + (−5ab −

1

3

)− (2 − 3 ab)

(−x

2

+ 3x)+ (−1,3x

2

− 3,03x+ 1,9)

16x

2

y− (−xy + 1,6x

2

y)+ (−5xy − yx

2

)

12

1

3

k

2

m+ (m+ 2k

2

)− (1

1

4

k

2

m− 2m−

1

6

k

2

)

2x

2

+ 3z

2

− (5x

2

+ z

2

− (−4x

2

− 10z

2

))

13rs − (−2s+ r) − 6,8s+ (−10rs − 4,3s+ 0,2r)

−(12x− 8y+ 6z) + x+ y+ z− (−2x− 3y+ 5z) + (−y+ z) + (x− y− z)



Ćwiczenie 15

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 16

Niech . 
Wyrażenia zapisz w najprostszej postaci.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Wybierz.

a)    

b)    

c)    

d)   

(3x+ 6a) − (−5a+  ) = 11a− 6x

−(−7r+ 3s) − (  +6s) = r− 9s

(  +b) + (−7a+ 3b) = −2a+ 4b

−(3d+  ) + 7d = 4d− 8g

−8x −5a 9g −8g 8x 9x 17a 4r −9x −9g −8x −17a

5a 8g −6r 6r

A = x

2

− 3x+ 1,B = −4x

2

− 3,C = 6x+ 12,D = −3x

2

− 5x+ 2

A+B+ C

B−D−A

A− C +D

D−A−B

C +B−A



Ćwiczenie 17

Zapisz treść zadania w postaci wyrażenia algebraicznego. Zredukuj wyrazy podobne.

1. Do sumy liczb  dodaj różnicę liczb  i .

2. Od różnicy liczb  i  odejmij sumę liczb , , 

3. Do różnicy liczb  i  dodaj różnicę liczb  i 

4. Od sumy liczb  i  odejmij sumę liczb  i 

Ćwiczenie 18

Jaką sumę algebraiczną należy dodać do podanego wyrażenia algebraicznego, aby otrzymać
wyrażenie ?

1. 

2. 

Ćwiczenie 19

Jaką sumę algebraiczną należy odjąć od podanego wyrażenia algebraicznego, aby otrzymać
wyrażenie  ?

1. 

2. 

a,  b,  c a b

a c a b c.

b c a b.

b c a c.

5x

2

y− 6xy + xy

2

−6x

2

y− 2xy + 2xy

2

−5x

2

y− 8xy − y

2

7

b

3

− b

2

+

3

7

−b

3

+ b

2

+ b+ 1

b

3

− 4b

2

− 5b



Ćwiczenie 20

Podaj przykład dwóch wyrażeń algebraicznych, których suma jest równa

1. 

2. 

Ćwiczenie 21

Podaj przykład dwóch wyrażeń algebraicznych, których różnica jest równa

1. 

2. 

Ćwiczenie 22

Zapisz podaną sumę algebraiczną w najprostszej postaci.

1. 

2. 

3. 

−y

3

− 3y

2

+ 1,2y− 0,3

0,6a

2

− 0,2a− 3b

10x

2

− x−

2

5

2a

2

b+ ab + 7ab

2

+ 3b

−(x− {−x− [x− (−x) + 1] − 1})

4x+ {−[−(2x− 1) − (−2x+ 1)] + 2} − 4

7x

2

− {−[−(x

2

+ x+ 1)+ (−x

2

− x+ 1)]− (2x

2

+ 2x+ 2)}



Ćwiczenie 23

Dane są wyrażenia algebraiczne.
  

  
  

  
Wstaw nawiasy w wyrażeniach, tak aby była prawdziwa równość:

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 24

Podaj przykład takich sum algebraicznych  i , aby prawdziwa była równość

1.  i 

2.  i 

3.  i 

Ćwiczenie 25

Uzasadnij, że wartość liczbowa wyrażenia
  

dla każdej liczby ujemnej jest liczbą dodatnią.

A = a

3

+ 2a

2

+ 2a

B = −2a

2

− 4a

C = −2a

3

+ 6a+ 1

D = a

3

+ 2a− 3

A+B− C −D = 4a

3

− 6a− 4

−A−B− C −D = −2a

3

+ 10a− 2

−D+A−B− C = −4a

3

+ 6a+ 4

A B

A+B = x

2

B−A = −4

A+B = 10x

2

A−B = 2x

2

+ 6x− 2

A+B = x

3

+ 1 A−B =

1

5

x

3

−

1

2

x−

1

3

x

4

− {−x

3

− [−x

2

− (−x+ 1 + x

2

)+ x]+ 2x}− [x

3

− x

2

+ (−x

2

− 5)]



Mnożenie sumy algebraicznej przez jednomian

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

Pomnóżmy sumę algebraiczną  przez liczbę 

Pomnóżmy teraz tę samą sumę przez jednomian 

Przykład 2

3x– 2y  + 5 −2.

−2 ∙ (3x– 2y+ 5) = −2·3x– (−2) ∙ 2y+ (−2)·5 = −6x+ 4y– 10

7x.

7x ∙ (3x– 2y+ 5) = 7x ∙ 3x– 7x ∙ 2y+ 7x ∙ 5 = 21x

2

− 14xy+ 35x

https://zpe.gov.pl/a/DuyM3OK3G


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Wykorzystując wiadomości dotyczące dodawania, odejmowania i mnożenia przez
jednomian sum algebraicznych, możemy wykonywać działania na sumach
algebraicznych. W przypadku wyrażeń algebraicznych obowiązuje taka sama kolejność
wykonywania działań, jak dla wyrażeń arytmetycznych.
Zapisujemy w najprostszej postaci:

W pierwszej kolejności wykonujemy mnożenie

W ostatnim etapie wykonana została redukcja wyrazów podobnych.

4x(5y –  2) –  7y(3x –  4) + 5(xy –  2x+ 8y+ 3)

4x(5y– 2)– 7y(3x– 4) + 5(xy– 2x+ 8y+ 3) =

= 4x ∙ 5y– 4x ∙ 2 − 7y ∙ 3x+ 7y ∙ 4 + 5 ∙ xy– 5 ∙ 2x+ 5 ∙ 8y+ 5·3 =

= 20xy– 8x– 21xy+ 28y+ 5xy– 10x+ 40y+ 15 =

= 4xy– 18x+ 68y+ 15

https://zpe.gov.pl/a/DuyM3OK3G


Ćwiczenie 1

Pomnóż jednomian przez sumę algebraiczną.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Ćwiczenie 2

Podziel sumę algebraiczną przez liczbę.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

5(−3x+ 12y– 4)

−20x

2

(5x+ 2y– 7z)

−2a(− 

1

2

  +  3a) 

6xy(−2x+ 4y– 7)

m(−4m+ 3n– 2)

2

3

(6a– 12b+ 9)

(− 5x  +  7y  −  2z) · (−2) 

ab( − 10a+ 20b– 35)

10a+15b−35

5

( − 8xy+ 12z) : (−4)

(−6m

2

+ 9mn– 15) :

1

3

−18ab+9a−27b

−3

(−2x

2

– 5x+ 4xy– 3y) : (−

1

2

)

25a−15b+10c

−

2

3



Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij i upuść.

a)        

b)        

c)        

d)        

e)        

f)        

g)      

3ab(−4a+ 5b− 9) =  a

2

b+  ab

2

−  ab

1, 5x(−5xy+ 20x

2

− 7, 5y) =  x

2

y+  x

3

−  xy

−1

1

2

(−3x+ 5y− 4) =  x−  y+  

−0, 4(5x− 3, 5y

2

+ 4) =  x+  y

2

−  

−8x(5x− 4xy+ 15) = −40  +32  −120  

2, 5ab(−3a+ 10b− 12ab) = −7, 5  +25  −30  

−0, 6k

2

(−5k+ kl− 10) = 3  −0,6  +6  

27 −12 4

1

2

k

3

−7,5 k

2

x 11,25 1,4 x

2

y k

3

l −2 a

2

b

2

30 6 x

2

a

2

b 7,5 ab

2

1,6 15

Przeciągnij i upuść.

a)      

b)      

c)      

d)      

e)    

5x(2y+  ) =  +15x

2

y

−8xy(  −2y) = 40xy+  

4xy

2

(−9x+  ) =  + 16xy

3

−10y(−2x−  ) =  + 25xy

2

2x

2

(  −8y

2

)  =   −  8x

2

y −  

16xy

2

4y 3xy 2,5xy 20xy −4y 10xy 16x

2

y

2

−5 –  36x

2

y

2



Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary.

4x(x+  5) 14xy− 8y

6x−15y

3

4x+  20

4(x+ 5) 2x− 5y

−3(2x− 7y) −6x+ 21y

(8xy− 4) : 2 4x

2

+ 20x

2y(7x− 4) 4x

2

y− 20xy

4xy(x− 5) 4xy− 2

(−12x+ 4y) : 4 y–  3x



Ćwiczenie 6

Wykonaj działania, a następnie połącz dane wyrażenie z uzyskanym wynikiem.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

3x(−xy+ 4)+ 2y(x

2

− 7x+ 4)+ (−5x

2

y+ 7x)

k(−kl

2

+ 8kl)– 4k

2

(l

2

– 5l)– (2k

2

l

2

– 9)

−3xy(2x– 5y+ 8)– 4y(x

2

– 2xy+ 1)

8kl(−2k+ 4l+ 3)– 2l(8k

2

– 6kl+ 4)

2xy

2

(−4x+ 2)– 3xy(6x– 8)+ 5x

2

(−2y+ 7)

−8x

2

y

2

+ 4xy

2

– 28x

2

y+ 24xy+ 35x

2

−32k

2

l+ 4kl

2

+ 24kl− l

−6x

2

y  + 19x+ 8y– 14xy

−7 k

2

l

2

  +  28k

2

l  +  9

−10x

2

y  + 23xy

2

– 24xy– 4y



Ćwiczenie 7

Zapisz bez użycia nawiasów, zredukuj wyrazy podobne i oblicz wartość liczbową wyrażenia
algebraicznego.

1.  dla  i 

2.  dla  i  

3.  dla ,  i 

4.  dla ,  i 

Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 9

W gimnazjum, w którym uczy się Dorota, oceny semestralne wystawia się w oparciu o średnią
ważoną. Średnią ważoną oblicza się, dzieląc sumę wszystkich iloczynów ocen i ich wag przez
sumę wszystkich wag.
Zapisz i przedstaw w najprostszej postaci wyrażenie przedstawiające średnią ważoną ocen
Doroty z matematyki, jeżeli dziewczynka uzyskała  piątek z wagą  i  piątek z wagą , 
 czwórek z wagą ,  czwórek z wagą , jedną trójkę z wagą  i jedną trójkę z wagą  Suma
wag wszystkich ocen Doroty wynosi .

4(a+ 3b) + 2(a– 4b), a = 0,5 b = −3

−2(x

2

+ y)– 3(4y– 2x

2

), x = −2 y = −4

5(x+ 2y– 3z)– 4(−3x+ 4y– z), x = −1 y = −3 z = 4,5

−3(xy– 2z) + 4(−3xy+ 5z− 3), x = −2 y = 3 z = 2

Kwadrat nazywamy magicznym, jeżeli sumy wyrazów w każdym wierszu, w każdej kolumnie
i na przekatnych są takie same. Przeciągnij i upuść tak, aby poniższy kwadrat stał się
kwadratem magicznym.

   

   

  

  6x

2

   

  4x

  2x

4x(1 −

1

2

x) 2x(2x+  1) −4x(x− 1) 4x

2

8x

2

2x(x+ 1)

x 3 y 2 x

3 y 2 3 2.

20



Ćwiczenie 10

Dany jest trapez równoramienny, którego dłuższa podstawa ma długość , krótsza
podstawa ma długość , a wysokość . Zapisz w najprostszej postaci wyrażenie
opisujące

1. pole tego trapezu

2. pole trapezu otrzymanego w wyniku wydłużenia dłuższej podstawy o , skrócenia
krótszej podstawy o  i zwiększenia wysokości  razy

3. różnicę pól trapezów opisanych w podpunktach  i 

Ćwiczenie 11

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

x cm

(y  + 3) cm z cm

7 cm

2 cm 5

b) a)

Średnia arytmetyczna liczb   i  wynosi .

Pole równoległoboku o boku długości  i wysokości , po zmniejszeniu wysokości
równoległoboku o  zmniejszy się o .

Mnożąc jednomian  przez sumę  otrzymamy sumę -

Po przekształceniu wyrażenia  do najprostszej postaci
otrzymamy wyrażenie 

x, 2x  +  6 6x –  9 3x  + 3

x 4x

2, 2x

(−3 xy) 2x+ 3y– 5,

−6x

2

y+ 9xy

2

+ 15 xy.

a(2a  +  3) –  3a(4 –  a)

5a

2

− 9.











Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 13

Zapisz odpowiedź na pytania w postaci wyrażenia algebraicznego.

1. Kasia i Asia zbierały muszelki. Kasia zbierała muszelki  dni, a Ania  dni. Kasia każdego
dnia zbierała  muszelek i wyrzucała  muszelek uszkodzonych. Asia każdego dnia zbierała

 muszelek i wyrzucała  uszkodzonych. Ile muszelek mają obie dziewczynki razem.

2. Jacek dostaje  kieszonkowego miesięcznie, a Michał . W listopadzie i grudniu
Jacek dostał dodatkowo po  od cioci, natomiast Michał dostał dodatkowo po 
od swojego brata. Ile pieniędzy otrzymali w listopadzie i grudniu obaj chłopcy razem?

Ćwiczenie 14

Wiadomo, że
;   

  
Zapisz w najprostszej postaci.

1. 

2. 

Przeciągnij i upuść.

a)    

b)    

c)    

d)   

x(x− 2y) + 3y(x− 2)+  = xy

−4ab(2a –  3b  +  4) –  ( 2a

2

b +  − 12ab)  =   − 6a

2

b  +  2ab

2

 –  4ab

k

2

(−2l  +  k –  7) –  2l( 3k

2

 –  1)  =  k

3

 –  7 k

2

 +  

xy(2x –  3y)  +  x(−3xy   +  5y

2

  + 3)  =    + 2xy

2

 4a

2

b+  10ab

2

−x

2

y+  3x  x

2

y+  3x  8k

2

l+  2l x

2

− 6y  4a

2

b−  10ab

2

 8k

2

l−  2l −x

2

− 6y   − 8k

2

l−  2l   − 4a

2

b−  10ab

2

  − x

2

y−  3x

x

2

+ 6y −8k

2

l+  2l  x

2

y−  3x −x

2

+ 6y −4a

2

b+  10ab

2

2 3

x 5

y 7

x zł y zł
20 zł 30 zł

W = 3x– 7xy+ y– 3 Q = −4x

R  =   −  5x

2

  +  3,5x

2

y –  7xy  +  9

Q·W +R

Q·R–W



Ćwiczenie 15

Alina i Balladyna zbierały maliny. Alina zebrała  malin, a Balladyna o  malin
mniej.

1. Ile malin razem zebrały Alina i Balladyna?

2. Ile kilogramów malin średnio zebrała każda z nich?

Ćwiczenie 16

W dzbanku są  mleka. Mlekiem z dzbanka dopełniamy dwie szklanki o pojemności ,
wiedząc, że w każdej z nich znajduje się  litrów mleka. Ile mleka zostanie w dzbanku?

(2x  +  3) kg 4 kg

3 l 0,2 l

x



Wyłączanie wspólnego czynnika przed nawias

Jeżeli w sumie algebraicznej, w każdym ze składników, występuje taki sam czynnik, to
można ten wspólny czynnik wyłączyć przed nawias.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2
https://zpe.gov.pl/a/D1H7ZvIc2


Ważne!

Wyłączanie wspólnego czynnika przed nawias to zamiana sumy algebraicznej na iloczyn.

Ćwiczenie 1

W wyrażeniu  wyłącz przed nawias

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

8x

2

− 16x

2

x

2x

8x

−8

−4x

8x

2

16x

3



Ćwiczenie 2

Wyłącz wspólny czynnik przed nawias.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 3

Oblicz, wyłączając wspólny czynnik przed nawias.

1. 

2. 

3. 

4. 

3x− 3

4x+ 2

0,3z− 0,3

15b− 5

1,2x− 0,6

1

3

a+

2

3

37 ∙ 5 − 37 ∙ 4

14 ∙ 3 − 14 ∙ 5

24 ∙ 3 − 12 ∙ 2

255 ∙ 16 − 255 ∙ 15



Ćwiczenie 4

Wyłącz wspólny czynnik przed nawias.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2xy − 4x+ 8y

−9abc − 18ab + 27 ac

5x

2

− 5x+ 10x

3

3a

2

bc

2

+ 6ab

2

c

2

− 6a

2

b

2

c

2

0,5x

3

y

2

z− 1,5x

2

yz

2

− 2x

2

y

2

z

2

2

5

zv

3

+

1

5

z

2

v

2

−

3

5

z

2

v

3

Połącz w pary.

x

2

y(3 − 2x) 

3x

2

y− 2x

3

y 

1

6

x(3x

2

− y) 

2xy

2

− x

2

y 

1

2

xy(4x

2

− 2y

2

)

5x−2y

−4x(−

1

2

y

2

+

1

4

xy)

1

2

x

3

−

1

6

xy 

−2(−

5

2

x+ y)

2x

3

y− xy

3



Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Wyrażenie  po wyłączeniu największego wspólnego czynnika przed nawias
ma postać

Przeciągnij i upuść.

   

   

   

   

   

  

3x

2

− 6 =  (x

2

− 2)

5a

2

+ 12a =  (a+ 2

2

5

)

2y− 8 =  (−y+ 4)

4k− 12 = 8  

6v

3

z− 18v

2

z

2

= 18v

3

z

2  
1

3

a−

1

6

a

2

b =  (2 − ab)

(

1

3z

−

1

v

)

1

6

a (

1

2

k−

3

2

) 5a −2 3

12xy − 18xz + 6

18(3xy − 2xz + 2)

6(2xy + 3xz + 1)

3(4xy − 6xz + 2)

6(2xy − 3xz + 1)











Ćwiczenie 8

Książka kosztowała , następnie jej cenę podwyższono o . Jaka jest nowa cena książki?

Ćwiczenie 9

Ania kupiła  sztuk lizaków i o  sztuki więcej zeszytów. Ile zapłaciła za zakupy, jeżeli lizaki
i zeszyty kosztowały  za sztukę?

28 zł x%

28(1 +

x

100

)zł

2,8(100+x)

100

 zł

28 + x% zł

28(100 + x) zł

x 4

3 zł

5(x+ 2) zł

3(2x+ 4)zł

(2x+ 4) zł

3(x+ 4) zł



















Ćwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 11

1. Torba kosztowała , a następnie jej cenę podwyższono o . Jaka jest nowa cena
torby? Wynik przedstaw w postaci iloczynu.

2. Buty kosztowały , a następnie ich cenę obniżono o . Jaka jest nowa cena butów?
Wynik przedstaw w postaci iloczynu.

Ćwiczenie 12

Wykaż, że

1. suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 

2. suma trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 

Wyrażenie  po wyłączeniu wspólnego czynnika przed nawias ma
postać: 

Wyrażenia  i  są równe.

Jeżeli dla danych liczb  i  wartość wyrażenia  wynosi  to wartość
wyrażenia  dla tych samych liczb  i  wynosi .

Wyrażenia  i  są równe.

8xy

2

−

2

5

x

2

0,4x(20y

2

− x).

1

3

x

3

−

2

3

x

2

1

3

x(x− 2)

a b 4a− 6b 9,

2a− 3b a b 3

2x+ 3

6x+9

3

x zł y%

x zł y%

3

6











Trójkąty i ich własności

W Europie znajdują się trzy znane trójkątne rynki: w Bonn, Paryżu i  Łowiczu.
Legenda głosi, że na Nowym Rynku w Łowiczu stał kiedyś ratusz, ale zawalił się za sprawą
kobiety, którą spalono oskarżoną o czary. Przez długie lata rynek pełnił funkcję targowiska.
W czasie wojny jego część włączono do getta. Obecnie na rynku, wokół znajdującej się tam
fontanny, organizowane są imprezy kulturalne.

Trójkąt
Trójkąt to wielokąt, który ma trzy boki.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 - wierzchołki trójkąta
,  – boki trójkąta

 – obwód trójkąta
Definicja: Kąt zewnętrzny trójkąta

Kątem zewnętrznym trójkąta nazywamy każdy kąt przyległy do kąta wewnętrznego tego
trójkąta.

A,  B,  C

AC,CB AB

L =  |AC| + |CB| + |AB|



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 – kąty zewnętrzne, przyległe do kąta 

Nierówność trójkąta
Przykład 1

Jak myślisz, czy z każdych trzech odcinków można zbudować trójkąt? Jaka musi być
zależność miedzy długościami takich odcinków?
Sprawdź swoje przypuszczenia, wykorzystując poniższą konstrukcję. Zmieniaj długość
jednego z odcinków i obserwuj, w jakiej sytuacji można z danych odcinków zbudować
trójkąt.

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Trójkąta nie dało się zbudować, gdy jeden z odcinków był dłuższy od sumy dwóch
pozostałych odcinków.
Twierdzenie: Nierówność trójkąta

β, γ α

https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


W dowolnym trójkącie długość każdego boku jest mniejsza od sumy długości pozostałych
boków.
Z odcinków o długościach  można zbudować trójkąt wtedy i tylko wtedy, gdy

Rodzaje trójkątów
Trójkąty klasyfikujemy ze względu na miary ich kątów na trójkąty ostrokątne, prostokątne
i rozwartokątne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Każdy kąt trójkąta ostrokątnego ma miarę mniejszą od 
W trójkącie prostokątnym jeden z kątów ma miarę równą 
W  trójkącie rozwartokątnym miara jednego z kątów jest większa od 

a,  b,  c

a < b+ c

b < a+ c

c < a+ b

90°.

90°.

90°.



Ćwiczenie 1

Narysuj kilka trójkątów.

1. Wskaż w każdym z nich kąt o największej mierze i najdłuższy bok. Określ ich wzajemne
położenie.

2. Wskaż w każdym trójkącie najkrótszy bok i kąt o najmniejszej mierze. Określ ich wzajemne
położenie.

Co zauważasz?

Ważne!

W trójkącie różnobocznym naprzeciw najdłuższego boku leży kąt o największej mierze.

Ćwiczenie 2
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trójkąty można klasyfikować ze względu na długości ich boków.

Trójkąt, który ma wszystkie boki tej samej długości nazywamy trójkątem
równobocznym.
Jeśli w trójkącie dwa boki są tej samej długości, to trójkąt taki nazywamy trójkątem
równoramiennym.
Trójkąt, w którym wszystkie boki są różnej długości, nazywamy trójkątem
różnobocznym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 4
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma kątów w trójkącie
Przykład 2

Czy pamiętasz ile stopni jest równa suma miar kątów trójkąta?

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp

https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Twierdzenie: Suma miar kątów trójkąta

Suma miar kątów trójkąta jest równa 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!

Wniosek

Jeżeli w trójkącie jeden z kątów jest rozwarty, to każdy z pozostałych kątów jest
kątem ostrym.
Jeżeli w trójkącie jeden z kątów jest prosty, to każdy z pozostałych kątów jest ostry.
Suma miar tych kątów ostrych jest równa .

Przykład 3

Znajdź miarę kąta .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Układamy i rozwiązujemy odpowiednie równanie.
Suma kątów trójkąta jest równa 

180°.

90°

α < 90°,β < 90°

α+ β = 90°

α

180°.



Odpowiedź. Miara kąta  jest równa 
Przykład 4

W trójkącie równoramiennym jeden z kątów ma miarę  Oblicz miary pozostałych
kątów.
W trójkącie równoramiennym miary dwóch kątów są równe. Ponieważ nie wiemy, czy
szukane kąty są równe, czy różne – rozpatrzymy dwa przypadki.
Skorzystamy z tego, że suma kątów w trójkącie jest równa .

Przypadek 

Kąt o mierze  jest kątem między ramionami trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedź. Miary pozostałych kątów trójkąta są równe  i 

Przypadek 

Kąt o mierze  jest kątem przy podstawie trójkąta.

α+ 80° + 30° = 180°

α+ 110° = 180°

α = 180° − 110°

α = 70°

α 70°.

40°.

180°

I

40°

α+ α+ 40° = 180°

2 ⋅ α = 180° − 40°

2α = 140°/ : 2

α = 70°

70° 70°.

II

40°



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedź. Miara kąta  jest równa 

Wysokości trójkąta
Definicja: Wysokość trójkąta

Wysokością trójkąta nazywamy odcinek łączący wierzchołek trójkąta z prostą,
zawierającą przeciwległy bok i prostopadły do tej prostej. Trójkąt ma trzy wysokości.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 5

β+ 40° + 40° = 180°

β+ 80° = 180°

β = 180° − 80°

β = 100°

β 100°.



Jakie jest wzajemne położenie prostych, zawierających wysokości trójkąta?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauważmy, że proste, w których zawierają się wysokości rozpatrywanego trójkąta
przecięły się w jednym punkcie.
Czy proste zawierające wysokości trójkąta przecinają się zawsze w  jednym punkcie?
Okazuje się, że tak, niezależnie od rodzaju trójkąta.

Definicja: Ortocentrum trójkąta

Punkt, w którym przecinają się proste zawierające wysokości trójkąta nazywamy
ortocentrum trójkąta i oznaczamy go najczęściej dużą literą .
Przykład 6

Zmieniając położenie wierzchołków trójkąta, zbuduj trójkąt prostokątny, ostrokątny lub
rozwartokątny. Sprawdź w każdym przypadku, gdzie znajduje się ortocentrum trójkąta.
Jakie jest położenie ortocentrum trójkąta ostrokątnego? A prostokątnego?
A rozwartokątnego?

H



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

W trójkącie ostrokątnym ortocentrum leży we wnętrzu trójkąta.
W trójkącie prostokątnym ortocentrum leży w wierzchołku kąta prostego.
W trójkącie rozwartokątnym ortocentrum leży na zewnątrz trójkąta.
Przykład 7

Opiszmy na trójkącie okrąg i utwórzmy ortocentrum  trójkąta. 
Przekształcamy ortocentrum trzykrotnie w symetrii osiowej względem każdego z boków
tego trójkąta.
Otrzymujemy punkty: . Gdzie leżą te punkty?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Otrzymane punkty  leżą na okręgu opisanym na trójkącie.
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https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


Przykład 8

Wyznaczamy środki boków trójkąta. Znajdujemy obrazy ortocentrum  tego trójkąta
w symetrii środkowej względem wyznaczonych punktów.
Otrzymujemy punkty: . Gdzie leżą te punkty?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wyznaczone punkty  leżą na okręgu opisanym na trójkącie.
Przykład 9

Na rysunku zaznaczony jest trójkąt, jego ortocentrum, okrąg opisany na trójkącie i sześć
punktów uzyskanych w poprzednich konstrukcjach.
Dorysowujemy punkty przecięcia dwusiecznych kątów trójkąta z symetralnymi boków.
Gdzie leżą te punkty?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Okazuje się, że punkty przecięcia dwusiecznych kątów trójkąta z symetralnymi jego
boków leżą na okręgu opisanym na tym trójkącie, w środkach łuków o końcach
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odpowiednio  oraz .

Własność ta została odkryta w Polsce kilka lat temu. Ponieważ wszystkie punkty, które
rozważaliśmy, leżą na okręgu opisanym na trójkącie, okrąg ten został nazwany polskim
okręgiem dwunastu punktów trójkąta.

Dwusieczne kątów trójkąta
Definicja: Dwusieczna kąta

Dwusieczną kąta trójkąta nazywamy półprostą o początku w wierzchołku tego kąta, która
dzieli ten kąt na dwa kąty o jednakowych miarach.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wiemy już, że dwusieczne kątów trójkąta przecinają się w jednym punkcie, który jest
środkiem okręgu wpisanego w ten trójkąt.

Przykład 10

Narysujmy trójkąt. Skonstruujmy symetralne jego boków, dwusieczne jego kątów i okrąg
opisany na tym trójkącie.
Zwróć uwagę na położenie punktu przecięcia prostej zawierającej dwusieczną kąta
z symetralną boku leżącego naprzeciw tego kąta.
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Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Punkty przecięcia prostych, na których leżą dwusieczne kątów trójkąta z symetralnymi
boków trójkąta leżą na okręgu opisanym na trójkącie.

Środek ciężkości trójkąta
Kolejnym punktem związanym z trójkątem, bardzo ważnym nie tylko dla matematyków, ale
przede wszystkim dla fizyków, jest środek ciężkości trójkąta.
Można powiedzieć w uproszczeniu, że najczęściej środek ciała pokrywa się ze środkiem
jego masy. Informacja o tym, gdzie znajduje się ten punkt jest bardzo ważna
w budownictwie czy architekturze. Ale również w skokach spadochronowych, balecie,
czynnościach czy zawodach wymagających ustalenia takiego punktu podparcia, aby
zachować równowagę.

W trójkącie środek ciężkości zawsze leży w jego wnętrzu. Odnajdujemy go, konstruując
najpierw środki boków trójkąta, a następnie łącząc odcinkiem każdy wierzchołek trójkąta
z środkiem przeciwległego boku. Te trzy odcinki, które przecinają się w jednym punkcie
nazywamy środkowymi boków trójkąta. Ten punkt wyznacza właśnie środek ciężkości
trójkąta.

Definicja: Środkowa boku trójkąta

Środkową boku trójkąta nazywamy odcinek łączący wierzchołek trójkąta ze środkiem
przeciwległego boku. Trójkąt ma trzy środkowe.

https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Środkowe boków trójkąta przecinają się w jednym punkcie, zwanym środkiem ciężkości
trójkąta.

Twierdzenie: Środek ciężkości trójkąta

Środek ciężkości trójkąta dzieli każdą z środkowych tego trójkąta w stosunku ,
licząc od wierzchołka.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 11

Środkowe trójkąta równobocznego przecinają się w punkcie odległym od boku o  .
Obliczymy wysokość tego trójkąta.

2  : 1

3 cm

https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trójkącie równobocznym środkowe boków są zarazem jego wysokościami. Zatem
odległość punktu przecięcia środkowych od wierzchołka jest dwa razy większa od
odległości tego punktu od boku. Czyli

Wysokość h jest więc równa

Odpowiedź. Wysokość trójkąta jest równa .
Przykład 12

Narysujemy kilka trójkątów, niebędących trójkątami równobocznymi. Zaznaczmy
w każdym z nich ortocentrum, środek okręgu opisanego i środek ciężkości.
Zaobserwuj wzajemne położenie tych trzech punktów.

x = 2 ⋅ 3 cm  =  6 cm.  

h  =  6 cm  +  3 cm  =  9 cm

9 cm



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauważamy, że ortocentrum trójkąta, środek okręgu opisanego i środek ciężkości leżą na
jednej prostej.
Własność tę odkrył w   wieku szwajcarski matematyk Leonard Euler. Na jego cześć
nazwaną tę szczególną prostą – prostą Eulera.
Leonard Euler uznawany jest za jednego z najwybitniejszych matematyków wszech
czasów. Mimo utraty wzroku w wieku około  lat, nadal pracował twórczo,
wykorzystując swoją fenomenalną pamięć i umiejętność wykonywania obliczeń
w pamięci.

Ćwiczenie 6

Narysuj odcinki: . 
Skonstruuj trójkąt z odcinków

1. 

2. 

3. 

XVIII

50

a  =  3 cm,  b = 4 cm,  c = 4 cm,  d  =  5 cm,  e =  6 cm

a , b,  b

a,  b,  d

a,  d,  e

https://zpe.gov.pl/a/Dp4OWTyJp


Ćwiczenie 7

Z których odcinków o długościach  można zbudować trójkąt?

Ćwiczenie 8

Odcinki ,  są bokami trójkąta. Długość odcinka  może być równa

Ćwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

a,  b,  c

a  =  5 cm, b  =  6 cm, c  =  8 cm

a  =  1 dm, b  =  1 dm, c = 1dm

a  =  5 cm, b  =  5 cm, c  =  12 cm

a =  5 cm, b  =  8 cm, c  =  13 cm

a  =  7 cm,  b  =  5 cm c c

4  cm

9  cm

12  cm

Długość boku trójkąta może być większa od wysokości tego trójkąta.

Obwód trójkąta może być dwukrotnie większy od długości najdłuższego z boków
tego trójkąta.

Obwód trójkąta może być trzykrotnie większy od jednego z boków tego trójkąta.

Długość boku trójkąta może być równa połowie obwodu tego trójkąta.

























Ćwiczenie 10

Trójkąt prostokątny może być

Ćwiczenie 11

Trójkąt  ma trzy osie symetrii. Długość części dwusiecznej jednego z kątów trójkąta
zawartej w trójkącie ma długość . Oblicz

1. sumę wysokości trójkąta

2. miary kątów trójkąta

Ćwiczenie 12

Oblicz obwód trójkąta, w którym jeden bok ma długość , a każdy następny jest o 
dłuższy od poprzedniego.

Ćwiczenie 13

Obwód trójkąta równobocznego wynosi . Oblicz długość jego boku.

Ćwiczenie 14

Dwa boki trójkąta równoramiennego mają długości  i . Oblicz długość trzeciego
boku trójkąta.

różnoboczny

równoramienny

równoboczny

ABC

4 cm

8 cm 6 cm

66 cm

3 cm 6 cm









Ćwiczenie 15

Odcinek o długości  podzielono na trzy części tak, że długość każdej części wyraża się
dodatnią liczbą naturalną. Z otrzymanych odcinków zbudowano trójkąt. Oblicz długości
boków trójkąta.

Ćwiczenie 16
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 17

Czy trójkąt  jest równoramienny? Wybierz poprawną odpowiedź.

Rysunek trójkąta A B C. Przy wierzchołku A zaznaczony kąt prosty, przy wierzchołku B kąt
45 stopni.
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 18

Suma kątów ostrych trójkąta prostokątnego wynosi

5 cm

ABC

Nie, ponieważ trójkąt jest prostokątny.

Tak, ponieważ trójkąt jest prostokątny, a drugi kąt ma miarę .

Nie, ponieważ trójkąt ma dwa równe kąty.

Tak, ponieważ trójkąt ma dwa równe kąty.

45°

90°

60° 

45° 

65°



















Ćwiczenie 19

Uzupełnij zdania, wpisując odpowiednie miary kątów.

1. Kąt zewnętrzny, przyległy do kąta przy podstawie trójkąta równoramiennego ma miarę 
 Największy z kątów tego trójkąta jest równy …

2. Kąt między ramionami trójkąta równoramiennego ma miarę  Miara jednego
z pozostałych kątów tego trójkąta jest równa …

3. W trójkącie równoramiennym miara jednego z kątów jest dwa razy większa od miary
drugiego. Wtedy najmniejszy kąt tego trójkąta ma miarę …

Ćwiczenie 20

Wysokość poprowadzona do podstawy  w trójkącie równoramiennym  ma długość 
 Kąt przy podstawie trójkąta ma miarę  Oblicz długość podstawy .

Ćwiczenie 21

Można wykazać, że w  trójkącie prostokątnym o kątach ostrych o miarach  i  długość
przyprostokątnej leżącej naprzeciw kąta o mierze  jest równa połowie długości
przeciwprostokątnej.
Korzystając z tej własności, rozwiąż poniższe zadania.

1. Dany jest trójkąt prostokątny o przeciwprostokątnej długości  i kątach ostrych
o miarach  Oblicz długość przyprostokątnej leżącej naprzeciw kąta o mierze 

2. Dany jest trójkąt prostokątny, w którym najdłuższy bok ma długość , a najkrótszy 
. Oblicz miary katów ostrych tego trójkąta.

3. Jeden z kątów ostrych trójkąta prostokątnego ma miarę  Przyprostokątna leżąca
naprzeciw drugiego z kątów ostrych ma długość . Uzasadnij, że długość drugiej
przyprostokątnej jest mniejsza od .

150°.

30°.

AB ABC

10 cm. 45°. AB

30° 60°

30°

12 cm

30°,60°. 30°.

5 cm

2,5 cm

60°.

9 cm

27 cm



Ćwiczenie 22

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 23

Uzupełnij zdanie.

1. W trójkącie równobocznym miara kąta ostrego jest równa… stopni.

2. W trójkącie prostokątnym równoramiennym miara kata ostrego jest … razy mniejsza od
miary kata prostego.

3. Przekątna dzieli prostokąt na dwa trójkąty . W każdym z tych trójkątów największy
z kątów ma miarę … stopni.

Ćwiczenie 24

Narysuj trójkąt równoboczny  i zaznacz jego wysokość. Wysokości podzieliły trójkąt 
 na  trójkątów. Oblicz miary kątów każdego z tych trójkątów.

Istnieje trójkąt prostokątny, który ma oś symetrii.

Trójkąt rozwartokątny może być równoramienny.

Trójkąt równoboczny ma środek symetrii.

Z każdych trzech odcinków można zbudować trójkąt.

ABC

ABC 6











Ćwiczenie 25

Wyznacz miarę kąta przy wierzchołku  w trójkącie , jeśli

1. 

2. 

3. 

Ćwiczenie 26

W trójkącie  kąt jest dwukrotnie większy od kąta . Kąt  jest trzykrotnie
większy od kąta . 
Wyznacz miary kątów tego trójkąta.

Ćwiczenie 27

Środek okręgu opisanego na trójkącie nie należy do tego trójkąta. Gdzie znajduje się
ortocentrum trójkąta?

Ćwiczenie 28

Ortocentrum pewnego trójkąta leży w wierzchołku tego trójkąta. Gdzie znajduje się środek
okręgu opisanego na tym trójkącie?

Ćwiczenie 29

Miary kątów trójkąta  są takie same jak miary kątów trójkąta . Czy obwody tych
trójkątów są równe? Dlaczego?

C ABC

|∡A| = 45°,  |∡B| = 125°

|∡A| = |∡B| = 45°

|∡A| = 90°, |∡B| = 5°

ABC ABC  BAC ACB

BAC

ABC EFG



Ćwiczenie 30

W  trójkącie  środek ciężkości jest odległy od środków jego boków odpowiednio o  ,
 i . Oblicz sumę odległości tego środka ciężkości od wierzchołków trójkąta.

Ćwiczenie 31

Odległość ortocentrum trójkąta  od jego środka ciężkości wynosi . Jaka jest
odległość środka ciężkości od środka okręgu opisanego na tym trójkącie?

Ćwiczenie 32

Odległość ortocentrum od środka okręgu opisanego na pewnym trójkącie jest równa .
Jaka jest odległość tego ortocentrum od środka ciężkości tego trójkąta?

Ćwiczenie 33

Czy spodki dwóch wysokości trójkąta mogą nie należeć do tego trójkąta? Jeśli to możliwe,
narysuj taki trójkąt. Jeśli nie, odpowiedź uzasadnij.

Ćwiczenie 34

Oblicz pole trójkąta, wiedząc, że

1. podstawa trójkąta jest równa , a wysokość poprowadzona do tej podstawy jest równa 

2. trójkąt jest prostokątny i jego przyprostokątne są równe  i ,

3. podstawa trójkąta jest równa wysokości poprowadzonej do tej podstawy i wynosi .

ABC 5 cm

3 cm, 7 cm

KLM 6 cm

6 cm

m

2 m,

6 cm 8 cm

7 m



Ćwiczenie 35

Pole trójkąta jest równe .

1. Podstawa trójkąta ma długość . Oblicz długość wysokości poprowadzonej do tej
podstawy.

2. Wysokość trójkąta jest równa . Oblicz długość podstawy trójkąta, na którą
poprowadzono tę wysokość.

Ćwiczenie 36

Narysuj wszystkie wysokości trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

24 cm

2

6 cm

8 cm



Ćwiczenie 37

Znajdź ortocentrum trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 38

Wyznacz środek ciężkości trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 39

Znajdź dwusieczne kątów trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 40

Znajdź symetralne boków trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 41

Wytnij z kartonu dowolny trójkąt. Wyobraź sobie, że to blat stolika, a długopis ma być nogą
stolika. Zaznacz na „blacie” miejsce, w którym należy przymocować „nogę”. Sprawdź, czy
dobrze jest ono wyznaczone, ustawiając odpowiednio długopis i trójkąt.



Wielokąty i ich własności

Wielokąt
Wielokąt, który ma - boków, nazywamy  - kątem.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Definicja: Obwód wielokąta

Obwód wielokąta to suma długości wszystkich jego boków.
Przykład 1

Stosunek długości dwóch boków prostokąta jest równy . Obwód tego prostokąta jest
równy . Obliczymy pole prostokąta. 
Oznaczmy

 – długość prostokąta (w )
 – szerokość prostokąta (w )

n n

Połącz w pary.

sześciokąt| siedmiokąt|
 

pięciokąt|
 

dziesięciokąt|
 

3 :  2

60 dm

3x dm

2x dm

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapisujemy i rozwiązujemy równanie wynikające z treści zadania.

Obliczamy długości boków prostokąta.
 – długość prostokąta
 – szerokość prostokąta

Obliczamy pole prostokąta.

Odpowiedź. Pole prostokąta jest równe .
Ciekawostka

2 ⋅ 3x+ 2 ⋅ 2x = 60

6x+ 4x = 60

10x = 60

x = 6

3 ⋅ 6 = 18[dm]

2 ⋅ 6 = 12[dm]

P = 18 ⋅ 12 = 216 (dm

2

)

216 dm

2



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Greckie okręty wojenne wyposażone były w żagle prostokątne. Pełniły one rolę
pomocniczą, gdyż główny napęd okrętów stanowiły wiosła.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Egipcjanie, żeglując po Nilu, posługiwali się żaglami trójkątnym, wykorzystującymi wiatr
wiejący z pustyni w poprzek rzeki.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Łodzie w północnej Europie korzystały z pojedynczego żagla w kształcie trapezu lub
prostokąta.

Przekątne wielokąta

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Przekątna wielokąta

Przekątna wielokąta to odcinek łączący dwa wierzchołki tego wielokąta, nieleżące przy
tym samym boku.



Ćwiczenie 2

Narysuj przekątne wielokąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 3

Rysunek przedstawia wielokąty z zaznaczonymi przekątnymi.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzupełnij tabelę.

Tabela. Dane

wielokąt
liczba przekątnych wychodzących z jednego
wierzchołka

liczba
przekątnych

czworokąt

pięciokąt

sześciokąt

siedmiokąt



ośmiokąt

Twierdzenie: Przekątne wielokąta

Niech  będzie liczbą naturalną większą od . 
Wielokąt o   – bokach ma  przekątnych.
Przykład 2

Obliczymy, ile przekątnych ma stukąt.
Korzystamy ze wzoru na liczbę przekątnych - kąta.

Odpowiedź: Stukąt ma  przekątnych.

Wielokąt wypukły – dowolne dwa jego punkty można połączyć odcinkiem zawartym w 
wielokącie.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wielokąt wklęsły – wielokąt, który nie jest wypukły.

n 3

n

n(n−3)

2

n

n = 100

n(n−3)

2

=

100(100−3)

2

= 50 ⋅ 97 = 4850

4850



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma kątów wielokąta
Suma miar kątów w trójkącie wynosi .

Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

180°

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Ćwiczenie 4

Każdy wielokąt wypukły można podzielić na trójkąty o wspólnym wierzchołku, który jest
zarazem wierzchołkiem wielokąta.

Na ile takich trójkątów można podzielić czworokąt? A pięciokąt? A sześciokąt?

A siedmiokąt? Określ, na ile takich trójkątów można podzielić ośmiokąt i sprawdź swoje
przypuszczenia, wykonując odpowiedni rysunek.

Czy zauważasz jakąś zależność między liczbą kątów wielokąta a liczbą utworzonych
trójkątów?

Czy już wiesz, na ile trójkątów można podzielić w ten sposób  – kąt?

Zasób interaktywny dostępny pod adresem h�ps://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przykład 3

Podział wielokątów na trójkąty jest przydatny przy określeniu sumy miar kątów
dowolnego wielokąta.

1. Czworokąt podzielony na trójkąty.

1024

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar kątów czworokąta jest równa .
2. Pięciokąt podzielony na trójkąty.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Każdy -kąt wypukły można podzielić na  trójkąty. Suma miar kątów w każdym
trójkącie wynosi , a to oznacza, że suma miar kątów w  -kącie jest równa 

.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

2 ∙ 180° = 360°

n n− 2

180° n

(n− 2) ∙ 180°

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Twierdzenie: Suma miar kątów

Niech  będzie liczbą naturalną większą od . 
Suma miar kątów  – kąta jest równa .
Ćwiczenie 5

Wyznacz sumę miar kątów

1.  kąta

2.  kąta

Przykład 4

Wyznaczymy miarę kąta sześciokąta foremnego.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar wszystkich kątów sześciokąta wynosi

W sześciokącie foremnym kąty są równe. Jest ich sześć, zatem miara jednego z nich jest
równa

Odpowiedź. Miara kąta sześciokąta foremnego jest równa 

n 2

n (n− 2) ⋅ 180°

9−

102−

(6 − 2) ⋅ 180° = 4 ⋅ 180° = 720°

720° : 6 = 120°

120°.



Przykład 5

W pewnym wielokącie suma miar kątów jest równa  Ile boków ma ten wielokąt?
Oznaczmy:  – liczba boków wielokąta (  – liczba naturalna dodatnia). 
Otrzymujemy równanie

Równanie rozwiązujemy metodą działań odwrotnych.

Działaniem odwrotnym do mnożenia jest dzielenie.

Działaniem odwrotnym do odejmowania jest dodawanie.

Odpowiedź: Wielokąt, którego suma miar kątów jest równa  to dziesięciokąt.

Trapezy
Czworokąty, podobnie jak trójkąty można klasyfikować ze względu na miary ich kątów oraz
długości ich boków.

1440°.

x x

(x− 2) ⋅ 180° = 1440°

(x− 2) ⋅ 180° = 1440°/ : 180° 

x− 2 = 8

x− 2 = 8/ + 2 

x = 10

1440°



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Definicja: Trapez

Jeśli czworokąt ma co najmniej jedną parę boków równoległych, to nazywamy go
trapezem.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Boki równoległe trapezu nazywamy jego podstawami, zaś dwa pozostałe boki to ramiona
trapezu.
Definicja: Trapez równoramienny

Trapez, którego ramiona są równe i niebędący równoległobokiem nazywamy trapezem
równoramiennym.

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!

W trapezie równoramiennym

przekątne są równe
miary kątów leżących przy tej samej podstawie są równe

Definicja: Trapez prostokątny

Trapez, w którym przynajmniej jeden kąt ma miarę  nazywamy trapezem
prostokątnym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trapezie prostokątnym ramię prostopadłe do podstawy jest zarazem wysokością.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 6
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Suma kątów leżących przy ramieniu trapezu

Suma miar kątów leżących przy jednym z ramion trapezu jest równa .

90°,

180°

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Ćwiczenie 7

Uzasadnij, że suma miar kątów przy jednym z ramion trapezu jest równa .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8

Oblicz pole każdego z trapezów. Przyjmij jako jednostkę pola pole jednej kratki.
Czy pamiętasz, jakim wzorem wyraża się pole trapezu?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapamiętaj!

Pole trapezu o podstawach  i wysokości  wyraża się wzorem.

180°

a,  b h



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 6

Obwód trapezu równoramiennego jest równy . Jedna podstawa ma długość ,
a druga jest trzykrotnie dłuższa. Wysokość jest o   krótsza od długości ramienia.
Oblicz pole trapezu.
Zaznaczamy na rysunku sytuację przedstawioną w zadaniu, oznaczając  – długość
ramienia trapezu. Dłuższa podstawa jest równa

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Znajdziemy najpierw długość ramienia trapezu. Obwód trapezu jest równy , zatem

P =

1

2

(a+ b) ⋅ h

22 cm 3 cm

1 cm

a

3 ⋅ 3 cm  =  9 cm

22 cm

2a+ 3 + 9 = 22

2a+ 12 = 22

2a = 22 − 12

2a = 10

a = 10 : 2

a = 5



Ramię trapezu ma długość . 
Wysokość jest o   krótsza niż ramię, więc ma długość

Obliczamy pole trapezu, korzystając z odpowiedniego wzoru.

Odpowiedź: Pole trapezu jest równe .
Przykład 7

Pole trapezu równoramiennego  jest równe . Wysokość trapezu jest dwa
razy dłuższa od krótszej podstawy i wynosi . Oblicz długości odcinków, na jakie
wysokość poprowadzona z wierzchołka  dzieli podstawę .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczamy długość  krótszej podstawy

Obliczamy długość drugiej podstawy, korzystając ze wzoru na pole trapezu.

5 cm

1 cm

5 cm –  1 cm  =  4 cm

P =

1

2

(a+ b) ⋅ h

P =

1

2

(3 + 9) ⋅ 4

P =  24 cm

2

24 cm

2

ABCD 72 cm

2

8 cm

D AB

a

a =  8 cm : 2  = 4 cm

a+b

2

⋅ h = P

4+b

2

⋅ 8 = 72

(4 + b) ⋅ 4 = 72/ : 4

4 + b = 18

b = 18 − 4



Druga podstawa ma długość . 
Zauważmy, że gdy poprowadzimy wysokości z wierzchołków  i   to podzielą one
dłuższą podstawę na trzy części. Środkowa z nich jest równa krótszej podstawie, dwie
pozostałe mają równe długości.
Oznaczmy:  – długość jednej z tych części.

Wysokość  podzieliła dłuższą podstawę na odcinki  i  , z których jeden ma
długość , a drugi

Równoległoboki
Definicja: Równoległobok

Czworokąt, który ma dwie pary boków równoległych, nazywamy równoległobokiem.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Romb

Jeśli w równoległoboku wszystkie boki są równe, to równoległobok nazywamy rombem.
Ważne!

Jeśli kąty w równoległoboku są równe, to taki równoległobok jest prostokątem.
Aby równoległobok był prostokątem, wystarczy, aby jeden jego kąt był prosty.

b = 14

14 cm

C D

x

x+ 4 + x = 14

2x = 14 − 4

2x = 10 / : 2

x = 5

DE AE EB

5 cm

14 cm –  5 cm =  9 cm



Przypomnijmy kilka ważnych własności równoległoboku.

Punkt przecięcia przekątnych równoległoboku dzieli każdą z nich na połowę,

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekątna równoległoboku dzieli go na dwa jednakowe trójkąty,

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Punkt przecięcia przekątnych wyznacza środek symetrii równoległoboku,



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciwległe kąty równoległoboku mają równe miary,

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar kątów leżących przy jednym boku równoległoboku jest równa .180°



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Równoległobok ma dwie wysokości. W prostokącie wysokości są zarazem długościami
boków.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Twierdzenie: Pole równoległoboku

Pole równoległoboku jest równe iloczynowi wysokości równoległoboku i długości
podstawy, do której ta wysokość została poprowadzona.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole kwadratu oraz pole rombu można obliczyć inaczej.

Pole kwadratu jest równe połowie kwadratu długości jego przekątnej.

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Pole rombu jest równe połowie iloczynu długości jego przekątnych.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 8

Pole równoległoboku  jest równe , a długości jego boków są równe  i 
. 

Przekątne równoległoboku przecinają się w punkcie .

1. Oblicz wysokości równoległoboku.
2. Oblicz pole trójkąta .
3. Oblicz wysokość trójkąta .

Rozwiązanie.

1. Równoległobok ma dwie wysokości. Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku.
Korzystamy ze wzoru na pole równoległoboku – zapisujemy odpowiednie równości,
z których wyznaczamy wysokości  oraz .

ABCD 24 dm

2

6 dm

12 dm

S

ABC

ASB

h H



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedź: Wysokości równoległoboku są
równe  i  

2. Przekątna dzieli równoległobok na dwa takie same trójkąty. Zatem pole trójkąta 
jest równe połowie pola równoległoboku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedź: Pole trójkąta  jest równe .
3. 

h ⋅ 12 = 24H ⋅ 6 = 24 h = 2H = 4 

2 dm 4 dm.

ABC

P =

24

2

= 12 [dm

2

] ABC 12 dm

2



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wysokość trójkąta  stanowi połowę długości wysokości  równoległoboku.

Odpowiedź: Wysokość trójkąta  jest równa .

Czworokąty osiowosymetryczne
Przykład 9

Zastanów się, które czworokąty mają oś symetrii. Sprawdź swoje przypuszczenia,
zmieniając położenie wierzchołków czworokątów.
Zmieniaj położenie punktów . Punkty  są obrazami tych punktów
w symetrii osiowej.
Jakie czworokąty możemy uzyskać?

ASB h

2

2

= 1

ASB 1 dm

A,B,  H,E C,  D,  G,  F



Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Definicja: Deltoid

Deltoidem nazywamy czworokąt, którego jedna z przekątnych leży na jego osi symetrii.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Własności deltoidu:

Oś symetrii deltoidu jest symetralną drugiej przekątnej.
Przekątne deltoidu są prostopadłe.
Dwa sąsiednie boki deltoidu są tej samej długości.
Kąty między różnymi bokami są równe.

https://zpe.gov.pl/a/DwAxJ7x7M


Ciekawostka

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ciekawostka

Latawce prawdopodobnie wynaleziono w Chinach ok. p.n.e. Początkowo były
budowane w kształcie ptaków lub bajkowych zwierząt, np. smoków. Często używano ich
w czasie działań wojennych, aby przestraszyć wroga. W Polsce w tym celu
wykorzystywano latawce w bitwie pod Legnicą w  . Przez wieki latawce były
pomocne w  badaniach meteorologicznych, ratownictwie morskim, wykonywaniu zdjęć
z powietrza.
Latawce mogą się wznieść na wysokość . 
Obecnie latawce mają najczęściej kształt deltoidów.

Ćwiczenie 9

Podłoga ma kształt kwadratu o boku długości . Drzwi mają szerokość . Ile sztuk
listew przypodłogowych o długości  każda należy kupić, aby umocować je wzdłuż ścian?

Ćwiczenie 10

Latawiec ma kształt deltoidu. Długości jego przekątnych wynoszą  oraz . Ile tubek
farby należy kupić, aby pomalować go z obu stron, jeśli wiadomo, że jedna tubka farby
wystarczy na pomalowanie  powierzchni?

Ćwiczenie 11

Prostokątna patchworkowa serwetka o wymiarach  i  zszyta jest z  jednakowych
kolorowych kwadratów o boku długości . Oblicz, ile takich kwadratów użyto na
wykonanie serwetki.

500 r.  

1241 r

9,5 km

2,5 m 1 m

3,5 m

40 cm 80 cm

0,1 m

2

1,2 m 0,6 m

0,2 m



Ćwiczenie 12

Jakie najmniejsze pole powierzchni musi mieć prostokątna korkowa tablica, na której chcemy
przypiąć  zdjęć o wymiarach  i ?

Ćwiczenie 13

Jeden bok równoległoboku, którego obwód wynosi , jest dwa razy krótszy od drugiego
boku. Oblicz długości boków tego równoległoboku.

Ćwiczenie 14

Oblicz obwód czworokąta, w którym

1. najkrótszy bok ma długość , a każdy następny jest o  dłuższy od poprzedniego,

2. najdłuższy bok ma długość , a każdy następny jest o  krótszy od poprzedniego,

3. jeden z boków ma długość , przekątne są prostopadłe i równe.

Ćwiczenie 15

Obwód kwadratu  wynosi , a obwód kwadratu  jest równy . Oblicz

1. stosunek długości boku kwadratu  do długości boku kwadratu 

2. różnicę pola kwadratu  i kwadratu 

Ćwiczenie 16

Obwód rombu jest równy . Przekątna podzieliła romb na dwa trójkąty równoboczne.
Oblicz obwód jednego z tych trójkątów.

15 12 cm 20 cm

36 cm

8 cm 6 cm

46 dm 5 dm

6, 5 m

K 7 K

1

8

K K

1

K

1

K

24 cm



Ćwiczenie 17

Ile przekątnych ma dziesięciokąt?

Ćwiczenie 18

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 19

Czy wielokąt może mieć  przekątnych? Odpowiedź uzasadnij.

Ćwiczenie 20

Podaj przykład

1. wielokąta, w którym przekątne są równe.

2. wielokąta foremnego, w którym przynajmniej dwie przekątne mają różne długości.

35

81

63

54

Połącz w pary wielokąt z liczbą jego przekątnych.

170 dwudziestokąt

5 siedmiokąt

7020 pięciokąt

14 studwudziestokąt

31











Ćwiczenie 21

Obwód sześciokąta foremnego jest równy . Jaką długość ma najdłuższa przekątna w tym
sześciokącie?

Ćwiczenie 22

Pole rombu jest równe . Jedna z jego przekątnych ma długość . Oblicz długość drugiej
przekątnej.

Ćwiczenie 23

Przekątne rombu pozostają w stosunku . Ich suma jest równa . Oblicz pole tego rombu
.

Ćwiczenie 24

Suma miar kątów wielokąta może być równa

Ćwiczenie 25

Zapisz, ile wynosi suma miar kątów wewnętrznych wielokąta, który ma

1.  wierzchołki

2.  boki

3.  kąty

27

60 15

2 : 1 12

2700°

444°

2685°

5040°

1024

53

64











Ćwiczenie 26

Suma kątów wewnętrznych czworokąta wynosi

Ćwiczenie 27

Wyznacz miary kątów

1. trapezu prostokątnego, w którym kąt ostry ma miarę 

2. trapezu równoramiennego, w którym największy kąt ma miarę 

3. równoległoboku, w którym różnica miar kątów jest równa 

4. trapezu, w którym dwa kąty mają miary  i 

Ćwiczenie 28

Ile boków ma wielokąt o danej sumie miar kątów?

1. 

2. 

3. 

180°

90°

720°

360°

40°

150°

50°

88° 22°

4680°

1260°

720°











Ćwiczenie 29

Na rysunku przedstawiony jest trapez.

Rysunek trapezu prostokątnego. Górna podstawa ma długość 6 cm. Ramię prostopadłe do
obu podstaw równe 2 cm. Kąt ostry przy dolnej podstawie ma miarę 45 stopni.
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pole trapezu wynosi

Ćwiczenie 30

Oblicz pole każdego z wielokątów. Przyjmij za jednostkę pole jednej kratki.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

20 cm²

12 cm²

36 cm²

14 cm²











Ćwiczenie 31

Pole wielokąta jest równe . Oblicz długość odcinka .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 32

Pole trapezu równoramiennego  wynosi . Oblicz długość krótszej podstawy
trapezu.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

12 x

ABCD 45 cm

2



Ćwiczenie 33

Przekątne równoległoboku przecinają się w odległości  od dłuższego boku. Oblicz
długość tego boku, jeśli pole równoległoboku wynosi .

Ćwiczenie 34

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 35

Dokończ poniżesz zdanie tak, aby otrzymać zdanie prawdziwe.
Pole pewnego czworokąta to iloczyn długości sąsiednich boków. Czworokątem tym może być
…

Ćwiczenie 36

Narysuj czworokąt, który ma

1. jedną oś symetrii

2. dwie osie symetrii

3. cztery osie symetrii

3 mm

54 mm

2

Każdy równoległobok jest prostokątem.

Równoległobok, którego wysokości są równe to romb.

Prostokąt ma przekątne równej długości.

Suma kątów trapezu jest większa od sumy kątów równoległoboku.

Każdy kwadrat jest równoległobokiem.













Ćwiczenie 37

Uzupełnij zdania.

1. Spośród równoległoboków oś symetrii mają tylko te, które są …

2. Osiami symetrii rombu są jego …

3. Osiami symetrii prostokąta są …

4. Kwadrat ma … osie symetrii, są nimi …

Ćwiczenie 38

Narysuj deltoid, który nie jest rombem i którego pole jest równe 

Ćwiczenie 39

Jedna z przekątnych rombu ma taką samą długość jak jego bok. Wyznacz miary kątów w tym
rombie.

Ćwiczenie 40

Czy istnieje trapez, który ma dokładnie jeden kąt prosty?

Ćwiczenie 41

Przekątna kwadratu ma długość . Oblicz pole kwadratu.

Ćwiczenie 42

Jaką figurę otrzymasz, jeśli połączysz środki sąsiednich boków prostokąta? Odpowiedź
uzasadnij.

24 cm

2

.

5 cm



Ćwiczenie 43

Pole prostokąta jest równe . Oblicz pole czworokąta, którego wierzchołki są środkami
boków tego prostokąta.

Ćwiczenie 44

Uzasadnij, że czworokąt, którego przekątne przecinają się w połowie długości, jest
równoległobokiem.

40 cm

2



Przystawanie figur

Figury przystające

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 1

Rysunek przedstawia cztery figury.
Porównaj kształty i wielkości tych figur. Co zauważyłeś?

https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo


Zasób interaktywny dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Figurę czerwoną i figurę niebieską można nałożyć na figurę czarną tak, aby figury te
pokrywały się.
Takie figury nazywamy przystającymi.
Definicja: Figury przystające

Figury, które mają ten sam kształt i tę samą wielkość nazywamy przystającymi.
Przykład 2

Przykład figur przystających

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Własność: Obraz figury w symetrii środkowej i w symetrii osiowej

Obrazem figury w symetrii środkowej jest figura do niej przystająca.
Obrazem figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystająca.

https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykłady figur przystających

https://zpe.gov.pl/a/DAi8xWtqo


Ćwiczenie 1

Zastanówmy się, jakie długości muszą mieć promienie dwóch kół, aby te koła były przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!

Dwa koła są przystające, jeśli mają równe promienie.
Dwa okręgi są przystające, jeśli mają równe promienie.

Ćwiczenie 2

Na rysunku przedstawione są odcinki przystające. Zbadaj ich długości. Wyciągnij wniosek
i sformułuj warunek, jaki muszą spełniać dwa odcinki, aby były przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!



Dwa odcinki są przystające, wtedy i tylko wtedy, gdy mają równe długości.

Ćwiczenie 3

Wskaż odcinki przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Własność: Kąty przystające      

Dwa kąty o równych miarach są przystające.



Ćwiczenie 5

Wskaż pary kątów przystających.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 6

Rysunki przedstawiają pary wielokątów przystających. Porównaj miary kątów i długości
boków wielokątów każdej pary. Co zauważasz?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Wielokąty przystające

Wielokąty przystające mają odpowiadające sobie boki równej długości oraz równe miary
odpowiadających sobie kątów.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Wielokąty na rysunku mają równe, odpowiadające sobie kąty. Zbadaj, czy są przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ważne!

Wielokąty są przystające tylko wtedy, kiedy kolejne kąty jednego wielokąta są równe
kolejnym kątom drugiego, a boki położone między takimi samymi kątami w jednym
i drugim wielokącie są równe.
Przykład 3

Prostokąty  i   są przystające. Obwód prostokąta  jest równy .
Różnica długości i szerokości prostokąta  jest równa . Ile wynosi pole

ABCD DEFG ABCD 26 cm

DEFG 3 cm



prostokąta ?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obwody prostokątów przystających są równe, zatem obwód prostokąta  jest równy
. 

Oznaczmy,  – szerokość prostokąt  a (w ) 
 –długość prostokąta  (w ) 

Zapisujemy i rozwiązujemy równanie, które pozwoli na obliczenie szerokości prostokąta 
.

Obliczamy długość prostokąta : , . 
Pole prostokąta  wynosi

Pola prostokątów przystających są równe. Pole prostokąta  jest więc równe 
.
Ciekawostka

Z  figur przystających często tworzone są wzory na tapetach, posadzkach czy tkaninach.

ABCD

DEFG

26 cm

x DEFG cm

x+ 3 DEFG cm

DEFG

2(x+ x+ 3) = 26 / : 2

x+ x+ 3 = 13

2x+ 3 = 13

2x = 13 − 3

2x = 10 : 2

x = 5(cm)

DEFG x+ 3 = 5 + 3 = 8 x+ 3 = 8

DEFG

5 ⋅ 8 = 40 (cm

2

)

ABCD 40 cm

2



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 9

Narysuj dwa przystające

1. prostokąty

2. romby

3. równoległoboki

Ćwiczenie 10

Sformułuj warunek przystawania

1. prostokątów

2. kwadratów

3. kół



Ćwiczenie 11

Wskaż pary figur przystających.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 12

Zaproponuj sposób podziału kąta na  kąty przystające.

Ćwiczenie 13

Pole prostokąta  jest równe , a jeden z boków ma długość . Obwód prostokąta
przystającego do prostokąta  ma długość

2

MNRS 12 3

MNRS

24

12

14

4 











Ćwiczenie 14

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Ćwiczenie 15

Najdłuższy bok siedmiokąta ma długość . Najdłuższy bok siedmiokąta przystającego ma
długości

Ćwiczenie 16

Rozstrzygnij, czy kwadraty  i  są przystające.

Każde dwa wielokąty, które mają równe kąty są przystające.

Każde dwa prostokąty są przystające.

Każde dwa kwadraty, które mają równe pola są przystające.

Każde dwa romby są przystające.

17 dm

17 m

1,7  cm  

170  cm  

170 mm  

A B

Przekątna kwadratu  jest równa , a pole kwadratu  jest równe .

Pole kwadratu  jest równe , a obwód kwadratu  jest równy .

A 6 B 36

A 9 B 12























Ćwiczenie 17

Michał i Adam wycinali z papieru ozdoby choinkowe w kształcie deltoidów o równych polach.
Czy figury te muszą być przystające?

Ćwiczenie 18

Ala chce zrobić na drutach szalik długości  i szerokości . Szalik ma być kompozycją
jednakowych kwadratów o boku . Oblicz, z ilu kwadratów będzie składał się szalik.

Ćwiczenie 19

Równoległoboki  i  są przystające. Jeden z kątów równoległoboku  ma miarę . Znajdź
miary kątów równoległoboku .

Ćwiczenie 20

Narysuj dowolny czworokąt. Skonstruuj odcinek równy sumie przekątnych tego czworokąta.

Ćwiczenie 21

Narysuj dwa dowolne kąty  i  . Skonstruuj kąt

1. przystający do kąta 

2. 

3. 

Ćwiczenie 22

Narysuj dowolny sześciokąt. Skonstruuj kąt przystający do największego kąta narysowanego
sześciokąta.

1,5 m 0,5 m

0,25 m

A B A 42°

B

α β

α

α+ β

2β



Ćwiczenie 23

W trapezie prostokątnym  jeden z kątów ma miarę  Wysokość trapezu jest równa 
. 

Podaj długości ramion trapezu przystającego do trapezu .

Ćwiczenie 24

Romby  i  są przystające. W rombie  krótsza przekątna tworzy z  bokiem kąt  Oblicz
miarę kąta jaki tworzy krótsza przekątna rombu  z  bokiem.

Ćwiczenie 25

Przekątna kwadratu, którego wszystkie wierzchołki leżą na okręgu  , ma długość . 
Okrąg  jest przystający do okręgu . Jaką długość ma jego promień?

Ćwiczenie 26

Czworokąty na rysunku są przystające. Oblicz miary ich kątów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

MIRA 30°.

8 dm

MIRA

R Z R 40°.

Z

M 6 cm

T M



Ćwiczenie 27

Trapezy równoramienne  i  są przystające. Oblicz obwód trapezu .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 28

Prostokąty  i  są przystające. W prostokącie  przekątne przecinają się pod kątem 
Jaki kąt tworzy przekątna z dłuższym bokiem w  prostokącie ?

Ćwiczenie 29

Narysuj trzy nieprzystające prostokąty, które mają jednakowe obwody.

Ćwiczenie 30

Ile różnych prostokątów można utworzyć z   przystających kwadratów? Który z tych
prostokątów będzie miał najmniejszy obwód?

Informacje do zadań  
Taras w domu pana Bronka ma kształt taki, jak na rysunku. Przyjmijmy, że długość kratki jest
równa .

A B A

K L K 70°.

L

12

32,  33,  34

0,5 m



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 31

Oblicz pole powierzchni tarasu.

Ćwiczenie 32

Pan Bronek chce wyłożyć taras kwadratowymi płytkami terakoty o długości krawędzi równej 
 Płytki pakowane są w paczkach po  sztuk. Ile paczek terakoty musi kupić? Rozważ

różne możliwości

Ćwiczenie 33

Pan Bronek chce kupić na wyłożenie tarasu płytki terakoty w takim kształcie, aby po docięciu
ich pozostało jak najmniej odpadów. Chciałby też, aby płytki miały jak największą
powierzchnię. Zaproponuj, w jakim kształcie i o jakich wymiarach mogłyby być te płytki.

45 cm. 6



Cechy przystawania trójkątów

Pierwsza cecha przystawania trójkątów
Przykład 1

Wiemy już, że jeśli dwie figury są przystające, to można je tak przekształcić
(wykorzystując np. symetrię), aby pokryły się.

Z warunku przystawania odcinków (dwa odcinki są przystające, gdy mają równe długości)
wynika, że trójkąty przystające muszą mieć odpowiednie boki równe. Z warunku
przystawania kątów wynika, że trójkąty przystające muszą mieć odpowiednie kąty równe.
Chcąc sprawdzić, czy trójkąty są przystające, nie musimy porównywać ich wszystkich
boków i wszystkich kątów. Możemy skorzystać z własności przystawania, zwanych cechami
przystawania trójkątów.

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów bok – bok – bok (bbb)

Jeżeli dwa trójkąty mają odpowiadające sobie boki równe, to te trójkąty są przystające.

Jeżeli  to trójkąt  jest przystający do trójkąta . 
Zapisujemy symbolicznie

Przykład 2

I

AB = DE,AC = DF,CB = FE, ABC DEF

ΔABC ≡ ΔDEF



Skonstruujemy trójkąt  przystający do trójkąta , korzystając z   cechy
przystawania trójkątów.
Rysujemy trójkąt , a następnie kolejno konstruujemy odpowiednie boki trójkąta 

.

Przykład 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekątne dzielą kwadrat  na  trójkąty. Trójkąty te mają odpowiednie boki równe,
zatem na podstawie I cechy przystawania trójkątów stwierdzamy, że trójkąty

 są przystające. 
Podobnie można uzasadnić, że trójkąty otrzymane w wyniku podzielenia sześciokąta
foremnego przekątnymi – są przystające, tak jak na rysunku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 1

Narysuj dwa przystające trójkąty, korzystając z pierwszej cechy przystawania trójkątów.

A’B’C’ ABC I

ABC

A’B’C’

ABCD 4

ABE,  BCE,  CDE,  DAE



Druga cecha przystawania trójkątów
Trójkąt  przystający do danego trójkąta  można skonstruować również innym
sposobem.

Konstruujemy najpierw kąt przystający do jednego z kątów trójkąta, np. kąta  Na
ramionach otrzymanego kąta odkładamy odcinki  i  , równe odpowiednio
odcinkom  i   
Łącząc punkty  i  ,otrzymujemy odcinek . Można wykazać, że 
Trójkąty  i   mają zatem odpowiednie boki równe. Na podstawie I cechy
przystawania trójkątów stwierdzamy, że trójkąty  i   są przystające.

Z  przeprowadzonego eksperymentu wynika kolejna cecha przystawania trójkątów.

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów bok - kąt - bok (bkb)

Jeżeli dwa boki i kąt zawarty pomiędzy nimi w jednym trójkącie, są równe dwóm bokom
i kątowi zawartemu między nimi w drugim trójkącie, to te trójkąty są przystające.

Jeżeli  to trójkąt  jest przystający do trójkąta 

Przykład 4

W trapezie równoramiennym  wysokości poprowadzone z  wierzchołka  oraz
z wierzchołka  odcięły dwa trójkąty, tak jak na rysunku. Wykażemy, że trójkąty te są
przystające.

A'B'C' ABC

CAB.

A’C’ B’C’

AC BC.

A’ B’ A'B' A

'

B

'

= AB.

ABC A’B’C’

ABC A’B’C’

II

AB = DE,AC = DF,∡BAC = ∡EDF ABC

DEF.

ABCD D

C



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Skorzystamy z   cechy przystawania trójkątów. Odczytujemy, że

bo  i   są wysokościami trapezu. Ponadto

Zatem w trójkątach  i   dwa boki i kąt między nimi są odpowiednio równe. Na
podstawie  cechy przystawania trójkątów stwierdzamy, że trójkąty te są przystające.

Trzecia cecha przystawania trójkątów

II

|AE| = |FB|  =  2 cm

|ED| = |CF|  = 5 cm

CF ED

|∢AED| = |∢BFC| = 90°

AED BFC

II



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja.

Przykład 5

Utwórzmy trójkąt  przystający do trójkąta .

Sformułujmy teraz trzecią cechę przystawania trójkątów.

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów kąt - bok - kąt (kbk)

Jeżeli bok i dwa przyległe do niego kąty w jednym trójkącie są odpowiednio równe
bokowi i dwóm przyległym do niego kątom drugiego trójkąta, to trójkąty te są przystające.

A’B’C’ ABC

III

https://zpe.gov.pl/a/D2fqocgcm


Jeżeli  i  , to trójkąt  jest przystający do
trójkąta .

Przykład 6

Punkt  jest środkiem odcinka . Proste  i   są równoległe. Wykażemy, że
trójkąty  i   są przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauważmy, że

gdyż punkt  jest środkiem odcinka . 
 - jako kąty wierzchołkowe 
 - jako kąty naprzemianległe przy prostych równoległych

AB = DE,∡BAC = ∡EDF ∡ABC = ∡DEF ABC

DEF

E AB DA BC

ADE BCE

|AE | = |EB|

E AB

|∢AED| = |∢BEC|

|∢DAE| = |∢CBE|



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, że bok  i dwa leżące przy nim kąty w trójkącie  są równe bokowi 
 i odpowiednim kątom w trójkącie . Na podstawie  cechy przystawania

trójkątów stwierdzamy, że trójkąty  i   są przystające, co należało wykazać.

Z przystawania trójkątów wynikają cechy przystawania trójkątów prostokątnych.

Ważne!

Dwa trójkąty prostokątne są przystające, jeśli mają odpowiednio równe

przyprostokątne
jedną z przyprostokątnych i przeciwprostokątną
przyprostokątną i kąt leżący naprzeciw tej przyprostokątnej
przeciwprostokątną i jeden z kątów ostrych

Zastosowania cech przystawania trójkątów
Wiemy już, że każdy wielokąt wypukły można podzielić na trójkąty o wspólnym
wierzchołku, który jest zarazem wierzchołkiem wielokąta. Jeśli dwa wielokąty podzielimy
w ten sposób na tę samą liczbę przystających trójkątów, to na podstawie I cechy
przystawania trójkątów stwierdzamy, że wielokąty te mają boki i kąty odpowiednio równe.
Są więc przystające.

Już wiesz

Dwa wielokąty są przystające, gdy odpowiadające sobie boki tych wielokątów są równe
oraz odpowiadające sobie kąty są równe.

AE ADE

EB CBE III

ADE CBE



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Nie zawsze równość boków i równość kątów jest niezbędna do stwierdzenia przystawania
wielokątów.

Przykład 7

Dla przykładu rozważmy dwa kwadraty.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekątna  dzieli kwadrat  na dwa przystające trójkąty prostokątne
równoramienne  i  . 
Podobnie przekątna  dzieli kwadrat  na dwa przystające trójkąty prostokątne
równoramienne . Jeśli więc przystające są trójkąty  i   lub  i 

, to i kwadraty są przystające. Do przystawania trójkątów prostokątnych
równoramiennych wystarcza równość ich przeciwprostokątnych. Zatem kwadraty 

 i   są przystające, gdy mają boki równe lub gdy mają równe przekątne.

Twierdzenie: Przystawanie kwadratów

DB ABCD

ABD BCD

HF EFGH

EFH i FGH ABD EFH ABD

FGH

ABCD EFGH



Dwa kwadraty są przystające, jeżeli ich boki są równe lub równe są ich przekątne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 8

Kwadraty, które nie są przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przykład 9

Równość miar kątów i przekątnych nie wystarcza do stwierdzenia przystawania dwóch
prostokątów.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poprowadźmy w  każdym z dwóch prostokątów przekątną. Przekątna ta dzieli każdy
prostokąt na dwa przystające trójkąty prostokątne. Aby prostokąty te były przystające,
wystarczy, by wszystkie otrzymane tak trójkąty były przystające.
Możemy zatem na podstawie cech przystawania trójkątów określić warunki, jakie muszą
spełniać dwa prostokąty, aby były przystające.

Dwa prostokąty są przystające, gdy

boki jednego prostokąta są równe bokom drugiego prostokąta
przekątna i jeden z boków jednego prostokąta są równe przekątnej i jednemu z boków
drugiego prostokąta



przekątna i kąty przez nią utworzone z bokami w jednym prostokącie są odpowiednio
równe przekątnej i kątom przez nią utworzonym z bokami w drugim prostokącie

Przykład 10

W rombie przekątne przecinają się pod kątem prostym. Punkt przecięcia dzieli każdą
z nich na połowę.
Do przystawania dwóch rombów wystarczy zatem stwierdzenie równości ich
przekątnych (  cecha przystawania trójkątów).

Zapamiętaj!

Dwa romby są przystające, gdy mają równe przekątne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

II



Ćwiczenie 2

Wskaż pary trójkątów przystających.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Dwa boki trójkąta  mają długości  i . Dwa boki trójkąta  mają długości 
 i . 

Uzasadnij, że trójkąty te nie są przystające.

Ćwiczenie 4

Czy trójkąty na rysunku mogą być przystające? Jeśli tak – jaki warunek musi być jeszcze
spełniony?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

ABC 8 cm 13 cm DEF

8 cm 5 cm



Ćwiczenie 5

Rabatkę kwiatową w kształcie kwadratu o boku długości  podzielono przekątnymi na 
części. Na każdej z  części posadzono inny rodzaj kwiatów. Oblicz pole powierzchni, jaką
zajmuje każdy rodzaj kwiatów.

Ćwiczenie 6

Wysokość podzieliła trójkąt równoboczny na dwa trójkąty. Wykaż, że trójkąty są przystające.
Podaj miary kątów każdego z tych trójkątów.

Ćwiczenie 7

Punkt  jest środkiem okręgu. Uzasadnij, że trójkąty  i   są przystające.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2 m 4

S ABC ACE



Ćwiczenie 8

Trójkąty  i  są przystające. Zapisz, które boki i które kąty są równe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

ABC DEF



Ćwiczenie 9

Która z podanych równości jest prawdziwa?

d = a

α = 100°

α+ β = γ + δ

γ = 35°

a = f













Ćwiczenie 10

Trójkąt  taki, że  podzielono wysokością poprowadzoną z wierzchołka  na
dwa trójkąty przystające. Podaj miary kątów każdego z  tak otrzymanych trójkątów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 11

ABC |AB| = |BC| B

Czy trójkąty  i  są przystające?

Nie, ponieważ  mają jeden bok równy i kąty o tych samych miarach.

Tak, ponieważ  mają jeden bok równy i kąty przy tym boku o tych
samych miarach.

Nie, ponieważ  mają jeden bok równy, ale miary kątów przy tym boku
są różne.

Tak, ponieważ  mają jeden bok równy, ale miary kątów przy tym boku
są różne.

ABC DEF

|AC| = |DE|

|AC| = |DE|

|AC| = |DE|

|AC| = |DE|











Ćwiczenie 12

W równoległoboku  poprowadzono przekątne, które przecinają się w punkcie .
Uzasadnij, że przystające są trójkąty

1.  i 

2.  i  

Ćwiczenie 13

Narysuj dowolny odcinek  i kąt ostry . 
Skonstruuj trójkąt

1. w którym dwa boki są równe , natomiast kąt między nimi jest równy 

2. prostokątny, w którym jeden z kątów ma miarę  , natomiast przyprostokątna leżąca przy
tym kącie jest równa 

3. w  którym jeden z kątów jest równy  , drugi  , natomiast bok leżący między nimi jest
równy 

Ćwiczenie 14

Narysuj dwa dowolne odcinki  i  oraz kąt . Skonstruuj

1. trójkąt o bokach  i kącie między nimi 

2. równoległobok o bokach  i kącie między nimi 

3. trapez prostokątny, w którym dwa boki są równe  i kąt między nimi jest równy 

ABCD E

AEB DEC

AED CEB

a α

a α

α

a

α

1

2

α

a

a b α

a,  b α

a,  b α

a,  b α



Ćwiczenie 15

Wykaż, że pole trapezu  jest równe polu trójkąta .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 16

Uzasadnij, że pole równoległoboku  jest czterokrotnie większe od pola trójkąta .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

ABCD ADF

ABCD AOB



Ćwiczenie 17

Ćwiczenie 18

Wykaż, że trapez  jest równoramienny.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 19

Wykaż, że jeśli dwa trójkąty równoboczne mają równe wysokości, to są przystające.

Ćwiczenie 20

Sprawdź, czy jeśli w równoległoboku dwie wysokości są równe to jest on rombem.

Każde dwa trójkąty równoboczne są przystające.

Pola trójkątów przystających są równe.

Przekątne dzielą równoległobok na cztery trójkąty przystające.

Jeśli przekątna jednego kwadratu jest równa przekątnej drugiego kwadratu, to
kwadraty te są przystające.

ABCD











Ćwiczenie 21

Podaj cechę przystawania trójkątów równobocznych.

Ćwiczenie 22

Sformułuj warunek, jaki muszą spełniać dwa równoległoboki, aby były przystające.

Ćwiczenie 23

W jakim przypadku trapezy przedstawione na rysunku będą przystające?

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 24

Jeśli boki jednego równoległoboku są równe bokom drugiego równoległoboku, to
równoległoboki te są przystające.

Dwa romby są przystające, gdy mają równe boki tej samej długości.

Dwa prostokąty są przystające, gdy ich przekątne są równe.

Dwa kwadraty są przystające, gdy ich obwody są równe.











Równanie pierwszego stopnia z jedną niewiadomą

Definicja: Równanie

Równaniem nazywamy równość dwóch wyrażeń algebraicznych, z których
w przynajmniej jednym występuje co najmniej jedna zmienna, zwana niewiadomą.
Na przykład:

Zapamiętaj!

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Równanie z jedną niewiadomą

Równaniem z jedną niewiadomą nazywamy równość dwóch wyrażeń algebraicznych,
w których występuje dokładnie jedna niewiadoma.
Na przykład

3xy = 5, 3x+ t

2

= 10

5x+ 3 = x− 1

z

2

= 4

x

2

+ 5x+ 6 = 0

y

3

= −1

t

4

+ 1 = 2 



Definicja: Równanie pierwszego stopnia (liniowe)

Równaniem pierwszego stopnia z jedną niewiadomą (liniowym) nazywamy równanie,
w którym niewiadoma występuje w pierwszej potędze.
Na przykład

Ćwiczenie 1

Wskaż równania pierwszego stopnia z jedną niewiadomą.

−x+ 3 = 9

2x+ 4 = −x+ 8

7y− 1 = 9

2(z− 3) = 7

(−6t− 6) : (−2) = 2t

10y− 1 = y− 10

2x+ y = 6

x

2

+ 5x

2

= 6

a

2

+ 2a = 0

x+ 2x+ 3 = 4x+ 1













Ćwiczenie 2

Wskaż równania pierwszego stopnia z jedną niewiadomą.

Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

−2(x+ 6) = 8

x+ y = z+ u

s

4

= s

2

+ 5s

t = 12t− u

x−3

2

= 10

Połącz w pary.

x

2

= 40

Trzykrotność liczby x stanowi 20%
liczby 150.

76 = x+ 23

Trzecia część liczby x stanowi 20%
liczby 150.

3x = 20% ⋅ 150 Liczba 17 jest 12 razy mniejsza od x.

2x = 20 + 20

Liczba 2 razy mniejsza od x jest równa
40.

x− 12 = 17 Liczba 76 jest 23 razy większa od x.

x

12

= 17

Liczba o 12 mniejsza od x jest równa
17.

x

3

= 20% ⋅ 150 Liczba 76 jest o 23 większa od x.

76 = 23x

Dwukrotność liczby x jest o 20 większa
od liczby 20.













Ćwiczenie 4

Zapisz w postaci równania.

1. Czwarta część liczby  zmniejszona o  wynosi 

2.  liczby  jest od niej o  większe

3. Suma liczby  i liczby  jest równa połowie liczby 

4. Podwojona suma liczby  i liczby  jest o  większa od liczby 

5. Liczba o  większa od  jest równa 

6. Liczba  jest o  mniejsza od liczby 

7. Liczba  jest o  większa od liczby 

8. Liczba o  mniejsza od  stanowi  liczby 

9. Liczba o  większa od  jest o  większa od 

10. Liczba o  mniejsza od  jest o  mniejsza od 

y 1 13.

80% z 5 .

t 1 t.

x 8 10 x.

23% x 46.

y 65% 90.

w 12% 240.

12,5% s 5% 25.

130% a 130 a.

40% b 40 b.



Ćwiczenie 5

Którą z sytuacji przedstawionych na rysunkach można opisać równaniem ?5 + x = 3x+ 1

 

 



Ćwiczenie 6

Zapisz równanie opisujące sytuację przedstawioną na rysunku.

1. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. 



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Zapisz równanie opisujące sytuację przedstawioną na rysunku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ćwiczenie 8

Zapisz odpowiednie równanie.

1. Na wycieczkę szkolną pojechało  uczniów i  nauczycieli. Wśród uczniów było 
chłopców i  razy więcej dziewcząt niż chłopców.

2. Asia zerwała na łące piękny bukiet złożony z  polnych kwiatów. Tworzyło go 
stokrotek, bratków o  mniej niż stokrotek i  chabry.

3. Krótsza przyprostokątna trójkąta prostokątnego ma długość , a długości
przyprostokątnych różnią się o . Przeciwprostokątna tego trójkąta jest dłuższa od
krótszej przyprostokątnej o , a jego obwód wynosi .

4. Jedna paczka orzechów włoskich kosztuje  złotych, a jedna paczka migdałów jest od niej
o  droższa. Dziewięć paczek orzechów kosztuje tyle samo co cztery paczki
migdałów.

5. W pudełku znajdują się kule białe, czerwone i  kul zielonych, razem  kul. Kule czerwone
stanowią połowę wszystkich kul w pudełku. Kul białych jest  razy mniej niż kul
czerwonych.

48 3 x

2

25 s

2 3

y

2

4 24

x

4,50 zł

8 x

5



Ćwiczenie 9

Ustal niewiadomą i zapisz odpowiednie równanie.

1. Piotruś ma w skarbonce . Co tydzień wrzuca do niej  Po ilu tygodniach chłopiec
będzie miał w skarbonce ?

2. Przed sezonem letnim kwota przeznaczona na ulotki reklamowe pewnej firmy została
zwiększona o . W okresie zimowym została zmniejszona o  i teraz jest większa
od początkowej kwoty tylko o .

3. Mama i córka mają razem  lata. Córka jest o  lat młodsza od mamy.

4. Iloczyn trzech kolejnych liczb parzystych wynosi .

5. Basia ma w skarbonce  w monetach o wartości  i . Pięciozłotówek ma cztery
razy mniej niż dwuzłotówek.

Ćwiczenie 10

W kameralnej kawiarni znajduje się kilkanaście stolików. Krzeseł z oparciem jest dwa razy
więcej niż stolików. Krzeseł barowych jest dwa razy mniej niż stolików Dla kelnerów
przeznaczone są cztery krzesła obrotowe na jednej nodze, które znajdują się za barem.

1. Zapisz równanie opisujące liczbę stolików i krzeseł w kawiarni, wiedząc, że łącznie jest ich
.

2. Zapisz równanie opisujące liczbę nóg stolików i krzeseł, wiedząc, że łącznie tych nóg jest 
.

14 zł 3 zł.
47 zł

50% 40 zł
20 zł

42 30

2688

208 zł 2 zł 5 zł

53

200



Ćwiczenie 11

W por�elu jest  monet dwuzłotowych, o  więcej pięćdziesięciogroszówek i  razy więcej
dziesięciogroszówek.

1. Zapisz równanie opisujące liczbę monet znajdujących się w por�elu, wiedząc, że łącznie
jest ich .

2. Zapisz równanie opisujące łączną wartość monet znajdujących się w por�elu, jeśli jest
tam .

Ćwiczenie 12

Działka państwa Nowaków położona w malowniczej miejscowości nad jeziorem ma kształt
prostokąta. Szerokość działki wynosi , a długość jest o  większa od szerokości.

1. Zapisz równania, które będą opisywały obwód i pole tej działki.

2. Zapisz równanie, które będzie opisywało pole działki, jeżeli jej szerokość zostanie
zwiększona o .

3. Zapisz równanie, które będzie opisywało obwód działki, jeżeli jej długość zostanie
zmniejszona o .

4. Zapisz równanie, które będzie opisywało obwód i pole działki, jeżeli jej długość zostanie
zmniejszona o , a szerokość zostanie zwiększona  razy.

x 7 3

47

25,90 zł

x m 20 m

50%

50%

15 m 5



Rozwiązanie równania. Liczba rozwiązań równania.

Obliczenie wartości liczbowej wyrażenia algebraicznego polega na podstawieniu danych
liczb w miejsce liter i wykonaniu wskazanych działań.
W przypadku równań także można podstawiać liczby w miejsce niewiadomych.
Otrzymywane wówczas równości liczbowe mogą być prawdziwe lub fałszywe.

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Liczba spełniająca dane równanie

Liczba spełnia dane równanie, jeżeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadomej
i wykonaniu działań po obu stronach równania, otrzymamy prawdziwą równość
liczbową.
Definicja: Rozwiązanie równania

Liczbę, która spełnia dane równanie nazywamy rozwiązaniem lub pierwiastkiem
równania.
Definicja: Równania równoważne

Mówimy, że równania z tymi samymi niewiadomymi są równoważne wtedy i tylko wtedy,
gdy posiadają taki sam zbiór rozwiązań.
Przykład 2

https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

Rozwiązać równanie – to znaczy znaleźć wszystkie liczby, które spełniają to równanie lub
wykazać, że równanie to nie ma rozwiązania. W tym celu przekształcamy równanie
równoważnie, pamiętając o tym, że

do obu stron równania możemy dodać lub od obu stron równania odjąć tę samą
liczbę lub wyrażenie,
obie strony równania możemy pomnożyć lub podzielić przez tę samą liczbę różną od
zera.

Przykład 3

https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 4

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamiętaj!

https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8
https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8


Dodawanie lub odejmowanie od obu stron równania tego samego wyrażenia inaczej
można nazwać przenoszeniem tego wyrażenia z przeciwnym znakiem na drugą stronę
równania.
Np. aby rozwiązać równanie:  przenosimy z przeciwnym znakiem

 na lewą stronę równania

 na prawą stronę równania

Odpowiedź: Rozwiązaniem równania jest liczba .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje kolejne kroki rozwiązania trzech równań. Równanie 2x +8 =0 jest
oznaczone, jego rozwiązaniem jest punkt leżący na osi liczbowej x =-4. Równanie 2x +8 =2x
+6 jest sprzeczne, nie ma rozwiązań w zbiorze liczb rzeczywistych. Równanie 2x +8 =2x +8
jest tożsamościowe, jego rozwiązaniem są wszystkie liczby rzeczywiste. Rozwiązania
opisanych równań zaznaczono na osi liczbowej.

2x− 5 = x+ 1,

x

2x− x− 5 = 1

−5

2x− x = 1 + 5

x = 6

6

https://zpe.gov.pl/a/DG3FMpVz8


Równanie z jedną niewiadomą
Równania z jedną niewiadomą mogą mieć skończoną liczbę rozwiązań, np. jedno, dwa, trzy,
cztery. Są również takie równania, które nie mają rozwiązania lub mają nieskończenie wiele
rozwiązań.

Definicja: Zbiór rozwiązań równania

Zbiór wszystkich liczb spełniających dane równanie nazywamy zbiorem rozwiązań
równania.
Przykład 5

Rozwiąż równania

 
Rozwiązanie: 

  
Rozwiązanie: 

 
Rozwiązanie: brak rozwiązania

Przykład 6

Znajdź pierwiastek rozwiązania.

 
Pierwiastek rozwiązania: np.: 

 
Pierwiastek rozwiązania: 

Przykład 7

Równania, które nie mają rozwiązania:

, 

Równania, które mają nieskończenie wiele rozwiązań:

, 
Definicja: Równanie sprzeczne

Równanie, które nie ma rozwiązania nazywamy równaniem sprzecznym.
Definicja: Równanie tożsamościowe

Równanie, które jest spełnione przez każdą liczbę rzeczywistą nazywamy równaniem
tożsamościowym.
Ważne!

x

2

= 25

x = 5,x = −5

x

3

= 0

x = 0

x

2

= −4

2a+ b = 5

a = 1, b = 3

x

2

+ y

2

= 0

a = 0, b = 0

x+ 2 = x x

2

= −25

2x− 2x+ 2x = 2x 0 ∙ x = 0



Liczba rozwiązań równania.
Równanie pierwszego stopnia z jedną niewiadomą może:

nie mieć rozwiązania,
mieć dokładnie jedno rozwiązanie,
mieć nieskończenie wiele rozwiązań.

Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz równanie z jego rozwiązaniem.

1

2

z = 3z− 4

−

1

2

x+

1

2

= 0

2 z+ 1 = 1

1

2

1

2x

3

= −1

−1 3x+ 2 = 5

−2 2y = y− 1

1

1

2

2x = x+ 1

1

2

−1

1

2

2x = −4



Ćwiczenie 2

Liczbą spełniającą równanie  jest

Ćwiczenie 3

Liczbą spełniającą równanie  jest

2(x− 1) + 2 = 4x+ 14

1

7

−7

7

6

1

2

x(x+ 1)(x

2

+ 1) = 3x

2

+ 1

1

−

1

3

−1

2



















Ćwiczenie 4

Sprawdź, czy podana liczba jest rozwiązaniem danego równania.

Ćwiczenie 5

Sprawdź, które równania są spełnione przez liczbę .

 

 

 

 

 

(2x−

1

2

)(3x−

1

2

) =

1

4

+ x(4x−

1

2

), x = 1

−3(x+ 2) + 4 = 6 − x,  x = −4

1

2

x−

2−x

3

= x−

1

6

, x = 3

−(−8x+ 7) = 4(x+ 3) − 3, x = 4

2(x− 2) − 3(x+ 2) = 4(x− 4), x = −1

−

2

3

1 + x =

x+2

4

6x(x+ 1) = −4(

1

2

x+

2

3

)

2(3x+ 1) = −1 + 4x



















Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij elementy z dolnej sekcji do górnej.

Brak rozwiązań

Jedno rozwiązanie

Nieskończenie wiele rozwiązań

−2(4−x)=2x−8, 0 ⋅ z = 0

2x−1=2x+1 x+3=3

2x+3=3+2x x

2

= −16

5 ⋅ x = −5 x

3

= −64

−x+4=−x x=x 0·x=13

x

2

= 0



Ćwiczenie 7

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.

Równanie  ma jedno rozwiązanie.

Równanie  jest równaniem sprzecznym.

Równanie  jest równaniem sprzecznym.

Równanie  ma dwa rozwiązania.

Równanie  jest równaniem tożsamościowym.

Równanie  jest równaniem sprzecznym.

Równanie  jest równaniem sprzecznym.

Równanie  jest równaniem tożsamościowym.

Równanie jest równaniem tożsamościowym.

Równanie  jest równaniem sprzecznym.

x

2

= 81

x

2

− 3 = 1

x

2

= 0

x

2

= 0

a+ 17 = 2a+ 17 − a

x− 2 = 2 − x

13

x

= 0

2x

2

+ 3 = 3 + 2x

2

x = x+ 11 

2x

2

+ 3 = 0























Ćwiczenie 8

Które z podanych równań jest sprzeczne?

Ćwiczenie 9

Które z podanych równań jest sprzeczne?

 x

2

+ 2 = 0

3x− 1 = 3x+ 1

x+ 9 = x+ 9

x− 10 = 10 − x

2x = −2x+ 1

x+ 4 = x

x+ x− 1 = 2x− 1

x− 10 = x+ 10

 2(x− 1) = 2x− 1 

−6x+ 6 = −6x 

0 ∙ y = −1 

























Ćwiczenie 10

Które z podanych równań są tożsamościowe?

Ćwiczenie 11
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

x− 4 = 4 − x

 4(x+ 2) = 4x+ 8

x+ 6 = 6

−(x− 7) = −x− 7 

−(x− 7) = 7 − x 

x

2

+ 1 = 1 + x

2

2x = 2x

4(x+ 2) = 4x+ 2 

0 ∙ x = 0 





















Ćwiczenie 12

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 13

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 14

Wstaw takie wyrażenie algebraiczne w miejsce , aby równanie 

1. miało jedno rozwiązanie

2. nie miało rozwiązania

3. miało nieskończenie wiele rozwiązań

Jaki jednomian należy wpisać, aby otrzymane równanie było sprzeczne? Przeciągnij i upuść.

6x=  +1

4x+  = x+   

−4x+  =−5x−5

2(x−3)=x+  

3(  −4)=−6x

2x−(6-7x)=2+ 

 

 1

2

 

 

 

 

9x 6x -2x -3x x -x

Jaki jednomian należy wpisać, aby otrzymane równanie było tożsamościowe? Przeciągnij
i upuść.

3x=7x+  

12x−5x=  

4(x−  )=3x 

−x+6x−8=  −1−7 

−5(  x)=−3x+x

 

 

 

 

 −1

3

5

x1
4

2x 7x −4x 5x

… 3x− 1 = x+…



Ćwiczenie 15

Podaj wszystkie liczby, które spełniają równanie.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

Ćwiczenie 16

Uzasadnij, że równanie  nie jest równaniem tożsamościowym. Ile rozwiązań ma to
równanie?

a

3

= −8

z

2

= 100

x

3

= 64

x

2

(x− 3) = 0

(x

2

− 9)(x

2

− 25) = 0

x(2x− 4)(x+ 5) = 0

(y

3

− 1)(y

3

− 27) = 0

|x| = x



Rozwiązywanie równań

Ćwiczenie 1

Wyszukaj pary: równanie z jego rozwiązaniem.

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

6

4

1

3

x = 2

2x = −8

x− 4 = 0

x+ 16 = 10

−3x = 1

0

−6

−

1

3

−4

x = 2x

Połącz równanie z jego rozwiązaniem.

6 2x = −4

−2 1

1

2

x = 3

3 2

1

4

x = −9

−3

1

4

x = −

3

4

2 0,4x = 1,2

−4 0, 125x =

3

4



Ćwiczenie 3

Rozwiąż równanie.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3a = 1,2

−2x =

1

2

−

3

4

z = 1,5

3

1

4

v = 1

−2,84x = 0

−5

1

3

p = 2

2

5

Połącz równanie z jego rozwiązaniem.

−4 4 − x = x+ 10

−2 x+ 7 = −1 − x

6 10 − x = 4

5 x− 1 = 4

−3 −2x+ 1 = −1 − 3x

1 3x = −2x+ 5



Ćwiczenie 5

Rozwiąż równanie.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3 + y = −2y

a− 1 = 5a− 1

2x−

3

5

= x+ 1

2

3

x+ 5 =

1

3

−

3

4

+

1

4

t = 1,5

−0,4z+ 2,7 = 1

1

5

z

Przeciągnij równanie równoważne danemu i upuść.

   

   

   

 

2x+ 4 = 6   
1

2

x = 4  

−5x = 10  

3 − x = 1  

5x=−10 −3x=2 5x=8 9x=2 2x=16 −2x=−4 6x=4 3x=10 2x=2

7x=−5



Ćwiczenie 7

Połącz w pary równania równoważne.

Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2x = 8

1

2

x = 2

x−

1

2

= 2x

2x− 1 = 4x

6x+ 1 = 3x+ 10

2x− 1 = x+ 2

2x+ 2 = 5 − x

3x+ 2 = 5

Przeciągnij i upuść tak, aby równania były równoważne.

2x=8 i 4x=  

x−2=4 i x+4=  

2x+3=1 i 4x+  =2

3x−1=2x i 5x−  =−2

 

 

 

 

2 7 11 16 6 10 17 5 3 4

Przzeciągnij i upuść taką liczbę lub wyrażenie algebraiczne, aby równanie było sprzeczne.

x=x+  

5x−3=2−  

2x+3=x+  

2−3x=1+ 

 

 

 

 

-3x+2 -5x+2 -5x x+2 1



Ćwiczenie 10

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 11

Ćwiczenie 12

Przeciągnij i upuść takie wyrażenie algebraiczne, aby równanie było tożsamościowe.

   

   

   

 

x− 6 = x−  

3(

1

3

+ x) = 1+  

3x+ 2 = x+  

1 − 2x = x+  

2x+2 -3x+1 3x 6

Które równanie nie ma rozwiązania?

2x+ 5 = 3x+ 5

1

2

(x+ 4) = x− 2(3 +

1

4

x)

3x− 2(x+ 1) = x− 3

2(x− 3) = 2(x+ 3)

Które równanie ma nieskończenie wiele rozwiązań?

1

3

x+ 1 = 3(

1

9

x+ 1)

3(x+ 2) − 1 = 3x+ 5

1 − 3x =

1

2

x+ 3(x+

1

2

)

2 + x =

1

2

(2x+ 4)



















Ćwiczenie 13

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 14

Przeciągnij elementy z dolnej sekcji do górnej.

Równania tożsamościowe

Równania sprzeczne

Równania, które mają jedno rozwiązanie

3x− 1 = 2x− 1

2(x− 1) + 2 = 2x 5x = 2x

2x+ 1 = 2(x+

1

2

)

3x− 1 = 2 + 3x

2x+ 1 = x+ 1

2x = 2x+ 1 x− 1 = x+ 1

x− 1 = x− 1

Równanie 

jest tożsamościowe

jest sprzeczne

nie ma rozwiązania

ma jedno rozwiązanie

x+ 2 = 2 − x











Ćwiczenie 15

Ćwiczenie 16

Wybierz równanie, które nie jest równoważne pozostałym równaniom.

2x+ 1 = −1

2x = 6

4x = −4

2x+ 4 = 2

Równanie  spełnia liczba−[(x+ 1) − x] − 1 = x− (x− 1) − x

1

2

3

0



















Ćwiczenie 17

Rozwiąż równania.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 18

Rozwiąż równania.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

3(x− 1) − x+ 2 = 5

2x− (x− 1) = 3 + 3(x− 2)

−2(x− 1) + 2x = 3 − (x− 1)

1

2

(4x− 2) − 2(x+ 1) = 5x+ 2(2x− 1)

−(x− 1) + 2(3x− 1) = −2x+ 5

−3(1 − x) − 5(x+ 2) = −2x+ 1

x+1

3

+

2x

5

= 2

x

2

+

x

3

+

x

4

= 1

2x−3

2

+ x =

x+1

3

3x−1

7

−

x−2

2

= 0

x−1

3

−

x+1

4

= x

x+1

2

−

2x

3

= x−

1−x

5



Ćwiczenie 19

Rozwiąż równania.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 20

Zapisz i rozwiąż równanie opisujące sytuację przedstawioną na rysunku.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

x+1

2

+ 3x =

1

4

+ 2(x− 1)

3x−

1

2

=

x+1

5

− 2(x− 1)

x−

2x−1

3

=

1

2

− 3(x+ 2)

x

2

+ 1

1

3

−

x

3

=

1

3

(x+

1

2

)

1

1

5

x− 2

1

3

(x− 2) = 2x−

2

3

(

2

5

− x)

3 −

2x−1

7

+ 2x = 1,5x−

3−x

2



Ćwiczenie 21

Zapisz i rozwiąż równanie.

1. Średnia arytmetyczna liczb  i  jest równa .

2. Liczba  jest pięć razy większa od podwojonej liczby .

3. Liczby: o  większa od połowy  i  razy mniejsza od  są równe.

Ćwiczenie 22

Wyznacz wszystkie wartości , dla których rozwiązaniem równania 
 jest liczba całkowita.

Ćwiczenie 23

Jakie wyrażenie należy wstawić w miejsce , aby równanie miało nieskończenie wiele
rozwiązań?

x x+ 4 10

25 x

3 x 2 2x+ 1

a

2(x+ 1) + 4 + a ⋅ x = 18 − 2x

v

−2[3(2x− v) − 1] = −3[−2(−x+ 2v) − 2] + 2[3(v− 1) + x] + 1



Stosunek dwóch wielkości

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Stosunek dwóch wielkości

Stosunkiem dwóch wielkości nazywamy iloraz odpowiadających sobie wartości tych
wielkości. Zapisuje się go zwykle w postaci ilorazu liczb naturalnych.

Ćwiczenie 1

Dane są odcinki  i  o podanych długościach. Oblicz stosunek długości odcinków  i .

1.  i 

2.  i 

3.  i 

4.  i 

a b a b

a = 2 dm b = 15 cm

a = 15 mm b = 2 cm

a = 1,5 m b = 35 dm

a = 0,5 m b = 25 mm

https://zpe.gov.pl/a/D14P5MPnW
https://zpe.gov.pl/a/D14P5MPnW


Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 4

Liczbę  podziel na dwa składniki, których stosunek jest równy .

Ćwiczenie 5

Cukierki sprzedawane są w sklepie w dwóch opakowaniach:  w cenie  za
opakowanie lub  w cenie  za opakowanie. Które opakowanie cukierków ma
korzystniejszą cenę za kilogram?

Połącz w pary.

4 : 3 6 : 2

1

4

5 : 6 3

1

3

: 2, 4

25 : 18 3

1

3

: 2

1

2

4 : 5 2 : 2, 5

18 : 25 2

1

2

: 3

8 : 3 3, 6 : 5

Przeciągnij i upuść element odpowiadający stosunkowi danych wielkości.

 gramów i  kilogram  

kilograma i  dekagramów   

 hektary i  arów  

 sekund i  minuty  

 minut i  godziny  

 tona i  kilogramów 

750 1  
1

4

35  

3 150  

30 2  

20 1,5  

1 250  

2 : 9 2 : 1 3 : 4 5 : 7 4 : 1 1 : 4

39 4 : 9

2,5 kg 45 zł
1,5 kg 30 zł



Ćwiczenie 6

Wstążkę o długości  metrów podzielono na dwie części w stosunku . Krótsza część ma
długość

Ćwiczenie 7

Stosunek dwóch liczb wynosi , a ich różnica to . Te liczby to

30 2 : 3

12 m

6 m

15 m

18 m

2 : 3 2

 i 

 i 

 i 

 i 

6 8

10 12

2 3

4 6



















Ćwiczenie 8

Paczka sera waży , a paczka masła . Stosunek wagi paczki masła do wagi paczki
sera jest równy

Ćwiczenie 9

W worku jest pewna liczba piłek białych i czerwonych. Stosunek liczby białych piłek do
czerwonych wynosi . Jaki jest stosunek czerwonych piłek do wszystkich piłek
znajdujących się w worku?

Ćwiczenie 10

Antek podzielił się z bratem cukierkami. W jakim stosunku podzielił cukierki, jeżeli jego część
stanowiła  wszystkich cukierków?

Ćwiczenie 11

Pan Nowak spłacił już  kredytu zaciągniętego w banku na wakacyjny wyjazd.

1. Jaki jest stosunek kwoty, którą musi jeszcze spłacić pan Nowak, do kwoty już spłaconej?

2. Jaki jest stosunek kwoty, którą musi jeszcze spłacić pan Nowak, do całkowitej kwoty
kredytu?

1, 5 kg 25 dag

1,5

25

3

50

15

25

1 : 6

4 : 7

4

7

0,6











Ćwiczenie 12

Boki równoległoboku pozostają w stosunku , a jego obwód wynosi . Oblicz
długości boków tego równoległoboku.

Ćwiczenie 13

Oblicz długości boków prostokąta, jeżeli pozostają one w stosunku , a różnica długości
tych boków wynosi .

Ćwiczenie 14

Stosunek wagi opakowania ciastek czekoladowych do wagi opakowania ciastek waniliowych
wynosi . Ile waży opakowanie ciastek waniliowych, jeżeli opakowanie ciastek
czekoladowych waży ?

Ćwiczenie 15

Czekoladę składającą się z  jednakowych kostek mama podzieliła na dwie części w stosunku 
. Większą część podarowała Kasi, która następnie podzieliła swoją część w stosunku 

. Większą część swojego kawałka postanowiła podarować koleżance. Ile kostek czekolady
zostało Kasi?

Ćwiczenie 16

Suma dwóch liczb wynosi , a ich różnica . Oblicz stosunek większej liczby do mniejszej.

Ćwiczenie 17

Wyznacz długości boków trójkąta o obwodzie , jeżeli stosunek długości tych boków jest
równy  .

3 : 8 66 cm

12 : 17

10 cm

4 : 5

35 dag

24

3 : 5 1 : 2

8

2

3

2

67 cm

2

1

3

: 1

3

4

  : 1

1

2



Równania w postaci proporcji

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Proporcja

Równość postaci  dla  nazywamy proporcją. 
Wyrazy  i   nazywają się skrajnymi, a wyrazy  i   środkowymi.

Zapamiętaj!

W proporcji iloczyn wyrazów skrajnych jest równy iloczynowi wyrazów środkowych,
czyli:
jeśli

to

a

b

=

c

d

b ≠ 0 i d ≠ 0

a d b c

a

b

=  

c

d

,

a ∙ d = b ∙ c

https://zpe.gov.pl/a/DHi3H5hIa


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 1

Wybierz proporcje ułożone z liczb .3,  4,  12,  16

12

4

=  

16

3

3

4

=  

16

12

3

4

=  

12

16

4

16

=

3

12











Ćwiczenie 2

W  miejsce kropek wstaw symbol  lub .

1.  … 

2.  … 

3.  … 

4.  … 

Ćwiczenie 3

W  miejsce kropek wstaw taką liczbę, aby otrzymać proporcję.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

= ≠

1,2 : 3 0,4 : 1

1 : 7 0,3 : 2,8

4,8

2

24

10

3

1

2

1

5

2

4

35

3

4

=  

…

12

1

4

=  

0,5

…

…

8

=  

2

1,6

5

…

=  

25

1

2,5

7,5

=  

1

…

…

3

=  

2,6

3,9



Ćwiczenie 4

Rozwiąż równanie.

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

Ćwiczenie 5

Niewiadomy wyraz proporcji:  wynosi

x

2 

=  

x−1

5

2x−1

3

=  

0,5

2

3(x−1)

4

=  

2x+1

2

3

2−3x

=  

−2

4x

0,3

3x

=  

0,2

1−x

−4x+1

−2

=  

1,5x+1

3

2

1

2

: a = 1

3

4

: 3

2

4

2

7

3

4

3

8











Ćwiczenie 6

W klasie  jest  uczniów. Stosunek liczby dziewcząt do liczby chłopców wynosi . Ilu
chłopców jest w klasie  ?

Ćwiczenie 7

Jeden banan waży . Ile takich bananów waży  ?

Ćwiczenie 8

Jeśli do pewnej liczby naturalnej dodatniej dodamy trzy i otrzymaną sumę podzielimy przez tę
liczbę, to uzyskamy . Jaka to liczba?

Ćwiczenie 9

Stosunek wagi ciała Krysi do wagi ciała Marysi wynosi . Krysia jest cięższa o  od Marysi.
Ile waży każda z dziewczynek?

1a 36

1

3

1a

nie da się tego określić

27

9

12

0,15 kg 1,95 kg

12

14

15

13

2,5

5

4

5 kg



















Ćwiczenie 10

Dwa duże jabłka ważą średnio około . Ile dużych jabłek waży ?

Ćwiczenie 11

Janek miał , za które kupił w sklepie pewną ilość lizaków. Gdyby kupił o  lizaki mniej,
to musiałby zapłacić . Ile lizaków kupił Janek? Ile kosztował jeden lizak?

35 dag 2,1 kg

7,80 zł 2

5,20 zł



Wielkości wprost proporcjonalne

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja pokazuje, że siła grawitacji F działająca na Ziemi na ciało jest wprost
proporcjonalna do masy m tego ciała. Siła grawitacji F w niutonach działająca na Ziemi na
ciało jest równa iloczynowi masy m tego ciała w kilogramach i przyspieszenia ziemskiego
g w metrach na sekundę kwadrat, zgodnie z wzorem F=mg. Do obliczeń przyjęto, że g =10
metrów na sekundę kwadrat. Wstawiając do wzoru obliczono, że dla spadającego liścia
o masie 0, 1 kilograma siłą grawitacji wynosi 1 niuton, dla spadającej z półki książki o masie 1
kilograma wynosi 10 niutonów, spadającego kamienia o masie 3 kilogramów wynosi 30
niutonów. Dane zebrano w tabeli i przedstawiono na wykresie w postaci punktów. Należy
odpowiedzieć, jaka będzie siła grawitacji dla spadającego dużego kamienia o masie 10
kilogramów? Odpowiedź: 100 niutonów.

Definicja: Wielkości wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkości dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jeżeli iloraz
odpowiadających sobie wartości tych wielkości jest stały.

Zapamiętaj!

Iloraz odpowiadających sobie wielkości wprost proporcjonalnych jest stały.

Przykład 1

https://zpe.gov.pl/a/DbqAeHEQA


Państwo Nowakowie postanowili zapakować wszystkie prezenty gwiazdkowe
w jednakowe czerwone pudełka i udekorować je złotą wstążką. Ile metrów złotej wstążki
powinni przygotować Nowakowie, jeżeli ich rodzina liczy  osób, a na udekorowanie
dwóch pudełek z prezentami należy przeznaczyć  metrów wstążki. Każda osoba
otrzymuje tylko jeden prezent gwiazdkowy.

Rozwiązanie.
Liczba gwiazdkowych prezentów i długość potrzebnej wstążki do udekorowania tych
prezentów są wielkościami wprost proporcjonalnymi. Długość wstążki potrzebnej do
udekorowania jednego pudełka jest zawsze taka sama, bez względu na to, ile mamy
prezentów. Jest ona równa ilorazowi długości potrzebnej wstążki przez liczbę
udekorowanych nią gwiazdkowych prezentów.
Oznaczając przez  długość wstążki potrzebnej do udekorowania  prezentów, możemy
ułożyć i rozwiązać odpowiednie równanie.

Odpowiedź: Państwo Nowakowie powinni przygotować  wstążki, aby udekorować 
 prezentów gwiazdkowych.

Przykład 2

Agata kupiła  gruszek i  zapłaciła . Jej koleżanka Basia kupiła takie same
gruszki i zapłaciła . Wyznaczmy masę gruszek, które kupiła Basia.

Rozwiązanie.
Masa gruszek i koszt zakupu gruszek są wielkościami wprost proporcjonalnymi. Cena
jednego kilograma gruszek kupionych przez Agatę i Basię jest taka sama. Jest ona równa
ilorazowi kwoty zapłaconej za gruszki przez masę kupionych gruszek.
Oznaczając przez  – masę gruszek kupionych przez Basię, możemy ułożyć i rozwiązać
równanie.

16

5

x 16

5

2

=

x

16

2 ∙ x = 16 ∙ 5

2x = 80

x = 80  : 2

x = 40

40 m

16

2 kg 7,82 zł
19,55 zł

x

7,82

2

=

19,55

x

7,82 ∙ x = 2 ∙ 19,55

7,82x = 39,1



Odpowiedź: Basia kupiła  gruszek.

Ćwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
Wielkościami wprost proporcjonalnymi są

x = 39,1 : 7,82

x = 5

5 kg

wiek człowieka i jego waga.

liczba psów i liczba nóg tych psów.

długość boku sześcianu i wartość jego pola powierzchni całkowitej.

długość boku rombu i jego obwód.

cena soku i ilość soku, który możemy kupić za daną kwotę.

odległość na mapie i odpowiadająca jej odległość w terenie.















Ćwiczenie 2

Zaznacz wielkości wprost proporcjonalne.

Liczba jednakowych foremek, do których wsypujemy 5 litrów piasku i pojemność
jednej foremki.

Koszt paliwa i ilość kupionego paliwa.

Prędkość pociągu Warszawa – Gdańsk i jego czas przejazdu.

Liczba kawałków pizzy i wielkość jednego kawałka.

Masa pomidorów i wartość pomidorów.

Prędkość samochodu i czas potrzebny do pokonania dystansu 

Długość boku rombu i wartość jego pola.

200 km.

















Ćwiczenie 3

Oceń, czy wielkości przedstawione w tabeli są wprost proporcjonalne.

Ćwiczenie 4

Jakie liczby należy wpisać w miejsce kropek, aby podane wielkości były wprost
proporcjonalne?

Tabela. Dane.

x 3 2 9

y 15 10 45

Tabela. Dane.

x 2 4 8

y 4 16 64

Tabela. Dane.

x 49 63 98

y 7 9 14

Tabela. Dane.

x 1,4 5,3 6,68

y 0,7 2,55 3,34

Tabela. Dane.

x 1 2 3

y 100 200 300

Tabela. Dane.

x 5 8 12

y 6 9 13















Ćwiczenie 5

Z podanych składników można sporządzić około  sztuk faworków.
Składniki ciasta:

 mąki

 gęstej śmietany

 żółtka

 masła

 łyżeczki cukru

 łyżeczki soli

 łyżka octu jabłkowego

Ile powinniśmy użyć poszczególnych składników, aby otrzymać  sztuk faworków?

Ćwiczenie 6

Z  świeżego masła otrzymamy, w wyniku przeróbki, około  klarowanego masła oraz
około  pianki białkowej.

1. Ile dekagramów masła klarowanego otrzymamy z  kilograma świeżego masła, a ile z 
gramów?

2. Ile kilogramów świeżego masła należy przerobić, aby otrzymać  masła klarowanego?
Ile otrzymamy wówczas pianki białkowej?

60

250 g

150 ml

4

10 g

1

2

1

4

1

90

4 kg 2,8 kg

70 dag

1 250

10 kg



Ćwiczenie 7

W ciągu jednej minuty wskazówka sekundowa zegara obróci się o kąt 

1. O ile stopni obróci się wskazówka sekundowa w ciągu  sekund, a o ile w ciągu 
sekund?

2. W jakim czasie wskazówka sekundowa obróci się o kąt 

Ćwiczenie 8

Najdłuższą rzeką w Polsce jest Wisła. Jej długość jest równa . Jaka jest długość tej
rzeki na mapie sporządzonej w skali 

Ćwiczenie 9

Basen pływacki to sztuczny zbiornik wody w kształcie prostokąta. Ma on długość  metrów
lub  metrów (basen olimpijski) oraz szerokość  metra. Ile wynosi powierzchnia basenu
pływackiego o długości  metrów, a ile o długości  metrów na mapie sporządzonej w skali 

?

360°.

15 200

225°?

1047 km

1 : 250 000?

25

50 12,5

25 50

1 : 20



Wielkości odwrotnie proporcjonalne

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Wielkości odwrotnie proporcjonalne

Dwie wielkości są odwrotnie proporcjonalne, jeżeli wraz ze wzrostem jednej z nich
pewną ilość razy, druga maleje tyle samo razy.

Zapamiętaj!

Iloczyn odpowiadających sobie wartości dwóch wielkości odwrotnie proporcjonalnych
jest stały.

Przykład 1

Wstążkę podzielono na  części po  każda. Gdyby podzielono tę wstążkę na 
jednakowych części, to jaka by była długość jednej części?
Obliczymy najpierw długość całej wstążki. Jeżeli po pierwszym podziale uzyskano 
części po , to długość całej wstążki wynosi:

4 25 cm 5

4

25 cm

4 ∙ 25 cm  =  100 cm

https://zpe.gov.pl/a/DbUoaRiiM


Dzieląc tę wstążkę na  jednakowych, części otrzymamy części o długości

Liczba jednakowych części, na które podzielimy wstążkę i długość jednej części są
wielkościami odwrotnie proporcjonalnymi. Długość całej wstążki, bez względu na to, na
ile części chcemy ją podzielić, jest zawsze taka sama, równa iloczynowi liczby
jednakowych części, na które ją dzielimy i długości jednej z nich. Zatem możemy ułożyć
i rozwiązać równanie, w którym niewiadoma  oznaczać będzie długość jednej części
przy podziale wstążki na  jednakowych części.

Przy podziale tej wstążki na  jednakowych części każda z nich będzie miała długość 
.

Przykład 2

Mama rozlała przygotowany sok do jednakowych słoików o pojemności . Gdyby
pojemność słoika była o   większa mama potrzebowałaby o   słoików mniej.
Obliczymy, do ilu słoików mama rozlała sok oraz ile było soku.
Pojemność słoika oraz liczba słoików, do których możemy rozlać daną ilość soku, to
wielkości odwrotnie proporcjonalne.
Jeżeli jako niewiadomą  oznaczymy liczbę słoików, do których mama rozlała sok, to
korzystając z faktu, że iloczyn wielkości odwrotnie proporcjonalnych jest stały,
otrzymamy równanie

Rozwiązując równanie, otrzymamy

Mama rozlała sok do  słoików o pojemności  każdy, rozlanego soku było więc

5

100 cm  :  5  =  20 cm

x

5

5 ∙ x  =  4 · 25

5x  =  100|  :  5

x  =  20

5

20 cm

0,4 l

0,1 l 10

x

0,4x  =  0,5(x –  10)

0,4x = 0,5x –  0,5 ∙ 10

0,4x = 0,5x –  5

0,4x –  0,5x = − 5

− 0,1x  =   −  5|  : (−0,1)

x  =  50

50 0,4 l



Ćwiczenie 1

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
Wielkościami odwrotnie proporcjonalnymi są

50 ∙ 0,4 l  =  20 l.

liczba szklanek, do których możemy rozlać  mleka i pojemność jednej szklanki

liczba zakupionych zeszytów i zapłacona za nie kwota przy stałej cenie za  zeszyt

długość dnia i długość nocy w ciągu doby, w różnych porach roku

krawędź sześcianu i jego objętość

liczba osób wykonujących daną pracę i czas jej wykonania (zakładając, że wydajność
pracy każdej z osób jest jednakowa)

ilość jednakowych części, na jakie podzielimy  sera i masa każdej części

10 l

1

1 kg















Ćwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fałszywe.
Wielkościami odwrotnie proporcjonalnymi są:

Ćwiczenie 3

Pociąg pospieszny jadący z prędkością  pokonał drogę między dwoma miastami
w czasie  godzin. Samochód osobowy jadący z prędkością  pokona tę samą trasę
w ciągu

wiek człowieka i jego wzrost

bok kwadratu i jego pole

prędkość, z jaką porusza się samochód i czas potrzebny na pokonanie stałego
odcinka drogi

długość i szerokość prostokąta o danym polu

cena długopisu i liczba zakupionych długopisów, jeżeli kwota, jaką możemy na nie
wydać jest stała

droga i czas potrzebny na jej pokonanie, jeżeli poruszamy się ze stałą prędkością

bok trójkąta równobocznego i jego obwód

80 km/h

6 120 km/h

 godzin

 godzin

 godzin

 godzin

4

10

8

9

























Ćwiczenie 4

Babcia Klara przygotowała sok malinowy na zimę. Sok zmieścił się w czterech  –litrowych
słojach. Babcia Klara postanowiła rozlać sok do mniejszych słoików.

1. Ile słoików o pojemności  potrzebuje babcia do rozlania soku?

2. Ile razy więcej słoików o pojemności  niż słoików o pojemności  potrzebuje
babcia do rozlania soku?

3. W ilu słoikach o pojemności  zmieści się sok, który pozostanie babci po podarowaniu 
 soku sąsiadce?

Ćwiczenie 5

Uzupełnij tabelki, wiedząc, że przedstawione w nich wielkości są odwrotnie proporcjonalne.

1. 

Tabela. Dane

2. 

Tabela. Dane

Ćwiczenie 6

Pociąg szybkobieżny TGV pokonuje odległość między Paryżem i Lyonem w ciągu  godzin.
Pociąg pospieszny jedzie z prędkością  razy mniejszą niż TGV. Jak długo trwa podróż
z Paryża do Lyonu pociągiem pospiesznym?

9
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Ćwiczenie 7

Za otrzymane z okazji Dnia Dziecka pieniądze Hania postanowiła kupić lizaki. Hania
sprawdziła, że jeden lizak kosztuje  i pomyślała, że gdyby lizak był o  groszy tańszy, to
za otrzymane pieniądze mogłaby kupić o  lizaki więcej. Ile lizaków mogła kupić Hania za
pieniądze, które otrzymała? Jaką kwotę otrzymała?

Ćwiczenie 8

Uzupełnij zdania, wpisując właściwe wyniki w wykropkowane miejsca.

1. Podczas przyjęcia urodzinowego Uli każde z  dzieci, biorących udział w przyjęciu,
otrzymało po  cukierki. Gdyby dzieci było , a cukierków tyle samo, to każde z nich
otrzymałoby po … cukierków.

2. Igor miał za zadanie narysować kilka prostokątów o tym samym polu. Jeden
z prostokątów narysowanych przez Igora ma długość  i szerokość  Drugi
z prostokątów ma długość  zatem jego szerokość wynosi … 

3. Czterech chłopców sadziło krzewy w ogródku przez  godziny. Gdyby chłopców było
sześciu, to przyjmując, że wydajność pracy każdego z nich jest taka sama, zajęłoby im to …

4. Bartek, jadąc motocyklem, pokonuje pewną trasę w ciągu  godziny, jadąc z prędkością 
 Asia, jadąc rowerem z prędkością  potrzebuje na to …

5. Szymon kupił  tulipanów po . Marek za tę samą kwotę kupił  żonkili po …

1,50 zł 30

2
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4 12

16 cm 3 cm.

12 cm cm.

1

4

0,5

80 km/h. 20 km/h,

12 1,50 zł 18



Ćwiczenie 9

Sprawdź, czy przedstawione w kolumnach tabeli pary liczb mogą być długościami
i szerokościami prostokątów o tym samym polu. Jeżeli nie, to podaj, które z par spełniają ten
warunek.

Tabela. Dane

Ćwiczenie 10

Zosia przeczytała lekturę w ciągu  dni, czytając po  stron dziennie.

1. W ciągu jakiego czasu przeczytała tę lekturę Kasia, która czytała po  stron dziennie?

2. Po ile stron dziennie czytał Tomek, który przeczytał lekturę w ciągu  dni?

Ćwiczenie 11

Koło roweru Krzysia, mające obwód  wykonało na drodze do babci  obrotów. Ile
obrotów wykona na tej drodze koło roweru mamy, którego obwód jest równy , a ile koło
roweru Zuzi, którego obwód wynosi ?

Ćwiczenie 12

Ania i Marysia miały przepisać pewną pracę na komputerze. Gdyby całą pracę miała przepisać
Ania, zajęłoby jej to  godziny, a gdyby całą pracę miała przepisać sama Marysia, zajęłoby jej to

 godzin. Ile czasu zajmie im przepisywanie pracy, jeżeli będą to robić razem?
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32 26
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Ćwiczenie 13

Do zbiornika można doprowadzić wodę dwiema rurami. Gdyby cały zbiornik trzeba było
wypełnić wodą doprowadzaną tylko przez pierwszą rurę, to zajęłoby to  godzin. Gdyby była
to tylko rura druga  godzin. Ile czasu potrzeba na wypełnienie zbiornika, jeżeli woda jest
doprowadzana jednocześnie przez obydwie rury? Ile czasu zajęłoby napełnienie zbiornika,
gdyby przez pierwsze dwie godziny wodę doprowadzały obie rury, a po upływie tego czasu
resztę wody doprowadziła tylko rura druga?

10

15



Wielkości wprost i odwrotnie proporcjonalne

Ćwiczenie 1

Sprawdź, czy wielkości podane w tabeli są wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
właściwą odpowiedź z podanych poniżej.

Tabela. Dane

Ćwiczenie 2

Sprawdź, czy wielkości podane w tabeli są wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
właściwą odpowiedź z podanych poniżej.

Tabela. Dane

1,5 0,12 0,2

4 50 30

są odwrotnie proporcjonalne

nie są proporcjonalne

są wprost proporcjonalne

0,5 100 15

0,4 80 12

są odwrotnie proporcjonalne

nie są proporcjonalne

są wprost proporcjonalne
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
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Ćwiczenie 3

Sprawdź, czy wielkości podane w tabeli są wprost lub odwrotnie proporcjonalne. Wybierz
właściwą odpowiedź z podanych poniżej.

Tabela. Dane

Ćwiczenie 4

Działki państwa Malinowskich i Jagodzińskich są prostokątami o takim samym polu. Działka
państwa Malinowskich ma długość  i szerokość . Ile metrów ma szerokość
działki państwa Jagodzińskich, jeżeli jej długość wynosi  metrów?

Ćwiczenie 5

Na pewnej mapie odległość między Książkowem i Komiksowem wynosi , a odległość
między Bajkowem a Legendowem . W rzeczywistości odległość między Książkowem
i Komiksowem wynosi . Czy prawdą jest, że odległość między Bajkowem i Legendowem
wynosi ? Wybierz poprawną odpowiedź.

1,5 0,3 1,4

5 25 5

są odwrotnie proporcjonalne

nie są proporcjonalne

są wprost proporcjonalne

200 m 0,3 km

500

1,4 cm

4,9 cm

70 km

245 km

Tak, ponieważ odległość na mapie i odległość w terenie są wielkościami wprost
proporcjonalnymi, więc ich iloczyn jest stały.

Tak, ponieważ odległość na mapie i odległość w terenie są wielkościami wprost
proporcjonalnymi, więc ich iloraz jest stały.

Nie, ponieważ odległość na mapie i odległość w terenie są wielkościami odwrotnie
proporcjonalnymi, więc ich iloczyn jest stały.
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Ćwiczenie 6

Harcerze biorący udział w biwaku postanowili na zakończenie ugotować grochówkę. Obliczyli,
że każdy z  uczestników biwaku otrzyma  grochówki. Okazało się jednak, że 
uczestników nie weźmie udziału w pożegnalnym ognisku. Jak duża porcja grochówki
przypadnie wobec tego na uczestnika pożegnalnego ogniska, jeśli cała grochówka ma być
rozdana??

Ćwiczenie 7

Gęstością nazywamy stosunek masy ciała do jego objętości. Gęstość danej substancji jest
wielkością stałą.
Kasia i Kamil wykonywali doświadczenie polegające na wyznaczeniu gęstości drewna
dębowego. Każde z nich miało do dyspozycji drewniany klocek w kształcie prostopadłościanu
i wagę szalkową. Kasia zmierzyła krawędzie swojego prostopadłościanu i obliczyła, że jego
objętość wynosi , a następnie zważyła prostopadłościan, uzyskując wynik  grama.
Prostopadłościan Kamila miał objętość  Powinien on ważyć

Ćwiczenie 8

Samochód pokonuje odległość między Gajewem i Miłkowem w ciągu  godziny. Gdyby
samochód zwiększył swoją prędkość o , to czas przejazdu skróciłby się o  minut.
Z jaką prędkością jechał samochód?

Ćwiczenie 9

Jaki będzie koszt przepisania  stron maszynopisu, jeżeli za przepisanie  stron
maszynopisu należałoby zapłacić o  więcej?

40 350 ml 5

98 cm

3

78,4

75 cm

3

.

49 g

6 g

60 g

37,5 g

1
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809,6 zł
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Ćwiczenie 10

Na wyłożenie tarasu wykorzystano  prostokątnych płytek terakoty o wymiarach  i 
. Ile prostokątnych płytek należałoby przygotować, gdyby miały one wymiary  i 
?

Ćwiczenie 11

W  gotowego koktajlu witaminowego znajduje się  białka oraz  węglowodanów.
Ile gramów białka i węglowodanów będzie zawierać  napoju?

Ćwiczenie 12

Ziemia obraca się wokół własnej osi o kąt  w ciągu doby.

1. O jaki kąt obróci się Ziemia, wokół własnej osi, w ciągu kwadransa?

2. W jakim czasie Ziemia obróci się kąt o mierze ?

Ćwiczenie 13

Pompa fontannowa w ciągu trzech godzin tłoczy  litrów wody. Ile godzin musi pracować
pompa, aby przepompować  litrów wody?

Ćwiczenie 14

Sześciu pracowników wykonuje pewną pracę w ciągu  godzin. Gdyby pracowników było o 
więcej, to zajęłoby im to:

480 40 cm

60 cm 20 cm

40 cm

100 ml 7g 8,6 g

250 ml

360°

150°

1500

345 000

16 2

 godzin

 godzin

 godzin

 godzin
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Ćwiczenie 15

Łyżeczka granulowanej kawy rozpuszczalnej waży . Sześć łyżeczek granulatu wystarczy na
sporządzenie  jednakowych filiżanek kawy.

1. Ile filiżanek kawy można przygotować ze  granulatu?

2. W kawiarni było  gości. Co czwarta osoba wypiła jedną filiżankę kawy, a trzy osoby
wypiły dwie filiżanki kawy. Ile filiżanek kawy wypili goście? Ile gramów kawy wówczas
zużyto?

2 g

4

150 g

64



Ćwiczenie 16

Basia i Krysia zaplanowały, że podczas urlopu zrobią przetwory według nowego przepisu,
który dała im sąsiadka.
Ogórki z przyprawą curry
Składniki:

 kilogramów obranych ogórków gruntowych

 szklanek wody

 szklanki cukru

 szklanka octu

 łyżki soli

 łyżka gorczycy

 paczka przyprawy curry

1. Ile szklanek wody i cukru powinny przygotować, gdyby miały  obranych ogórków?

2. Ile łyżek soli i gorczycy powinny przygotować, gdyby miały  obranych ogórków?

3. Ile kilogramów ogórków powinny przygotować, gdyby miały  paczek przyprawy curry?

4. Ile łyżek soli powinny przygotować, gdyby miały  szklanki octu?

5. Ile szklanek cukru powinny przygotować, gdyby miały  paczek przyprawy curry.

5

8

2

1

4

1

1

15 kg

25 kg
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3
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Ćwiczenie 17

Cztery jednakowe pompy wypompowują wodę ze zbiornika w ciągu  godzin  minut. Ile
dodatkowych takich pomp należy uruchomić, aby wypompowanie wody z tego zbiornika
trwało o  godziny krócej?

Ćwiczenie 18

Maciek i Kuba pracowali podczas wakacji przy zbiorze owoców. Chłopcy zarobili po .
Maciek policzył, że gdyby pracowały o  osoby mniej, to ich zarobek byłby większy o . Ile
osób (razem z Maćkiem i Kubą) pracowało przy zbiorze owoców?

Ćwiczenie 19

Piechur szedł  godziny ze stałą prędkością. Gdyby, z taką samą prędkością, szedł  godzin,
to pokonałby dystans dłuższy o  kilometrów. Jaką drogę pokonał piechur w ciągu 
godziny?

Ćwiczenie 20

Samochód osobowy przejechał  kilometrów ze stałą prędkością. Gdyby, w tym samym
czasie, jechał z prędkością o  większą, to pokonałby dystans  kilometrów. Z jaką
prędkością jechał samochód osobowy?

Ćwiczenie 21

W  roku został pobity rekord Guinnessa przez pewnego hodowcę, który pokazał światu
swój niemalże  – kilogramowy okaz brokuła. Jest on jednym ze starszych roślin uprawnych
świata i najprawdopodobniej pochodzi z Cypru.
Przeciętny brokuł waży około . Na przygotowanie sałatki warzywnej dla  osób
potrzeba  brokuły. Dla ilu osób wystarczyłoby tej sałatki, gdyby każdego brokuła powiększyć
do rozmiaru tego rekordowego?

Ćwiczenie 22
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ćwiczenie 23

Na zawody sportowe chce wyjechać  zawodników szkolnego klubu sportowego. Uczestnicy
muszą pokryć koszt wynajęcia autokaru w kwocie  od osoby. Okazało się jednak, że jeden
z zawodników doznał w ostatniej chwili kontuzji i nie pojedzie na zawody. Koszt wyjazdu na
jednego uczestnika wzrósł o

Ćwiczenie 24

Pojemność zbiornika na paliwo w samochodzie jest równa  litry. Samochód ten spala
przeciętnie  litra paliwa na .

1. Jaką drogę pokona samochód po zatankowaniu zbiornika do pełna?

2. Ile litrów paliwa będzie potrzebne do przejechania 

Ćwiczenie 25

Glazurnik ułożył płytki w łazience w ciągu  godzin. Gdyby układał o  płytek więcej w ciągu
godziny, to czas jego pracy skróciłby się o  godziny. Ile płytek układał glazurnik w ciągu
godziny?

41
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Wykorzystanie równań do rozwiązywania zadań
tekstowych

Zadania tekstowe z wykorzystaniem równań będziemy rozwiązywać w następujących
etapach

analiza zadania
ułożenie i jego rozwiązanie
sprawdzenie rozwiązania równania z warunkami zadania
zapisanie odpowiedzi

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

https://zpe.gov.pl/a/DMXGTEcqt


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Ćwiczenie 1

Agnieszka za  lat będzie  razy starsza niż  lat temu. Które równanie należy rozwiązać, aby
obliczyć wiek Agnieszki?

5 2 7

2(x− 7) = x+ 5

x− 7 = 2(x+ 5)

x− 7 = 2x+ 5

2x− 7 = x+ 5









https://zpe.gov.pl/a/DMXGTEcqt


Ćwiczenie 2

Mama jest  razy starsza od swojego syna Marka. Za  lat będzie od niego  razy starsza. Które
równanie można wykorzystać, aby obliczyć wiek?

Ćwiczenie 3

Za  jednakowe opakowania plasteliny i  blok rysunkowy Magda zapłaciła  złotych. Blok
rysunkowy jest dwa razy tańszy niż jedno opakowanie plasteliny. Ile zapłaciła Magda za
kupioną plastelinę?

5 6 3

1

5

x+ 6 =

1

3

x+ 6

x+ 6 = 3(5x+ 6)

3x+ 6 = 5x+ 6

3(x+ 6) = 5x+ 6

4 1 27,9

18,6 zł

24,8 zł

6,2 zł

12,4 zł
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Ćwiczenie 4

W sklepie z odzieżą damską cena sukienki z żakietem wynosi  złotych. Cena samej sukienki
jest o  złotych wyższa niż cena samego żakietu. Oznaczając przez  cenę sukienki,
otrzymamy równanie

Ćwiczenie 5

Firma zakupiła  aparaty cyfrowe i  projektory mul�medialne. Na zakupy przeznaczono 
 złotych. Cena jednego aparatu była wyższa od ceny jednego projektora o 

Oznaczając przez  cenę jednego projektora, otrzymamy równanie

Ćwiczenie 6

Za  lat mama będzie  razy starsza od córki. Ile lat ma mama jeżeli wiadmomo, że miała 
lat, gdy urodziła córkę?

730

230 x

x+ x+ 230 = 500

x+ x− 230 = 500

x+ x− 230 = 730

x+ x+ 230 = 730

3 2

11 400 800 zł.
x

3x+ 800 + 2x = 11 400

2(x+ 800) + 3x = 11400

2x+ 800 + 3x = 11 400

3(x+ 800) + 2x = 11400

10 2 25
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Ćwiczenie 7

Sześcioletni wnuczek Karol będzie za  lata młodszy od swojej babci  razy.

1. Ile lat miała babcia, gdy urodził się Karol?

2. Za ile lat babcia będzie  razy starsza od wnuczka?

3. Za ile lat babcia i wnuczek będą mieli razem  lat?

Ćwiczenie 8

Mama ma  lat. Jej młodsza córka ma  lat, a starsza  lat.

1. Ile lat temu mama miała  razy więcej lat niż jej córki razem?

2. Za ile lat mama będzie miała  razy więcej lat niż jej córki razem?

Ćwiczenie 9

Na premierę przedstawienia teatralnego sprzedano  biletów. Łączny koszt ze sprzedaży
tych biletów wyniósł . Bilet normalny kosztował , a ulgowy . Ile sprzedano
biletów ulgowych i ile normalnych?

Ćwiczenie 10

Kasia i Asia dostały od mamy razem . Gdyby Kasia oddała Asi  to dziewczęta miałyby
taką samą kwotę. Ile pieniędzy otrzymała każda z sióstr?

Ćwiczenie 11

Banknot  rozmieniono na monety o nominałach  i . Ile było monet każdego
rodzaju, jeśli wszystkich monet było ?

2 8

5

100

38 7 9

3

2

250

8650 zł 40 zł 25 zł

24 zł 5 zł,

200 zł 1 zł 5 zł
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Ćwiczenie 12

Znajdź liczbę, wiedząc, że jeżeli do siódmej części tej liczby dodamy , to otrzymana suma
będzie o  większa od czwartej części tej liczby.

Ćwiczenie 13

Dane są dwie liczby  i  zapisane w następującej postaci:  , . Znajdź
te liczby, wiedząc, że ich suma wynosi .

Ćwiczenie 14

Znajdź trzy kolejne liczby naturalne, wiedząc, że ich suma jest równa .

Ćwiczenie 15

Znajdź trzy kolejne liczby parzyste, wiedząc, że suma dwóch pierwszych liczb jest o 
większa od trzeciej liczby.

Ćwiczenie 16

Oblicz długości boków prostokąta o obwodzie , wiedząc, że jeden z jego boków jest o 
 dłuższy od drugiego.

Ćwiczenie 17

Obwód trójkąta równoramiennego wynosi  Oblicz długość podstawy tego trójkąta,
wiedząc, że jest ona krótsza od ramienia o 

Ćwiczenie 18

Jeżeli dwa przeciwległe boki pewnego kwadratu zwiększymy o , a pozostałe zmniejszymy
o , to otrzymamy prostokąt o obwodzie równym . Oblicz długości boków tego
kwadratu.
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1
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Ćwiczenie 19

W regulaminie konkursu fizycznego zapisano informację, która dotyczy przyznawania punktów
dodatnich i ujemnych za rozwiązanie zadania. Za każde poprawnie rozwiązane zadanie uczeń
otrzymuje  punktów, a za każde błędnie rozwiązane zadanie traci  punkty.
Podczas konkursu uczeń miał do rozwiązania  zadań. Ile zadań rozwiązał poprawnie, jeżeli
zdobył  punktów?

Ćwiczenie 20

Agata przeczytała powieść historyczną w ciągu  godzin. Czytała ją przez  dni, każdego dnia
o pół godziny dłużej niż poprzedniego. Ile godzin zajęło Agacie czytanie powieści drugiego
dnia?

Ćwiczenie 21

W czasie wakacji na obóz wyjechała  uczniów pewnej klasy. Na wyjazd z rodziną
zdecydowała się  uczniów, a na pozostanie w domu aż  osób. Ilu uczniów tej klasy
wyjechało na wakacje z rodziną, a ilu na obóz, jeżeli każdy z uczniów wybrał jedną formę
wypoczynku?

Ćwiczenie 22

Z okazji urodzin Basia upiekła rogaliki, aby poczęstować zaproszonych gości. Połowa
upieczonych rogalików była z marmoladą, połowa z pozostałych z jagodami, trzecia część
pozostałych była z rodzynkami, a  rogalików było z bitą śmietaną.
Ile rogalików z jagodami upiekła Basia?

5 2

15

47

18 3

1

5

1

3

14

6



Ćwiczenie 23

Agata jest o  lat starsza od swojej koleżanki Basi. Gdyby Agata była o  lata starsza, a Basia o 
 lata młodsza, to Agata byłaby  razy starsza od Basi.

1. Ile lat ma Basia?

2. Ile lat ma Agata?

3. Ile lat temu Agata była  razy starsza od Basi?

4. Za ile lat Agata będzie o  lat starsza od Basi?

Ćwiczenie 24

W trójkącie równoramiennym miara jednego z kątów jest o  większa od miary drugiego
kąta. Oblicz miary kątów tego trójkąta. Rozważ wszystkie możliwości.

Ćwiczenie 25

W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesiątek jest  razy większa niż cyfra jedności. Znajdź tę liczbę,
wiedząc, że kwadrat sumy jej cyfr wynosi .

Ćwiczenie 26

W liczbie trzycyfrowej cyfra dziesiątek jest dwukrotnie mniejsza niż cyfra setek i o  większa
niż cyfra jedności. Znajdź tę liczbę, wiedząc, że kwadrat sumy jej cyfr wynosi .

6 3

3 4

2

5

36°

4

100
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Nierówności stopnia pierwszego

Nierówność otrzymamy, jeżeli między dwa wyrażenia algebraiczne wstawimy jeden ze
znaków . 
Nierównościami z jedną niewiadomą są, np.:

W tym dziale zajmować się będziemy rozwiązywaniem nierówności pierwszego stopnia
(czyli liniowych) z jedną niewiadomą, np.:

Definicja: Nierówność pierwszego stopnia (liniowa) z jedną niewiadomą

Nierównością pierwszego stopnia z jedną niewiadomą nazywamy nierówność, w której
występuje dokładnie jedna niewiadoma w pierwszej potędze.
Na przykład

Definicja: Liczba spełniająca nierówność (rozwiązanie nierówności)

Mówimy, że liczba spełnia daną nierówność, jeżeli po wstawieniu jej w miejsce
niewiadomej i wykonaniu wskazanych działań otrzymamy nierówność liczbową
prawdziwą.
Na przykład:
Sprawdzimy, czy liczba  spełnia nierówność  
Podstawmy  w miejsce 

Nierówność jest prawdziwa.
Liczba  spełnia daną nierówność. Liczba  jest jednym z rozwiązań nierówności.

Definicja: Zbiór rozwiązań nierówności

Zbiór rozwiązań nierówności jest to zbiór wszystkich liczb, które spełniają daną
nierówność.

Przykład 1

<,   >,   ≤,   ≥

  − 4x+ 6 ≥ x− 4, 3x

2

+ 5 > x− 1,  a

3

+ 3 ≤ a

2

.

x ≤ 0 , 2x− 3 < 7, 1 − 3x ≥ 2x+ 2.

5x+ 3 ≤ x− 1, − x+ 3 > 9, 2x+ 4 ≤ −x+ 8, 7y− 1 > 9,

2(z− 3) ≤ 7, (−6t− 6) : (−2) ≥ 2t

−10 5x+ 3 < x− 1.

−10 x.

5(−10) + 3 < −10 − 1

−47 < −11

−10 −10



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Nierówności równoważne

Nierówności nazywamy równoważnymi, jeżeli posiadają ten sam zbiór rozwiązań.

Przykład 2

Nierówności równoważne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Podczas rozwiązywania nierówności postępujemy podobnie jak przy rozwiązywaniu
równań. Należy jednak zwrócić uwagę na mnożenie i dzielenie obydwu stron nierówności
przez liczbę ujemną.

Zapamiętaj!

Rozwiązać nierówność to znaczy znaleźć wszystkie liczby, które spełniają tę nierówność
lub wykazać, że nierówność nie ma rozwiązań. W tym celu możemy przekształcać
nierówności równoważnie, pamiętając o tym, że

do obu stron nierówności możemy dodać lub od obu stron nierówności możemy
odjąć tę samą liczbę lub wyrażenie,
obie strony nierówności możemy pomnożyć lub podzielić przez tę samą liczbę
dodatnią,
obie strony nierówności możemy pomnożyć lub podzielić przez tę samą liczbę
ujemną, pamiętając o zmianie znaku nierówności na przeciwny.

https://zpe.gov.pl/a/DNIMHSwU0


Ćwiczenie 1

Zaznacz na osi liczbowej zbiór liczb spełniających daną nierówność.

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 2

Zapisz nierówność, której zbiór rozwiązań zaznaczony jest na osi liczbowej.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

x ≥ 4

x < 5

2 ≤ x < 5

−2 < x ≤ 3



Ćwiczenie 3

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij liczby spełniające daną nierówność z dolnej sekcji do górnej.

x ≥ 6, 5

x < −5

−3 < x ≤ 4, 5

5 ≤ x ≤ 6

−2

2

3

−5,001 5 6

4,25 8,3

−5

1

5

−8 4



Ćwiczenie 4

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciągnij liczby spełniające daną nierówność z dolnej sekcji do górnej.

x ≤ −1

x ≥ 8

−1 < x ≤ 0

1 ≤ x < 8

7

1

4

0 5 7 −2 8

−1

1

3

Rozwiąż i połącz nierówność z rozwiązaniem.

5x+ 2(x− 4) > x− 2 x ≤

1

3

3(2x− 4) > −2 + x x ≥ 2

1

3

1 − 3(2x+ 1) < 2x+ 3 x > 1

2x+ 1 < 5 x > −

5

8

2 − 3x ≥ 1 x < 2

2x− 5(x− 2) ≤ 3 x > 2



Ćwiczenie 6

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 7

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 8

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary nierówności równoważne.

1+2x>1−2x 1−2x<3−2(1−2x)

−2x<4 2x−3<4x+1

3x<2x−5 1−3x>2(x+2)

2x<−3 2+3(x+1)<2x

−3x>2x+3 2(1−x)>5

x<2 2x+3(1−2x)>1−3x

Przeciągnij i upuść tak, aby nierówności były równoważne.

 i    

 i    

 i    

 i    

 i    

 i  

2x > 8   4x >  

x ≤ 1    − 2x  −2

3x− 1 < 5x   2x  −1

1 − x ≥ 2 − x   1 ≥  

x+ 2 < 2x+ 1   2x+ 4 <  

2 − 3x ≤ 5    − 6 + 9x ≥  

> < −10 ≥ −15 16 4x+ 2 ≤ 2

Przeciągnij i upuść tak, aby nierówność była zawsze prawdziwa.

   

   

   

 

3x+ 2 > 3x+  

2x− 3 ≤ 2x+  

3x+ 2 > x+  

x− 3 ≤ 1+  

−2x x− 5 1 x+ 5 x− 4 x −2 2x+ 1



Ćwiczenie 9

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 10

Nierówność, którą spełniają liczby , a nie spełniają  to

Przeciągnij i upuść tak, aby nierówność była sprzeczna.

   

   

   

 

3x+ 2 > 3x+  

2x− 3 ≤ 2x+  

3x+ 2 > x+  

x− 3 ≤ 1+  

x− 5 2x+ 5 x− 6 −5 3 x −2x x+ 5

1, 2, 3 4, 5, 6

2(x+ 2) ≥ 10

2(x+ 2) ≤ 10

2(x+ 2) > 10

2(x+ 2) < 10











Ćwiczenie 11

Najmniejsza liczba całkowita spełniająca jednocześnie nierówność 
i nierówność  to

Ćwiczenie 12

Wybierz nierówność opisującą następującą sytuację:
Tabliczka kosztowała  Po podwyżce o  za  tabliczek trzeba zapłacić więcej, niż za 
tabliczek przed podwyżką.

x

2

+ 3(x+ 1) ≥ 3

3 − 8(2 − x) < 2x

2

0

−3

1

x zł. 3 zł 5 6

6(x+ 3) < 5x

6x > 5(x+ 3)

6(x+ 3) > 5x

6x < 5(x+ 3)



















Ćwiczenie 13

Rozwiąż nierówność i zbiór rozwiązań przedstaw na osi liczbowej.

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 14

Rozwiąż nierówność i zbiór rozwiązań przedstaw na osi liczbowej.

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 15

Rozwiąż nierówność  . Podaj największą liczbę całkowitą
spełniającą tę nierówność.

Ćwiczenie 16

Rozwiąż nierówność  . Podaj wszystkie liczby naturalne spełniające
tę nierówność.

2 + 3(x− 2) ≥ 1

3(x+ 3) − 2(x− 2) < 5x

2x− 3(1 − 3x) + 2 ≥ −2(x+ 2)

3 − (2 − 3x) − 4(x− 2) > 5(1 − x) + 2x

x

3

+

2x+1

2

≥ 2x

x+3

2

+

1−x

4

< 3(x+ 2)

2x−

x−3

5

> 3 +

1−3x

2

3 −

2−x

3

− 2x ≤

x+6

5

−2(x+ 2) ≥ 2 + 3(x− 1)

2x− 3(x+ 4) ≤ −3x− 4



Ćwiczenie 17

1. Rozwiąż nierówność 

2. Podaj najmniejszą liczbę parzystą, która spełnia tę nierówność.

Ćwiczenie 18

Lena kupiła opakowanie mazaków za  i pewną liczbę kolorowych piłek po  za
sztukę. Ile maksymalnie kupiła piłek, jeżeli z  otrzymała niewielką resztę?

Ćwiczenie 19

Wypożyczalnia nart „Stok” oferuje wypożyczenie nart w cenie  za każdy dzień.
Wypożyczalnia „Ski” oferuje za pierwszy dzień wypożyczenia nart cenę , a za każdy
kolejny dzień stałą cenę . Na ile co najwyżej dni trzeba wypożyczyć narty, aby bardziej
opłacało się skorzystać z oferty wypożyczalni „Stok”?

Ćwiczenie 20

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi . Jeżeli przestawimy cyfry w tej liczbie, to otrzymana
liczba jest nie większa od początkowej liczby. Jaka to liczba? Ile jest takich liczb?

x

3

−

x−1

2

≥

15−3x

3

−

1

2

(x+ 4).

3,80 zł 2,30 zł
15 zł

15 zł
35 zł

8 zł

8



Ćwiczenie 21

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uporządkuj etapy rozwiązywania nierówności.

Start:  

Przekształcenie 1:  

Przekształcenie 2:  

Przekształcenie 3:  

Przekształcenie 4:  

Przekształcenie 5:  

Przekształcenie 6:  

Przekształcenie 7:  

Koniec: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2x− 4 − 48 − 24x > 3x− 4x+ 6

x−2

3

− 4(2 + x) >

x

2

−

2x−3

3

−21x > 58

2(x− 2) − 48 − 24x > 3x− 2(2x− 3) −22x+ x > 6 + 52

x−2

3

− 8 − 4x >

x

2

−

2x−3

3

x < −2

16

21

  −22x− 52 > 6 − x x < −

58

21



Rozwiązywanie zadań tekstowych
z wykorzystaniem równań i procentów

Przykład 1

Równania wykorzystujemy do rozwiązywania zadań związanych ze stężeniem
procentowym roztworów.

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

Obliczmy, ile soli należy wsypać do  wody, aby otrzymać roztwór
dwudziestoprocentowy.
Korzystając z wcześniejszych przykładów, możemy posłużyć się interpretacją graficzną
zadania.

270 dag

https://zpe.gov.pl/a/DJn2EDbgV


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podobnie jak w poprzednich przykładach do rozwiązania zadania posłuży nam równanie
zapisane nad probówkami:

Do  wody należy dosypać  soli, aby otrzymać roztwór
dwudziestoprocentowy.
Przykład 3

Obliczymy stężenie procentowe solanki powstałej po dolaniu  wody do 
solanki dziesięcioprocentowej.
Korzystając z wcześniejszych przykładów, możemy posłużyć się interpretacją graficzną
zadania

x  =  20%(270  +  x) 

x  =  0,2(270  +  x)

x  =  0,2 ∙ 270  +  0,2x

x  =  54  +  0,2x

x –  0,2x  =  54

0,8x  =  54 |  : 0,8

x  =  67,5

270 dag 67,5 dag

150 g 250 g



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Podobnie jak w poprzednich przykładach do rozwiązania zadania posłuży nam równanie.

Stężenie procentowe solanki powstałej po dolaniu  wody do  solanki
dziesięcioprocentowej wynosi .

Ćwiczenie 1
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 2

Z zestawień statystycznych dotyczących przetwarzania odpadów komunalnych w Unii
Europejskiej w roku  wynika, że ilość wytworzonych odpadów komunalnych we Francji
jest o . ton większa niż w Polsce. Recyklingowi poddawane jest około  odpadów
w Polsce i około  odpadów we Francji. Ile tysięcy ton odpadów komunalnych
wytworzono w Polsce w  roku, jeżeli ilość odpadów poddanych recyklingowi w Polsce
była o  ton mniejsza niż we Francji?

10% · 250 =  x · 400

0,1 ∙ 250  =  400x 

25  =  400x| : 400

x  =  0,0625  =  6,25%

150 g 250 g

6,25%

2011

22,2 tys 9%

19%

2011

5,428 tys



Ćwiczenie 3

Podczas wakacji Hania wybrała się na zagraniczne kolonie organizowane przez biuro podróży.
W grupie, w której znalazła się Hania,  – latki stanowiły  grupy,  – latek było o 
punktów procentowych mniej niż  – latek i były jeszcze trzy  – latki. Ile osób liczyła grupa,
w której znalazła się Hania?

Ćwiczenie 4

W sekcji łyżwiarstwa figurowego klubu sportowego „ Śnieżynka” jest  dziewcząt i 
chłopców. Ile dziewcząt musi zapisać się do klubu, aby stanowiły one  wszystkich
członków klubu? Ilu chłopców musi zapisać się do klubu, aby stanowili oni  wszystkich
członków klubu?

Ćwiczenie 5

Klub wędkarski „ Pstrąg” liczył  członków i byli to sami mężczyźni. Po przyjęciu kilkunastu
kobiet okazało się, że mężczyźni stanowią  wszystkich członków klubu. Oceń
prawdziwość poniższych zdań.

Ćwiczenie 6

Prostokąt ma obwód równy . Gdyby krótszy bok tego prostokąta wydłużono o 
a dłuższy skrócono o , to otrzymany prostokąt byłby kwadratem. Jakie są długości boków
prostokąta?

15 60 % 14 35

15 16

20 6

85%

37,5 %

60

80%

Wszystkich wędkarzy jest teraz w klubie 

Liczba wszystkich członków klubu wynosi teraz  osoby.

Liczba kobiet przyjętych do klubu wynosi 

Przyjęto  kobiet.

75.

72

12.

15

20 cm 10%,

10%











Ćwiczenie 7

W pudełku były cukierki owocowe, czekoladowe i krówki. Krówki stanowiły  wszystkich
cukierków, a cukierki czekoladowe  pozostałych. Cukierków owocowych było . Ile
było wszystkich cukierków? Ile cukierków czekoladowych znajdowało się w pudełku?

Ćwiczenie 8

Kamil i Krzysztof, którzy kolekcjonują monety, mieli po tyle samo monet. W ciągu roku
kolekcja Kamila wzrosła o , a kolekcja Krzysztofa o  monet i wtedy okazało się, że Kamil
ma o monet więcej niż Krzysztof. Po ile monet mieli chłopcy przed powiększeniem
kolekcji?

Ćwiczenie 9

W klasie  liczba chłopców stanowi  liczby wszystkich dziewcząt. 
Klasa  liczy  uczniów. Ile dziewcząt i ilu chłopców jest w tej klasie?

Ćwiczenie 10

W klasie  liczba chłopców stanowi  liczby wszystkich dziewcząt. Gdyby do klasy
przyjęto jeszcze  chłopców, to liczba dziewcząt i chłopców w klasie byłyby jednakowa. Ile
dziewcząt i ilu chłopców jest w tej klasie?

Ćwiczenie 11

W klasie  liczba chłopców stanowi  liczby wszystkich dziewcząt. Liczba dziewcząt
uczących się języka angielskiego jest o  mniejsza od liczby chłopców w tej klasie. Ilu uczniów
liczy klasa, jeżeli języka angielskiego uczy się  dziewczynek?

10%

60 % 18

20% 25

10% 

Ia 60%

Ia 32

Ia 60%

6

Ia 60%

2

10



Ćwiczenie 12

W pudełku znajdują się czekoladki z gorzkiej i mlecznej czekolady, przy czym mlecznych
czekoladek powinno być . Ile mlecznych czekoladek należy dołożyć do pudełka, aby ich
liczba stanowiła  wszystkich jeżeli wśród 50 czekoladek znajdujących się w pudełku 
stanowią czekoladki z gorzkiej czekolady?

Ćwiczenie 13

Galeria „Art” posiada  obrazów, w tym  obrazów autorstwa polskich malarzy. Wśród
obrazów będących w posiadaniu galerii „Modern” jest  obrazów namalowanych przez
polskich malarzy. Gdyby połączono zbiory obu galerii, to obrazy polskich malarzy stanowiłyby 

 wszystkich obrazów.

1. Ile obrazów posiada galeria „Modern”?

2. Ile obrazów polskich malarzy znajdowałoby się w połączonych zbiorach obu galerii?

Ćwiczenie 14

Wśród klientów biura podróży, którzy wykupili wyjazd na wczasy rodzinne,  wybrało
Egipt, o  osoby mniej wybrały wyjazd do Turcji. Nad Morze Śródziemne zdecydowały się
wyjechać  osoby. Ilu było wszystkich klientów biura, którzy zdecydowali się na ofertę
wakacyjną?

Ćwiczenie 15

Maciek i Filip mieli po tyle samo cukierków, którymi postanowili podzielić się z Tolą. Maciek
oddał Toli  wszystkich swoich cukierków, a Filip podarował  cukierków. Wtedy okazało
się, że Maćkowi pozostało o  cukierków więcej niż Filipowi.

1. Po ile cukierków mieli Maciek i Filip na początku?

2. Ile cukierków dostała Tola?

95%

95% 6%

1000 900

75%

80%

40%

4

24

40% 15

20%



Ćwiczenie 16

Jakie ilości solanek o stężeniach  i  należy zmieszać, aby otrzymać  solanki
o stężeniu ?

Ćwiczenie 17

Naszyjniki stanowią  kolekcji jubilerskiej, a   z nich to naszyjniki z brylantami. Oprócz
naszyjników kolekcja zawiera pierścionki, których jest o  więcej niż naszyjników
z brylantami. Ile naszyjników z brylantami liczy ta kolekcja?

8% 12% 15 kg

10%

20% 40%

144



Przekształcanie wzorów

Wzór to inaczej równanie matematyczne wyrażające związek między pewnymi zmiennymi
wielkościami. Może w nim występować jedna lub kilka niewiadomych. Przekształcanie
wzorów polega na wyznaczaniu niewiadomej w zależności od innych zmiennych.
Ma to zastosowanie przy wyznaczaniu potrzebnych niewiadomych ze wzorów
matematycznych, fizycznych, chemicznych.

Przykład 1

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 2

https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo


Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przykład 3

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo
https://zpe.gov.pl/a/D3qFM5mTo


Ćwiczenie 1

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 2

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Połącz w pary wzór z jego opisem.

2a+2b
wzór na obwód trójkąta

równoramiennego

a+b+c wzór na obwód kwadratu

3a wzór na obwód prostokąta

4a
wzór na obwód trójkąta

równobocznego

2a+b wzór na obwód dowolnego trójkąta

Przeciągnij i upuść.

Jeśli , to    

Jeśli , to    

Jeśli , to    

Jeśli , to   

y = 0, 25 x x =  y

s = 0, 4t t =  s

z = 5v v =  z

p =

2

3

q q =  p

3

2

4

5

2

1

5



Ćwiczenie 3

Z podanego wzoru wyznacz zmienną .

1. 

2. 

3. 

4. 

Ćwiczenie 4

Z podanego równania

1.  wyznacz  i 

2.  wyznacz ,  i 

3.  wyznacz  i 

4.  wyznacz  i 

x

2x− 1 = x+ 2a

1 − x = 1 − 2a

x+ 2y+ z = y

a+ ab + 2x = b+ 3x

2x− 3a = 3a+ 2 a x

5z− 4x = 3v+ 3z+ 3x z x v

2(a− 2b) = 3(2a+ b) a b

3x− 3(a− 2x) = a+ 2(a+ 5x) a x



Ćwiczenie 5

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 6

Z podanego wzoru wyznacz wskazane zmienne. Wszystkie zmienne są liczbami dodatnimi.

1.  wyznacz  i 

2.  wyznacz  i 

3.  wyznacz  i 

4.  wyznacz  i 

Z podanego wzoru wyznacz zmienną . Przyjmij, że wszystkie zmienne są różne od zera.  

Przeciągnij i upuść.

   

   

   

 

x

2bx− a = c− 3bx  

3nm− 5nx = 2n(1 − 5x)  

2ab− 2ax+ b = 3a(2x+ 3b)  

−2(px+ p) + pq = p(4 − x+ 2q) + 1  

x =

2n+3mn

5

  x =

−6p−pq+1

p

   x =

2−3m

5

  x =

a+c

5b

  x =

7ab−b

8a 

  

x =

b−7ab

8a 

  x =

a−c

5b

  x =

−6p−pq−1

p

  

a

b

=

c

d

c d

a

2b

=

3c

d

c d

a+1

b

=

2

c

b c

a

b+1

=

3c

d+2

a c



Ćwiczenie 7

Z podanego wzoru wyznacz wskazaną zmienną. Podaj konieczne założenia.

1.  wyznacz 

2.  wyznacz 

3.  wyznacz 

4.  wyznacz 

Ćwiczenie 8

Z podanego wzoru wyznacz wskazaną zmienną. Podaj konieczne założenia.

1. , wyznacz 

2. , wyznacz 

3. , wyznacz 

4. , wyznacz 

Ćwiczenie 9

Z podanego wzoru wyznacz wskazaną zmienną.

1. , wyznacz 

2. , wyznacz 

3. , wyznacz 

4. , wyznacz 

P =

a+b

2

∙ h  h

O = 3(a+ b+ c) b

V = a ∙ b ∙ h h

V =

1

3

a

2

∙ h h

I =

U

R

U

F = m ∙ a m

s =

a∙t

2

2

a

T

1

v

1

=

T

2

v

2

T

1

2x+ c = ax + 2 x

v− 3z = p(v+ 2) v

a =

b

b+1

b

x =

y+1

y

+ z y



Ćwiczenie 10

Jeżeli  to

Ćwiczenie 11

Po wyznaczeniu  ze wzoru , otrzymamy

X =  

Y

Z

(Z > 0 ,  X > 0,  Y > 0)

Z =

Y

X

Z =

X

Y

Z = X − Y

Z = XY

x bx − 3c = cx − 5

x =  

3c−5

b+c

  dla b ≠ −c

x =  

3c−5

b−c

  dla b ≠ c

x =  

3c+5

b−c

  dla b ≠ c

x =  

3c+5

b+c

  dla b ≠ −c



















Ćwiczenie 12

Wysokość trapezu o podstawach  i  oraz polu  jest równa

Ćwiczenie 13

Podaj wzór na pole trójkąta o podstawie równej  i wysokości równej . Wyznacz z tego
wzoru podstawę i wysokość tego trójkąta.

Ćwiczenie 14

Obwód równoległoboku o bokach  i  wynosi . Wyznacz długości boków
równoległoboku.

Ćwiczenie 15

Boki czworokąta mają długości  i , a jego obwód wynosi . Wyznacz
długość najkrótszego i najdłuższego boku czworokąta.

x 3x (x > 0) 3p (p > 0)

h =

3x

2p

h =

3p

2x

h =

2p

3x

h =

2x

3p

x 3y

x 2y 3z

x,  2x,  3x 4x p+ 3q











Ćwiczenie 16

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ćwiczenie 17

Do wzoru  podstaw odpowiednio:  i  . Doprowadź wzór do
najprostszej postaci. Wyznacz  i  oraz podaj konieczne założenia.

Ćwiczenie 18

Wyszukaj w dostępnych źródłach informacje o zjawisku fizycznym, które opisane jest wzorem.
Wyznacz z tego wzoru jedną ze zmiennych.

Uszereguj równości w odpowiedniej kolejności, aby ze wzoru wyznaczyć . Podaj konieczne
założenia.

Przeciągnij i upuść.

Start:  

Przekształcenie 1:  

Przekształcenie 2:  

Przekształcenie 3:  

Przekształcenie 4:  

Koniec:  

Założenia: 

v

 

 

 

 

 

 

 

6v− tv = st− 3p v =  

st−3p

6−t 

t ≠ 0 t ≠ 6 3(p+ 2v) = (s+ v)t

3p+ 6v = st+ vt v(6 − t) = st− 3p p+ 2v =

s+v

3

t t ≠ −6

x =

y

z

y =

a+b

2

z =

2a−b

3

a b



Siatki i modele brył

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje leżące na stole kostki do gry. Kreślone są krawędzie jednej kostki –
powstaje sześcian. Dwa jednakowe sześciany rozkładają się na dwie różne siatki sześcianu.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje dwie różne siatki sześcianu, które składają się w jednakowe
sześciany. Sześcian zamienia się w kostkę do gry, która leży z innymi kostkami na stole.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje kolumny. Kreślone są krawędzie jednej kolumny – powstaje
prostopadłościan. Dwa jednakowe prostopadłościany rozkładają się na dwie różne siatki
prostopadłościanu.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje dwie różne siatki prostopadłościanu, które składają się w jednakowe
prostopadłościany. Prostopadłościan zmienia się w kolumnę, która stoi obok innych
kolumn.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje nakrętki na śruby. Kreślone są krawędzie jednej nakrętki – powstaje
graniastosłup o podstawie sześciokąta foremnego. Dwa jednakowe graniastosłupy
rozkładają się na dwie różne siatki graniastosłupa.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf


Animacja 3D pokazuje dwie różne siatki graniastosłupa, które składają się w jednakowe
graniastosłupy. Graniastosłup zamienia się w nakrętkę leżącą między nakrętkami.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki w kształcie brył. Kreślone są krawędzie jednego
klocka – powstaje ostrosłup. Następnie dwa jednakowe ostrosłupy rozkładają się na dwie
różne siatki ostrosłupa.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje dwie siatki ostrosłupa prawidłowego czworokątnego, które składają
się w jednakowe ostrosłupy. Ostrosłup zamienia się w drewniany klocek leżący między
innymi klockami.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje graniastosłup o podstawie pięciokąta foremnego, który rozkłada się
w siatkę graniastosłupa.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatkę graniastosłupa o podstawie pięciokąta, która składa się
w graniastosłup.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje graniastosłup o podstawie sześciokąta, który rozkłada się na siatkę
graniastosłupa.

https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf


Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatkę graniastosłupa o podstawie sześciokąta, która składa się
w graniastosłup.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje siatkę graniastosłupa o podstawie trójkąta, która składa się
w graniastosłup. Graniastosłup zmienia się w drewniany klocek leżący wśród innych
klocków.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje drewniane klocki. Kreślone są krawędzie jednego klocka – powstaje
graniastosłup o podstawie trójkąta, który rozkłada się na siatkę graniastosłupa.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf

Animacja 3D pokazuje prostopadłościan, który rozkłada się na siatkę prostopadłościanu.
Zaznaczone są pola poszczególnych ścian: P = a razy b, P = b razy c, P = a razy c. Zapis: P =
2a razy b +2b razy c +2a razy c.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje sześcian, który rozkłada się na siatkę sześcianu o krawędzi długości
a. Zapis P = 6 razy a do kwadratu.

https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf


Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje budynek. Kreślone są krawędzie budynku – powstaje sześcian.
Następnie przekroje skośne i poprzeczne dzielą sześcian na dwie bryły.

Film dostępny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja 3D pokazuje czajnik, który zamienia się w stożek. Następnie przekroje
poprzeczne i skośne dzielą stożek na dwie bryły.

https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf
https://zpe.gov.pl/a/DT2ZDz7vf


Słowniczek

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów bok – bok – bok (bbb)

Jeżeli dwa trójkąty mają odpowiadające sobie boki równe, to te trójkąty są przystające.

Jeżeli  to trójkąt  jest przystający do trójkąta . 
Zapisujemy symbolicznie

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów bok - kąt - bok (bkb)

Jeżeli dwa boki i kąt zawarty pomiędzy nimi w jednym trójkącie, są równe dwóm bokom
i kątowi zawartemu między nimi w drugim trójkącie, to te trójkąty są przystające.

I

AB = DE,AC = DF,CB = FE, ABC DEF

ΔABC ≡ ΔDEF

II



Jeżeli  to trójkąt  jest przystający do trójkąta 

Twierdzenie:  cecha przystawania trójkątów kąt - bok - kąt (kbk)

Jeżeli bok i dwa przyległe do niego kąty w jednym trójkącie są odpowiednio równe
bokowi i dwóm przyległym do niego kątom drugiego trójkąta, to trójkąty te są przystające.

Jeżeli  i  , to trójkąt  jest przystający do
trójkąta .

Definicja: Deltoid

AB = DE,AC = DF,∡BAC = ∡EDF ABC

DEF.

III

AB = DE,∡BAC = ∡EDF ∡ABC = ∡DEF ABC

DEF



Deltoidem nazywamy czworokąt, którego jedna z przekątnych leży na jego osi symetrii.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Dwie proste przecięte trzecią prostą 

Jeżeli dwie proste przecięte są trzecią prostą i utworzone w ten sposób kąty
odpowiadające są równe, to proste te są równoległe.
Jeżeli dwie proste przecięte są trzecią prostą i utworzone w ten sposób kąty
naprzemianległe są równe, to proste te są równoległe.

Definicja: Dwusieczna kąta

Dwusieczną kąta trójkąta nazywamy półprostą o początku w wierzchołku tego kąta, która
dzieli ten kąt na dwa kąty o jednakowych miarach.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Dwusieczna kąta



Dwusieczną kąta nazywamy półprostą  o początku w wierzchołku tego kąta, która dzieli
ten kąt na dwa kąty o jednakowych miarach.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Figura osiowosymetryczna

Figurę  nazywamy osiowosymetryczną, jeżeli istnieje taka prosta , iż każdy punkt
figury  po przekształceniu w symetrii względem prostej  należy do figury . Weźmy
trzy przykładowe punkty  i znajdźmy obrazy , ,  tych punktów w symetrii
względem prostej . 
Prostą  nazywamy osią symetrii figury .

p

G p

G p G

A,  B,  C A' B’ C’

p

p G



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Figura środkowosymetryczna          

Figurę  nazywamy środkowosymetryczną, jeżeli istnieje taki punkt , że obraz każdego
punktu figury  w symetrii względem punktu  też należy do tej figury. Punkt 
nazywamy wtedy środkiem symetrii figury .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Figury przystające

Figury, które mają ten sam kształt i tę samą wielkość nazywamy przystającymi.

Definicja: Jednomian

Jednomianem nazywamy wyrażenie algebraiczne, które jest liczbą, literą lub iloczynem
liczb i liter.

Definicja: Jednomiany podobne

Jednomianami podobnymi nazywamy jednomiany, w których występują takie same
czynniki literowe w tej samej potędze.
Jednomiany podobne różnią się współczynnikiem liczbowym lub kolejnością
czynników. Jednomiany podobne występujące w sumie algebraicznej nazywamy
wyrazami podobnymi sumy algebraicznej.

G S

G S S

G

https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI


Definicja: Kąt

Dwie półproste o wspólnym początku rozcinają płaszczyznę na dwie części. Każdą z tych
części, wraz z tymi półprostymi nazywamy kątem.
Wierzchołkiem kąta nazywamy wspólny początek obu półprostych, a każdą z 
półprostych nazywamy ramieniem kąta.

Definicja: Kąty odpowiadające i naprzemianległe

Proste  i   są przecięte prostą 

Kąty:  i  ,  i   i   oraz  i  to pary kątów odpowiadających.
Kąty  i   oraz i   to pary kątów naprzemianległych wewnętrznych.
Kąty  i   oraz  i   to pary kątów naprzemianległych zewnętrznych.

Definicja: Kąty przyległe i wierzchołkowe

Kąty przyległe to dwa kąty wypukłe, które mają jedno ramię wspólne, a pozostałe
ramiona dopełniają się do prostej.
Kąty wierzchołkowe to dwa kąty wypukłe, które mają wspólny wierzchołek
i przedłużeniem ramion jednego kąta są odpowiednie ramiona drugiego kąta.

k l c.

α α

1

 β β

1

,  γ γ

1

δ δ

1

 

α
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β γ

1

α δ
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Na przykład  i   na rysunku są kątami przyległymi. Pary kątów wierzchołkowych to 
 i   oraz  i 

Twierdzenie: Kąty przy prostych równoległych 

Jeżeli dwie proste równoległe przetniemy trzecią prostą, to tak utworzone kąty
odpowiadające są równe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli dwie proste równoległe przetniemy trzecią prostą, to tak utworzone kąty
naprzemianległe wewnętrzne są równe oraz kąty naprzemianległe zewnętrzne są
równe.

α γ

α β γ δ.



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Własność: Kąty przystające      

Dwa kąty o równych miarach są przystające.

Twierdzenie: Kąty wierzchołkowe

Kąty wierzchołkowe mają równe miary.

Definicja: Kąty wypukłe, kąty wklęsłe

Kąty, których miara jest mniejsza od  lub równa  nazywamy kątami
wypukłymi.
Kąty, których miara jest większa od , ale mniejsza od , to kąty wklęsłe.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Definicja: Kąt zewnętrzny trójkąta

Kątem zewnętrznym trójkąta nazywamy każdy kąt przyległy do kąta wewnętrznego tego
trójkąta.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 – kąty zewnętrzne, przyległe do kąta 

Definicja: Koło   

Kołem o  środku w punkcie  i promieniu  nazywamy zbiór tych punktów płaszczyzny,
których odległość od punktu  jest mniejsza bądź równa .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 – koło o środku w punkcie  i promieniu 

β, γ α

S r

S r

K(S, r) S r



Definicja: Liczba przeciwna

Liczba przeciwna do danej liczby  to taka liczba , że zachodzi równość

Definicja: Liczba spełniająca dane równanie

Liczba spełnia dane równanie, jeżeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadomej
i wykonaniu działań po obu stronach równania, otrzymamy prawdziwą równość
liczbową.

Definicja: Liczba spełniająca nierówność (rozwiązanie nierówności)

Mówimy, że liczba spełnia daną nierówność, jeżeli po wstawieniu jej w miejsce
niewiadomej i wykonaniu wskazanych działań otrzymamy nierówność liczbową
prawdziwą.
Na przykład:
Sprawdzimy, czy liczba  spełnia nierówność  
Podstawmy  w miejsce 

Nierówność jest prawdziwa.
Liczba  spełnia daną nierówność. Liczba  jest jednym z rozwiązań nierówności.

Definicja: Liczba wymierna

Liczba wymierna to liczba, którą można przedstawić w postaci ułamka  gdzie  i   są
liczbami całkowitymi i  .

Definicja: Liczby pierwsze, liczby złożone

Liczbę naturalną  większą od  nazywamy liczbą pierwszą, jeżeli jej jedynymi
dzielnikami są liczby  i  . Liczby naturalne większe od , które nie są liczbami
pierwszymi nazywamy liczbami złożonymi. Liczby  i   nie są ani liczbami pierwszymi,
ani złożonymi.

Własność: Liczby wymierne

Liczbami wymiernymi są liczby naturalne, całkowite i ułamki.

a −a

a+ (−a) = 0

−10 5x+ 3 < x− 1.

−10 x.

5(−10) + 3 < −10 − 1

−47 < −11

−10 −10

a

b

, a b

b ≠ 0

n 1

1 n 1

0 1



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Najmniejsza wspólna wielokrotność

Najmniejszą wspólną wielokrotnością liczb naturalnych dodatnich  i   (oznaczamy 
 nazywamy najmniejszą liczbę naturalną dodatnią, która jest podzielna przez

liczbę  i liczbę .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Największy wspólny dzielnik

a b

NWW(a,  b)

a b

https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI


Największym wspólnym dzielnikiem dodatnich liczb naturalnych  i   (oznaczamy 
 nazywamy największą liczbę naturalną, która jest jednocześnie dzielnikiem

liczby  i liczby .

Film dostępny na portalu epodreczniki.pl

Animacja

Definicja: Nierówności równoważne

Nierówności nazywamy równoważnymi, jeżeli posiadają ten sam zbiór rozwiązań.

Definicja: Nierówność pierwszego stopnia (liniowa) z jedną niewiadomą

Nierównością pierwszego stopnia z jedną niewiadomą nazywamy nierówność, w której
występuje dokładnie jedna niewiadoma w pierwszej potędze.
Na przykład

Twierdzenie: Nierówność trójkąta

W dowolnym trójkącie długość każdego boku jest mniejsza od sumy długości pozostałych
boków.
Z odcinków o długościach  można zbudować trójkąt wtedy i tylko wtedy, gdy

a b

NWD(a, b))

a b

5x+ 3 ≤ x− 1, − x+ 3 > 9, 2x+ 4 ≤ −x+ 8, 7y− 1 > 9,

2(z− 3) ≤ 7, (−6t− 6) : (−2) ≥ 2t

a,  b,  c

a < b+ c

https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI


Własność: Obraz figury w symetrii środkowej i w symetrii osiowej

Obrazem figury w symetrii środkowej jest figura do niej przystająca.
Obrazem figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystająca.

Definicja: Obwód wielokąta

Obwód wielokąta to suma długości wszystkich jego boków.

Definicja: Odcinek

Część prostej zawartej między dwoma punktami, wraz z tymi punktami, to odcinek.

Definicja: Odległość między dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej

Odległość między dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej jest równa długości
odcinka łączącego punkty odpowiadające tym liczbom.

Własność: Odległość środka okręgu

Odległość środka okręgu wpisanego w wielokąt od każdego z boków tego wielokąta jest
równa promieniowi tego okręgu.

Definicja: Odwrotność liczby

Liczba odwrotna do danej liczby , to taka liczba , że

Odwrotnością liczby , gdzie  jest liczba .

Definicja: Okrąg   

Okręgiem o środku w punkcie  i promieniu  nazywamy zbiór tych wszystkich
punktów płaszczyzny, których odległość od punktu  jest równa .

b < a+ c

c < a+ b

a b

a ∙ b = 1

a a ≠ 0

1

a

S r

S r



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

 – okrąg ośrodku w punkcie  i promieniu 

Definicja: Okrąg opisany na trójkącie

Jeżeli na okręgu leżą wszystkie wierzchołki trójkąta, to taki okrąg nazywamy okręgiem
opisanym na trójkącie. O  trójkącie mówimy, że jest wpisany w okrąg.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Okrąg opisany na trójkącie   

O(S, r) S r



Na każdym trójkącie można opisać okrąg. Środek tego okręgu leży na przecięciu
symetralnych boków tego trójkąta.

Definicja: Okrąg wpisany w wielokąt

Jeśli każdy z boków wielokąta jest styczny do okręgu, to ten wielokąt nazywamy opisanym
na okręgu. Okrąg nazywamy wtedy wpisanym w wielokąt.

Definicja: Ortocentrum trójkąta

Punkt, w którym przecinają się proste zawierające wysokości trójkąta nazywamy
ortocentrum trójkąta i oznaczamy go najczęściej dużą literą .

Twierdzenie: Pole równoległoboku

Pole równoległoboku jest równe iloczynowi wysokości równoległoboku i długości
podstawy, do której ta wysokość została poprowadzona.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Półpłaszczyzna

Prosta dzieli płaszczyznę na dwie części. Każdą z nich wraz z tą prostą nazywamy
półpłaszczyzną. Prosta ta jest brzegiem każdej z tych półpłaszczyzn.

H



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Procent

Jeden procent to jedna setna.

Definicja: Promil

Jeden promil to jedna tysięczna.

Definicja: Proporcja

Równość postaci  dla  nazywamy proporcją. 
Wyrazy  i   nazywają się skrajnymi, a wyrazy  i   środkowymi.

Własność: Prosta i punkty 

Przez jeden punkt przechodzi nieskończenie wiele prostych.
Przez dwa różne punkty przechodzi dokładnie jedna prosta.

Definicja: Przekątna wielokąta

1% =

1

100

= 0,01

1‰ =

1

1000

= 0,001
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=
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a d b c

https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI


Przekątna wielokąta to odcinek łączący dwa wierzchołki tego wielokąta, nieleżące przy
tym samym boku.

Twierdzenie: Przekątne wielokąta

Niech  będzie liczbą naturalną większą od . 
Wielokąt o   – bokach ma  przekątnych.

Twierdzenie: Przystawanie kwadratów

Dwa kwadraty są przystające, jeżeli ich boki są równe lub równe są ich przekątne.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: Punkt przecięcia dwusiecznych kąta

Dwusieczne kątów trójkąta przecinają się w jednym punkcie.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Definicja: Redukcja wyrazów podobnych

Redukcją wyrazów podobnych nazywamy przekształcenie sumy algebraicznej polegające
na wykonaniu dodawania lub odejmowania wyrazów podobnych. W wyniku redukcji
wyrazów podobnych, otrzymujemy prostszą postać sumy algebraicznej.

Definicja: Rodzaje kątów

Kąt, którego miara jest mniejsza od , ale większa od , nazywamy kątem ostrym.
Kąt, którego miara jest równa , nazywamy kątem prostym.
Kąt, którego miara jest większa od , ale mniejsza od , nazywamy kątem
rozwartym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Romb

Jeśli w równoległoboku wszystkie boki są równe, to równoległobok nazywamy rombem.

Definicja: Rozwiązanie równania

Liczbę, która spełnia dane równanie nazywamy rozwiązaniem lub pierwiastkiem
równania.

Własność: Rozwinięcie ułamka zwykłego

Każdy ułamek zwykły ma rozwinięcie dziesiętne skończone lub nieskończone okresowe.

Definicja: Równania równoważne

Mówimy, że równania z tymi samymi niewiadomymi są równoważne wtedy i tylko wtedy,
gdy posiadają taki sam zbiór rozwiązań.

Definicja: Równanie

Równaniem nazywamy równość dwóch wyrażeń algebraicznych, z których
w przynajmniej jednym występuje co najmniej jedna zmienna, zwana niewiadomą.

90° 0°

90°

90° 180°



Na przykład:

Definicja: Równanie pierwszego stopnia (liniowe)

Równaniem pierwszego stopnia z jedną niewiadomą (liniowym) nazywamy równanie,
w którym niewiadoma występuje w pierwszej potędze.
Na przykład

Definicja: Równanie sprzeczne

Równanie, które nie ma rozwiązania nazywamy równaniem sprzecznym.

Definicja: Równanie tożsamościowe

Równanie, które jest spełnione przez każdą liczbę rzeczywistą nazywamy równaniem
tożsamościowym.

Definicja: Równanie z jedną niewiadomą

Równaniem z jedną niewiadomą nazywamy równość dwóch wyrażeń algebraicznych,
w których występuje dokładnie jedna niewiadoma.
Na przykład

Definicja: Równoległobok

Czworokąt, który ma dwie pary boków równoległych, nazywamy równoległobokiem.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Sieczna okręgu

Prostą mającą dwa punkty wspólne z okręgiem nazywamy sieczną okręgu.

3xy = 5, 3x+ t

2

= 10

−x+ 3 = 92x+ 4 = −x+ 87y− 1 = 92(z− 3) = 7(−6t− 6) : (−2) = 2t

5x+ 3 = x− 1z

2

= 4x

2

+ 5x+ 6 = 0y

3

= −1t

4

+ 1 = 2 



Definicja: Stosunek dwóch wielkości

Stosunkiem dwóch wielkości nazywamy iloraz odpowiadających sobie wartości tych
wielkości. Zapisuje się go zwykle w postaci ilorazu liczb naturalnych.

Definicja: Styczna do okręgu

Prostą mającą dokładnie jeden punkt wspólny z okręgiem nazywamy styczną do okręgu.

Definicja: Suma algebraiczna

Sumą algebraiczną nazywamy wyrażenie, które jest sumą jednomianów. Jednomiany te
nazywamy wyrazami sumy.
Wyrażenie algebraiczne, w którym występuje odejmowanie jednomianów, jest także sumą
algebraiczną, ponieważ odejmowanie możemy zastąpić dodawaniem jednomianów
przeciwnych.

Twierdzenie: Suma kątów leżących przy ramieniu trapezu

Suma miar kątów leżących przy jednym z ramion trapezu jest równa .

Twierdzenie: Suma miar kątów

Niech  będzie liczbą naturalną większą od . 
Suma miar kątów  – kąta jest równa .

Twierdzenie: Suma miar kątów trójkąta

Suma miar kątów trójkąta jest równa 

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Symetralna odcinka

6x

2

− 4y− (−5x) − 13xy = 6x

2

+ (−4y) + 5x+ (−13 xy).

180°

n 2

n (n− 2) ⋅ 180°

180°.



Symetralna odcinka to prosta prostopadła do tego odcinka, przechodząca przez jego
środek.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

.

Definicja: Symetria osiowa

Punkt  jest symetryczny do punktu  względem prostej  jest obrazem punktu 
w symetrii względem prostej  jeżeli

punkty  i   leżą na prostej prostopadłej do prostej 
punkty  i   leżą po przeciwnych stronach prostej 
odległość punktu  od prostej  jest taka sama jak odległość punktu  od prostej 

A' A m (A' A

m),

A A’ m

A A’ m

A m A’ m



Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jeżeli punkt  leży na prostej  to .

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Symetrię względem prostej nazywamy symetrią osiową.

Definicja: Symetria środkowa    

Punkt  jest symetryczny do punktu  względem punktu  jest obrazem punktu 
w symetrii względem punktu  jeżeli

leży na prostej  po przeciwnej stronie punktu  niż punkt 
jego odległość od punktu  jest równa odległości punktu  od punktu .

A m A = A’

A' A S (A' A

S)

AS S A

S A S



Symetrię względem punktu nazywamy symetrią środkową.

Twierdzenie: Środek ciężkości trójkąta

Środek ciężkości trójkąta dzieli każdą z środkowych tego trójkąta w stosunku ,
licząc od wierzchołka.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Środkowa boku trójkąta

Środkową boku trójkąta nazywamy odcinek łączący wierzchołek trójkąta ze środkiem
przeciwległego boku. Trójkąt ma trzy środkowe.

Definicja: Trapez

Jeśli czworokąt ma co najmniej jedną parę boków równoległych, to nazywamy go
trapezem.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Boki równoległe trapezu nazywamy jego podstawami, zaś dwa pozostałe boki to ramiona
trapezu.

2  : 1



Definicja: Trapez prostokątny

Trapez, w którym przynajmniej jeden kąt ma miarę  nazywamy trapezem
prostokątnym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trapezie prostokątnym ramię prostopadłe do podstawy jest zarazem wysokością.

Definicja: Trapez równoramienny

Trapez, którego ramiona są równe i niebędący równoległobokiem nazywamy trapezem
równoramiennym.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Wartość bezwzględna

Wartość bezwzględna liczby  jest to odległość liczby  od zera na osi liczbowej.

90°,

a a



Film dostępny na portalu epodreczniki.pl
Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia dwie osie liczbowe z zaznaczonymi punktami od -6 do 6. Na
pierwszej osi zaznaczona odległość liczby 5 od liczby 0, równa 5. Zapis: wartość
bezwzględna z liczby 5 =5. Na drugiej osi zaznaczona odległość liczby -4 od liczby 0,
równa 4. Zapis: wartość bezwzględna z liczby -4 =4.

Definicja: Wielkości odwrotnie proporcjonalne

Dwie wielkości są odwrotnie proporcjonalne, jeżeli wraz ze wzrostem jednej z nich
pewną ilość razy, druga maleje tyle samo razy.

Definicja: Wielkości wprost proporcjonalne

Dwie zmienne wielkości dodatnie nazywamy wprost proporcjonalnymi, jeżeli iloraz
odpowiadających sobie wartości tych wielkości jest stały.

Definicja: Wielokąt foremny

Wielokątem foremnym nazywamy wielokąt, który ma wszystkie boki równe i wszystkie
kąty równe.

https://zpe.gov.pl/a/D1CYEvVhI


Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Wielokąty przystające

Wielokąty przystające mają odpowiadające sobie boki równej długości oraz równe miary
odpowiadających sobie kątów.

Źródło: Zespół autorski Politechniki Łódzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Definicja: Współczynnik liczbowy

Liczbę, która występuje na początku uporządkowanego jednomianu nazywamy
współczynnikiem liczbowym tego jednomianu.

Definicja: Wysokość trójkąta

Wysokością trójkąta nazywamy odcinek łączący wierzchołek trójkąta z prostą,
zawierającą przeciwległy bok i prostopadły do tej prostej. Trójkąt ma trzy wysokości.
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Definicja: Zbiór rozwiązań nierówności

Zbiór rozwiązań nierówności jest to zbiór wszystkich liczb, które spełniają daną
nierówność.

Definicja: Zbiór rozwiązań równania

Zbiór wszystkich liczb spełniających dane równanie nazywamy zbiorem rozwiązań
równania.


