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Zrédto: dostepny w internecie: Obraz TPHeinz z Pixabay.

Wiesz juz czym jest odlegtos¢ (zobacz temat: Pojecie odleglosci). W tejlekciji zajmiemy si¢
szczegoOtowo odlegtoscia euklidesowg miedzy punktami na osi liczbowej. Poniewaz 0§
liczbowa jest przestrzenia jednowymiarowg, pojecie odlegtosci staje sie tutaj wyjatkowo
tatwym do zinterpretowania.

Twoje cele

e Wyznaczysz odleglo$¢ miedzy punktami na osi liczbowe;j.
o Wykorzystasz wzor na odlegto$¢ punktow na osi liczbowej do rozwigzywania zadan
z parametrem.



https://pixabay.com/pl/users/TPHeinz-2541163/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3834058
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3834058

Przeczytaj

Odleglos¢ miedzy punktami A i B lezacymi na jednej prostej to dlugo$¢ odcinka A B, czyli
dtugos¢ najkrotszej krzywej (drogi) od punktu A do punktu B.

Odlegtoscia dwoch liczb na osi liczbowej jest odlegtos¢ punktow odpowiadajgcych tym
liczbom.

Oczywiscie odleglos¢ d(A; B) punktu A od punktu B spelnia nastepujace warunki:

 Dla dowolnego punktu A: d(A; A) = 0, czyli odlegto$¢ dowolnego punktu od siebie
samego jest rowna zeru (tzw. identycznos¢ nierozroznialnych).

 Dla dowolnych punktéw A i B: d(A; B) = d(B; A), czyli odlegto$¢ punktu A od
punktu B jest taka sama jak odlegto$¢ punktu B od punktu A (tzw. symetria).

« Dla dowolnych punktow A, B, C:d(A; B) + d(B;C) > d(A; C), czyli suma odleglosci
punktéw A i B oraz punktéw B i C jest nie mniejsza niz odleglos¢ punktow A i C (tzw.
nierownosc trojkata).

Rozwazmy teraz punkty A, B na osi liczbowej. Moga one by¢ potozone wzgledem zera na
rozne sposoby.

Jeden z punktow ma wspotrzedng rowng zeru.

Oba punkty majg wspolrzedne dodatnie.

Punkty majg wspotrzedne o roznych znakach.

Oba punkty majg wspolrzedne ujemne.

Przeanalizuj ponizsze przyklady:

1 ) 1 1 1 . 1 : 1 : 1 . 1) 1 >

5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X
B = (—6) A = (0)

: : T T T . : T | 1 I . : T >

-11-10 9 -8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 o0 1 2 X




0=(0) A= (3 B = (8)
t t : © : t & t f ; : © f t o
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 4 5 6 7 X

8—3=1[3-8|=

A=(-3) 0= (0) B=(4)
; ; : © : t O t f ; O ; ; ; >
6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 X

443=4—(-3)=|—-3—-4|=
A=(-9) B={=d) O={g
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 X

ZwroOC uwage, ze niezaleznie od potozenia punktow na osi liczbowejwzgledem zera,
odleglo$¢ miedzy nimi mozna obliczy¢ jako wartoS¢ bezwzgledna roznicy ich
wspolrzednych.

Zatem dla punktow na osi A = (x4), B = (zp) odlegtos¢ tych punktoéw jest rowna
d(A;B) = x4 — x|

W aplecie mozesz zmienia¢ potozenie punktéw A i B na osi liczbowej. Obserwuj jak
zmienia si¢ wartos¢ odleglosci miedzy punktami.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFbaFplWec

Przyktad 1

rownad(A; B) = | — 12 — (—-17)| = | — 124 17| = |5|

Przyktad 2

Obliczymy odleglo$¢ miedzy punktami na osi A = (—12) i B = (—17). Odlegto$¢ ta jest
= 5.


https://zpe.gov.pl/a/DFbaFplWc
javascript:void(0);

Wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m tak, aby odlegto$s¢ miedzy punktami
A = (m?), B = (5m) bytaréwna 6.

Aby wyznaczy¢ wartos$ci parametru m spetniajace warunki zadania wystarczy rozwigzac
rownanie ‘m2 — 5m‘ = 6 wynikajace z powyzszego wzoru.

Opuszczajac warto$¢ bezwzgledng otrzymujemy alternatywe rownan:
m? —5m = 6lubm? —5m = —6
m?—5m—6=0lubm?—-5m+6=0
(m—-6)(m+1)=0lub(m—3)(m—2)=0
m=6lubm=—-1lubm =3lubm =2

Odp. Odlegto$¢ miedzy punktami A = (m?), B = (5 m) jest rowna 6 dla
m e {-1,2,3,6}.

Stownik
odlegtos¢ miedzy dwoma punktami

odlegtos¢ miedzy punktami A i B lezacymi na jednej prostej to dlugo$¢ odcinka
AB, czyli dlugo$¢ najkroétszej krzywej (drogi) od punktu A do punktu B



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Ponizsza prezentacja dotyczy odlegtosci punktéw znajdujacych sie na osi liczbowej. Dowiesz

sie z niej miedzy innymi, jak obliczy¢ odlegtos¢ miedzy punktami na osi liczbowej i w jaki
sposéb zastosowad poznany wzor do rozwigzywania zadan z parametrem.

Przeanalizuj informacje zawarte w prezentacji i na ich podstawie rozwigz zadanie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1GIp8Wo3


https://zpe.gov.pl/a/D1GIp8Wo3

Polecenie 2
Rozwiaz test.

1. Punkty A = (—5) i B = (10) sa odlegte o:

O 10
O 15
O 5
2. Jedli punkt A odlegty jest od punktu B o 7, to punkt B jest odlegty od punktu A o:
O -7
() Nie mozna tego stwierdzic.
O 7

3. Punkty A = (m2) i B = (16) sa odlegte 0 9 dla m réwnego:

0 V7
) -5
al:

4. Punkty A = (m4) i B = (2) sa odlegte o 79 dla m réwnego

[ V7

] 3






Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Odleg’roééi punktu od samego siebie jest rowna Dla dowolnych dwéch
punktéw A i B odlegto$¢ punktu A od punktu Bjesti odlegtosci punktu B od
punktu A. Wtasnoé¢ te nazywamyg Eodleg’roéci. Witasnosé zwana Etréjkata

‘ zeru ’ ‘ niemniejsza ’ ‘ symetrig ’ ‘ wieksza ’ ‘ mniejsza ’ ‘ rowna ’ ‘ zwrotnoscia

‘ nieréwnoscia ’ ‘ dowolnego ’




Cwiczenie 2

O

Wskaz ilustracje, ktéorej odlegto$¢ punktu A do punktu B wynosi 6. Wspdtrzedne punktow A

i B s3 liczbami catkowitymi.
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Cwiczenie 3 ®

Zaznacz zdania prawdziwe.

[ ] Odlegto$¢ pomiedzy punktami A = (10) i B = (7) na osi liczbowej wynosi 3.

(] Odlegtos¢ pomiedzy punktami A = (—10) i B = (—8) na osi liczbowej wynosi 18.

[ ] Odlegtos¢ pomiedzy punktami A = (13) i B = (—4) na osi liczbowej wynosi 9.

[ ] Odlegtos¢ pomiedzy punktami A = (0) i B = (5) na osi liczbowej wynosi 5.

[ ] Odlegto$¢ pomiedzy punktami A = (—9) i B = (0) na osi liczbowej wynosi 9.

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5
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Cwiczenie 6

Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktérych punkty
A= (m2 + 2m), B = (—3m) sg odlegte 0 6.
Utéz w kolejnosci schemat postepowania.

m?+5m —6=0lubm?+5m+6 =0

Aby rozwigzac¢ zadanie, wystarczy rozwigza¢ réwnanie
m=—6lubm=1lubm = —-2lubm = -3

Im? +5m| =6

m? + 5m = 6 lub m? + 5m = —6

‘m2 + 2m — (—3m)| =6

(m+6)(m—1)=01Iub(m+2)(m+3)=0

Zatem punkty A i Bsaodlegteo6dlam € {—6; 1; —2; — 3}.

14

14

114

114

114

114

O

O



Cwiczenie 7 @
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Pytanie Odpowiedzi:

Punkty A = (m?)

iB=(1)sa .
2
odlegteo 7 dlam 8 U U V6 (]

rownego:

Punkty A = (m3)

iB=(2)sa .
odlegte o 1 dlam 10 3 [ V3 [

rownego:

Punkty A = (m3)

iB:(7)sa 3/ 19 3
odlegte 0 20 dla m V=13 [ 3 U V13 ()

rownego:

Punkty A = (m4)

iB=(1)sa
2 —2 4
odlegte o 15 dlam O O ]

rownego:
Cwiczenie 8 @

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych punkty A = (m3 — mZ), B = (—m2 — m) s3
odlegte 0 2.



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglos¢ punktow na osi liczbowe;j

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
3) oblicza odlegtos¢ dwadch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza odlegto$s¢ miedzy punktami na osi liczbowe;j,
» wykorzystuje wzor na odlegto$¢ punktow na osi liczbowej do rozwigzywania zadan
Z parametrem.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda akwarium;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq sie z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj"

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Odlegtos¢ punktow na osi liczbowej” i celow

lekcji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna

osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji

»Prezentacja multimedialna” - ,Ponizsza prezentacja dotyczy odleglosci punktow
znajdujgcych sie na osi liczbowej. Dowiesz si¢ z niej miedzy innymi, jak obliczy¢
odleglo$¢ miedzy punktami na osi liczboweji w jaki sposob zastosowac poznany wzor
do rozwigzywania zadan z parametrem.Przeanalizujinformacje zawarte w prezentaciji
i naich podstawie rozwigz zadanie” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢

z materialem. Po ustalonym wczes$niej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego
zrozumieniem i thumaczy je.

. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza

poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na

czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy

komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Odlegtos¢ punktow na osi liczbowej”
i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacje.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Potozenie - o$ liczbowa i uktad wspotrzednych
» Odlegtos¢ na osi liczbowej

Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Prezentacja multimedialna” do pracy
przed lekcjg. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na
zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie
»Odlegtos¢ punktoéw na osi liczbowey'.


https://epodreczniki.pl/a/polozenie---os-liczbowa-i-uklad-wspolrzednych/DVOALXXdZ
https://epodreczniki.pl/a/odleglosc-na-osi-liczbowej/DNmpQOlT7

