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Zrédto: Michael Dziedzic, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

TreSci zawarte w tym e-materiale wykraczajg poza podstawe programow3. Jesli jednak:

 interesujesz si¢ matematyka,

 chcesz studiowa¢ na kierunku, gdzie bedzie wykladana matematyka,

 bierzesz udzial w konkursach matematycznych, zachecamy Ci¢ do zapoznania si¢
z tym e-materiatem.

Poznasz twierdzenie Eulera dla ostrostupow. Na lekcjach matematyki poznate$ juz
twierdzenia, ktorych tresc¢ jest Scisle zwigzana z nazwiskiem autora (na przyklad
twierdzenie Pitagorasa albo twierdzenie Talesa). Euler nalezal niewatpliwie do najbardziej
genialnych i ptodnych matematykow wszech czasow. Jego imie stawia sie w historii nauk
Scistych na rowni z Newtonem, Kartezjuszem czy Galileuszem.



Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Leonard Euler (1707-1783) urodzit si¢ w Szwajcarii. W Bazylei stuchat wyktadow wielkiego
matematyka Jana Bernoulliego. Juz w wieku lat szesnastu otrzymat tytut magistra. Pierwsze
jego prace dotyczyly nawigacji. Pozniejjednak poSwiecit sie¢ matematyce. W 1748 roku
wydano w Lozannie jego trzytomowe dzieto ,,Wstep do analizy nieskorniczenie matych’, ktore
bylo zbiorem prac i artykutow Eulera pisanych na przestrzeni lat. Dzielo to ugruntowato
jego pozycje jako najwybitniejszego 6wczesnego matematyka.

Znasz juz twierdzenie Eulera dotyczace wlasnosci wieloscianéw wypuktych. Udoskonalisz
umiejetnos¢ jego stosowania w przypadku ostrostupow. Nauczysz sieg, jak klasyfikowac
ostrostup dzieki iloSci jego wierzchotkow, krawedzi i $cian. Twoim gléwnym celem jest
¢wiczenie wyobrazni przestrzennej. Po ukonczeniu tejlekcji bedziesz w stanie okresli¢
nazwe ostrostupa, znajac wylgcznie liczbe jego krawedzi. Bedziesz tez w stanie
odpowiedziec¢ na pytanie, jaki jest zwigzek miedzy liczbg wierzchotkow a liczbg Scian
dowolnego ostrostupa. Niech mottem tejlekcji bedzie wypowiedz wielkiego matematyka
francuskiego Laplace’a:

(( Czytajcie, czytajcie Eulera, on jest naszym wielkim nauczycielem.

Twoje cele
e rozpoznasz wielo$ciany, w szczegolnosci ostrostupy;

 zastosujesz zaleznosSci miedzy liczbg krawedzi, wierzchotkow i Scian ostrostupow;

e przeprowadzisz rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwigzania zadania.






Przeczytaj

W tym materiale zajmiemy si¢ analizg wiasnoS$ci ostrostupoéw w zaleznosci od ich liczby
Scian, krawedzi i wierzchotkow. Zauwazmy, ze wprost z definicji ostrostupa wynika, ze
jezeli podstawa ostrostupa jest dany n-kat, wowczas prawdziwe s3 nastepujace obserwacije.

Obserwacja 1

Ostrostup ten posiada doktadnie n + 1 wierzchotkdw.

Istotnie, n wierzchotkdéw ostrostupa nalezy do ptaszczyzny podstawy, zas jeden jest wspdlnym

wierzchotkiem $cian bocznych.




Obserwacja 2

Ostrostup ten posiada doktadnie 2n krawedzi.

Faktycznie, n krawedzi ostrostupa to boki wielokata podstawy. Z kazdego wierzchotka
podstawy (ktérych to wierzchotkdw jest oczywiscie n) poprowadzona jest doktadnie jedna
krawedz boczna, taczaca ten wierzchotek podstawy z (pojedynczym) wierzchotkiem catego
ostrostupa. W sumie daje to 2n krawedzi ostrostupa.



Obserwacja 3

Ostrostup ten posiada doktadnie n + 1 $cian.

Aby to pokazaé, zauwazmy, ze n Scian to tréjkaty tworzace $ciany boczne. Ich podstawami sa

boki n-kata podstawy, ktéra jest ostatnig n + 1-szg $ciang naszej bryty.

W XVIII wieku Leonard Euler odkryt prostg zalezno$¢ miedzy liczbg wierzchotkow, $cian
i krawedzi dowolnego wieloScianu wypuklego. Zaleznos¢ ta nazywamy dzi$ twierdzeniem
Eulera dla wieloScianow, albo tez wzorem Eulera. Legenda mowi, ze Euler odkryt te
zaleznoSc¢ przez przypadek, probujac klasyfikowa¢ wieloSciany ze wzgledu na liczbe ich
Scian, analogicznie do znanej mu klasyfikacji wielokatow w zaleznosci od liczby bokow.
Euler szybko zauwazyt jednak, ze wieloSciany o rownejliczbie §cian moga mie¢ jednak
rozne liczby wierzchotkow i krawedzi. Ostatecznie zaczat rozpatrywac jednoczesnie
wszystkie trzy wielkosSci i sformutowatl nastepujacy zwiazek.

Twierdzenie: o liczbie krawedzi wielo$cianu wypuktego

Liczba krawedzi wieloScianu wypuklego jest o dwa mniejsza od sumy liczby
wierzchotkow i liczby Scian tego wieloScianu.

Inaczej twierdzenie mozna to sformutowac nastepujaco
Twierdzenie: wzor Eulera

Niech W oznacza liczbe wierzchotkéw, K liczbe krawedzi, za$ S liczbe $cian
wieloScianu. Dla kazdego wieloscianu wypuktego zachodzi rownos¢

W+S—-K=2.
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Przyktad 1

Rozwazmy przyktad ilustrujacy wzor Eulera dla ostrostupa o podstawie czworokata.

Mozemy tatwo policzy¢ korzystajac z rysunku albo modelu takiego ostrostupa liczbe jego
wierzchotkow, krawedzi i §cian. W ponizszej tabeli zebraliSmy wartosSci poszczegélnych
sktadowych ze wzoru Eulera.

Nazwa wieloScianu Ostrostup czworokatny
Liczba wierzchotkow )
Liczba $cian 5
Liczba krawedzi 8

Zgodnie ze wzorem Eulera zachodzi rowno$s¢ W +S — K =545 -8 = 2.
Przyktad 2

Zajmiemy sie teraz twierdzeniem Eulera w przypadku dowolnego ostrostupa o podstawie
n-katne;j.



Przyjmijmy oznaczenie n na liczbe wierzchotkoéw wielokata bedacego podstawg
ostrostupa. Z wczesniejszych obserwacji wiemy, ze zachodzg zwigzki

S=n—+1,W =n-+1oraz K = 2n.

Stad otrzymujemy rowno$¢ W+ S —K =(n+1)+ (n+1) —2n = 2.

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie w zaden sposob nie wykorzystaliSmy informaci,
ze ostrostup jest wypukly. Zwiazki okreslajace ilos¢ krawedzi, wierzchotkow i Scian
ostrostupa w zaleznosci od iloSci bokow wielokata podstawy sa prawdziwe zawsze,
nawet, gdy ostrostup ten nie jest brytg wypukta. Mozemy zatem stwierdzic¢, ze wzor
Eulera jest prawdziwy dla kazdego ostrostupa (nie tylko wypuktego).

Dzieki opisanym wiasno$ciom, mozna rozwigzywac zadania, w ktorych musimy dokonac
analizy bryly na podstawie wiadomosci o liczbie jej Scian, krawedzi oraz wierzchotkow.

Przyktad 3
Ile $cian bocznych ma ostrostup o 300 krawedziach?
Rozwigzanie

Jezeli jest to ostrostup n-katny, to liczba jego krawedzi jest rowna 2n = 300. Stad
n = 150, co oznacza, ze ostrostup ten ma doktadnie 151 Scian.

Przyktad 4

Liczba krawedzi pewnego ostrostupa jest o 17 wieksza od liczby jego wszystkich
wierzchotkow. Oblicz, ile Scian ma ten ostrostup.

Rozwigzanie
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Pamietajac, ze dla ostrostupa o podstawie n-katnejliczba krawedzi wynosi 2n za$ liczba
wierzchotkow n + 1, otrzymujemy nastepujacq zaleznosc:

2n = (n+1) +17.

Stad juz bezposrednio wynika, ze n = 18. Oznacza to, ze omawianym ostrostupem jest
ostrostup o podstawie osiemnastokatnej, a jego ilos¢ Scian jest rowna 19.

Przyktad 5

Charakterystyka Eulera wielo§cianu nazywamy liczbe x = S + W — K, gdzie S oznacza
liczbe Scian wieloscianu, W liczbe jego wierzchotkow, a K liczbe jego krawedzi.
Rozpatrzmy ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktoérym krawedz podstawy jest rowna
wysokosci $ciany boczne;.

1. Podajemy charakterystyke Eulera omawianego ostrostupa.
Zauwazmy, ze charakterystyka Eulera jest sumg, ktora wystepuje w twierdzeniu
Eulera o wielo$cianach wypuklych. Dla ostrostupa (jak i dla kazdego wielo$cianu
wypuktego) mamy zatem y = S+ W — K = 2.

2. Do $ciany S7B;C danego ostrostupa doklejamy identyczny ostrostup. Podajemy
charakterystyke Eulera wieloScianu, ktory powstat po sklejeniu dwoch ostrostupow.

Sy =S5

Ay B) = A,

Jezeli skleimy dwa ostrostupy, to ilo$¢ Scian otrzymanejbryty bedzie rowna sumie
ilosci Scian danych ostrostupoéw pomniejszonej o 2 (bo dwie $ciany zniknetly we
wnetrzu bryly). llos¢ krawedzi otrzymanej bryly bedzie rowna sumie ilosci krawedzi
kazdego z ostrostupow pomniejszonej o 3 (bo trzy krawedzi pokryly sie). llos¢
wierzchotkoéw otrzymanej bryly bedzie rowna sumie ilosci wierzchotkéw danych
ostrostupow pomniejszonejo 3 (bo trzy wierzcholki zostaly zlepione). Ostatecznie
x=0bB+5-2)+(+5-3)—(8+8—-3)=2.



Charakterystyka Eulera otrzymanego wieloScianu jest zatem rowna charakterystyce
Eulera wyjSciowego ostrostupa.

. Postepujac analogicznie, do $ciany S By Cy doklejamy kolejny ostrostup. Okresl, ile
maksymalnie identycznych ostrostupoéw opisanych w zadaniu mozna sklei¢ w ten
sposob ze soba.

Rozpatrzmy w danym ostrostupie trojkat, ktorego wierzchotkami sg srodki dwoch
przeciwleglych krawedzi podstawy i wierzchotek gorny ostrostupa.

S1=2959

Poniewaz zgodnie z warunkami zadania wysoko$¢ Sciany bocznejjest rowna
krawedzi podstawy, to ten trojkat jest trojkatem rownobocznym. Gdy doklejamy
kolejne ostrostupy, trojkaty te sklejaja sie¢ bokami nalezacymi do sklejanej Sciany i sg
wspolplaszczyznowe. Poniewaz kat wewnetrzny trojkata rownobocznego jest rowny
60°, to zlepimy maksymalnie szeS¢ ostrostupow, otrzymujac w omawianym przekroju
kat peiny 360° .

. Podajemy charakterystyke Eulera wieloScianu sklejonego z tej maksymalnejliczby
ostrostupow.

Oto szkic otrzymanego wieloScianu.



Na zamieszczonym rysunku mozemy zauwazy¢, ze omawiany wieloScian sklejony

z sze$ciu ostrostupow ma: 18 Scian, 13 wierzchotkéw oraz 30 krawedzi. Obliczajac
jego charakterystyke Eulera otrzymujemy x = 18 4+ 13 — 30 = 1. Oznacza to, ze po
sklejeniu ostatnich $cian i domknieciu ,pierscienia” otrzymamy wieloScian, ktorego

charakterystyka jest r6zna od charakterystyki uzytych ostrostupow.

Stownik
wieloscian

czeS¢ przestrzeni (bryta) ograniczona ze wszystkich stron wielokatami lezgcymi
w roznych plaszczyznach wraz z tymi wielokatami

bryta wypukta

zbior punktow, ktory spetnia warunek, ze kazde dwa punkty nalezace do tego zbioru

mozna polaczy¢ odcinkiem zawartym w tym zbiorze



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D dotyczaca twierdzenia Eulera dla ostrostupéw. Przeanalizuj
przedstawione zadania i ich rozwigzania. Zwr6¢ uwage na przyjete oznaczenia i sposéb zapisu
kolejnych etapow pracy.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DVI9I769jU

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczacej twierdzenia Eulera dla ostrostupow.

Polecenie 2

Jaki wielokat jest w podstawie ostrostupa, jezeli suma iloSci jego wierzchotkéw, krawedzi
i $cian jest réwna 118?

Polecenie 3

Rozpatrujemy ostrostup n-katny. Tworzymy wieloscian niewypukty, wydrazajgc z danego
ostrostupa ostrostup do niego podobny w skali 1 : 4. Podstawa mniejszego ostrostupa jest
zawarta w podstawie wiekszego. Sprawdz, czy taka bryta spetnia wzér Eulera. Mozesz
wykorzysta¢ metode oméwiong w samouczku, dzieki ktorej ilos¢ $cian, krawedzi

i wierzchotkéw ostrostupa wyrazamy za pomoca jednej zmiennej n okreslajacej ilos¢ krawedzi
podstawy ostrostupa.



https://zpe.gov.pl/a/DV9J769jU

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Przeciagnij i wstaw odpowiedni wielokat bedacy podstawg ostrostupa, ktéry ma:

\ 80-kat ] \ 13-kat ] \ 12-kat ] \ 20-kat ] \ 40-kat ]

Cwiczenie 2

Zaznacz zdania prawdziwe.
Istnieje ostrostup, ktéry ma:

96 krawedzi

996 krawedzi

9669 krawedzi

O o 0o 0O

9 krawedzi




Cwiczenie 3
Wskaz zdanie fatszywe:

Istnieje ostrostup, ktéry ma doktadnie 13'® wierzchotkéw

Istnieje ostrostup, ktéry ma doktadnie 138 krawedzi

o O O

W dowolnym ostrostupie liczba scian i liczba wierzchotkow jest zawsze taka sama

() Liczba krawedzi ostrostupa jest o 2 mniejsza od podwojonej liczby jego $cian

Cwiczenie 4
Dany jest ostrostup o nieparzystej liczbie wierzchotkéw, ktérego wszystkie krawedzie maja
rowne dtugosci. Oblicz ile krawedzi ma ten ostrostup i wybierz przedstawiajgca go grafike.
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Cwiczenie 5 @

W ostrostupie liczba krawedzi wynosi 190 % liczby wierzchotkdéw. Wyznacz liczbe $cian tego
ostrostupa.

Cwiczenie 6 O

Przyjmujac, ze K oznacza liczbe krawedzi pewnego ostrostupa a S liczbe jego Scian. lle
wierzchotkéw ma ten ostrostup, jezeli spetniona jest rownos¢ K2 + 3K = 185 — 2.



Cwiczenie 7 @

W ostrostupie iloczyn liczby $cian i liczby krawedzi wynosi 84. Jakg figurg jest podstawa tego
ostrostupa?

Cwiczenie 8 O

Rozpatrzmy ostrostup, w ktéorym V' oznacza liczbe wierzchotkéw, FE liczbe krawedzi oraz F’
liczbe Scian. Konstruujemy prostopadtos$cian o wymiarach réwnych V' x E x F'. Wiemy, ze
objetos$¢ tego prostopadtoscianu wynosi 360. Oblicz wymiary prostopadtoscianu.



Dla nauczyciela

Autor: Bozena Koprowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie Eulera dla ostrostupow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

6. oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje wieloSciany, w szczegolnosci ostrostupy;
 stosuje zalezno$ci miedzy liczbg krawedzi, wierzchotkow i Scian ostrostupow;
e przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o formulowanie wnioskéw w oparciu o modele bryt, rysunki bryt przedstawione na
tablicy interaktywnej;
o dyskusja;



e burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
Faza wstepna:

» Przed lekcja nauczyciel prosi uczniéw o wykonanie w domu modelu ostrostupa
prawidtowego czworokatnego o zadanych dla catej klasy identycznych wymiarach,
takich aby dlugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa byta rowna dtugosci wysokosci
Sciany bocznej. Uczniowie majg przyniesS¢ na lekcje te bryty i klej.

Faza realizacyjna:

» Nauczyciel rozpoczyna lekcje od animacji 3D. Po zapoznaniu si¢ z materialem

uczniowie formulujg twierdzenie Eulera dla ostrostupow i weryfikujg jego prawdziwos¢

dla ostrostupa czworokatnego (moga wykorzysta¢ wtasne modele). Nauczyciel
korzystajac z czeSci ,Przeczytaj” przypomina z uczniami twierdzenie Eulera dla
wielo$cianow i pojecie bryly wypukie;.

e Uczniowie 13cza si¢ w 6-cio osobowe grupy i przygotowuja dowod twierdzenia Eulera

dla ostrostupow. Nastepnie wybrany uczen prezentuje dowod. W przypadku trudnosci

nauczyciel wykorzystuje materiat z czesci ,,Przeczytaj” .
» Uczniowie zapoznajg si¢ z rozwigzaniami przykladow 3 oraz 4, a nastepnie tworzg
w wykorzystanych juz grupach autorskie analogiczne zadanie wykorzystujace wzor

Eulera dla ostrostupa. Wybrany uczen prezentuje zadanie grupy wraz z rozwigzaniem.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel w dyskusji z uczniami ustala najwazniejsze wnioski z lekcji o zaleznosciach

miedzy liczba $cian, krawedzi i wierzchotkow ostrostupow. Odsyla zainteresowanych
uczniow do dodatkowych zrodel omawiajgcych charakterystyke Eulera bryl.



» Nauczyciel prosi ucznidow o zanotowanie najwazniejszych zaleznosci z lekcji w zeszycie
wlasnymi stowami, z wykorzystaniem rysunkow, tabeli lub poznanych symboli.

Praca domowa:

» Nauczyciel poleca uczniom zapoznanie si¢ z multimediami bazowymi z lekciji
i wykonanie polecen umieszczonych w tej czesci. Dobiera rowniez (w zalezno$ci od
biegtosci algebraicznejuczniéw) zadanie otwarte z czesci ,,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:
e Ostrostup - opis bryly
Wskazowki metodyczne:

Aniamcj¢ 3D mozna tez wykorzysta¢ do powtorzenia wiadomosci o ostrostupach.


https://epodreczniki.pl/a/ostroslup---opis-bryly/DPGv99wos

