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Styczna do okregu na ptaszczyznie kartezjanskiej

Zrédto: dostepny w internecie: pigsels.com, domena publiczna.

Styczna do okregu na plaszczyznie kartezjanskiej, ktorg oméwimy w tym materiale, to
prosta majgca z okregiem tylko jeden punkt wspoélny, nazywany punktem stycznoSci.

Wiasnosci stycznej sg czesto wykorzystywane w rozwigzywaniu zadan zwigzanych
z okregiem, prostg czy katami miedzy innymi dzigki temu, ze styczne do okregu sg
prostopadle do promienia taczgcego srodek okregu z punktem stycznosci. To moze
stanowi¢ punkt wyjScia do analizy zadania i planowania strategii jego rozwigzania.

Twoje cele

e Rozpatrzysz przypadki potozenia punktu wzgledem okregu.

» Napiszesz rownanie stycznejdo okregu w prostokatnym uktadzie wspotrzednych.

» Zastosujesz poznane metody do rozwigzywania zadan dotyczacych geometrii
analityczne;j.




Przeczytaj

Rownanie okregu

Okrag jest zbiorem punktow lezacych w tej samej odleglosci od danego punktu, zwanego
srodkiem okregu.
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Oznaczajac wspoOtrzedne $rodka C okregu przez (a, b) a promien przez r, jego rownanie na
plaszczyznie kartezjanskiej mozemy zapisa¢ w postaci kanoniczne;j:

(e —a) +(y—b) =
Rownanie to mozemy zapisa¢ rowniez w innej postaci:
22+ 1y? —2ax —2by+a?+b —1r2=0

Podstawiajac:

c=a’+b>—r?
otrzymujemy rownanie w postaci ogolne;j:

2+ 1> —2ax —2by+c=0

Rownanie to jest rownaniem okregu wtedy i tylko wtedy, gdy:

a?+b—c>0



Wspolrzedne srodka okregu C'i dlugos¢ promienia » wyznaczamy ze wzorow:
C = (a,b),r=+a2 + b2 —¢c
Wazne!
Jedlia® +b* — ¢ =0, czyli r = 0, to okrag jest okregiem zdegenerowanym do punktu C.
Przyktad 1
Sprawdzimy, czy rownanie z? 4 y? + 2z — 4y — 11 = 0 jest réwnaniem okregu.
Rozwigzanie
Oznaczmy:a = —1,b = 2, ¢ = —11. Poniewaz a?+b—c>0, stad:
(-1)?4+22— (-11)=1+4+11 >0,
czyli dane réwnanie jest rOwnaniem okregu.
Przyktad 2

Sprawdzimy, czy punkt C' = (—1, 2) jest érodkiem okregu o réwnaniu
z? 4+ 9? + 2z — 4y — 11 = 0 oraz czy jego promien 7 ma dlugos¢ 4.

Rozwigzanie

Wykorzystujac wzory na $rodek i promien okregu C = (a,b),r = Va2 + b? — ¢,
otrzymujemy:

C = (a;b), czyli C = (—1,2).

Wyznaczymy teraz dtugo$¢ promienia okregu:

r—\/ )2 422 — (—11) = V16 = 4.

Zatem C = (—1;2) jest srodkiem okregu o rownaniu:

2+ +2x —4y—11=0,

a jego promien ma diugosc 4.

Prosta styczna do okregu

Przypomnijmy, ze prosta nazywamy styczng do okregu, jesli ma z nim doktadnie 1 punkt
wspolny. Punkt wspolny nazywamy punktem stycznoSci.

Dany jest punkt P = (zo, yo) oraz okrag o rownaniu:



2+ —2ax —2by+c=0

Ilos¢ stycznych do okregu przechodzacych przez punkt P zalezy od wzajemnego potozenia
okregu i punktu P. Moze zachodzi¢ jeden z trzech nastepujacych przypadkow:

1. punkt P lezy na zewnatrz okregu;
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Przez punkt P przechodza dokladnie 2 proste styczne do tego okregu.
2. punkt P lezy na okregu;
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Przez punkt P przechodzi doktadnie 1 prosta styczna do tego okregu. Punkt P jest
jednoczes$nie punktem stycznosci.



3. punkt P lezy wewnatrz okregu;
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Przez punkt P nie przechodzi Zadna prosta styczna do tego okregu.

Aby, w przypadkach 11i 2, wyznaczy¢ rownania stycznych do okregu, na ktorych lezy punkt
P, postepujemy zgodnie z ponizszym algorytmem:

» Wyznaczamy wspotrzedne srodka C' okregu i dlugo$¢ promienia okregu.
e Piszemy rownanie peku prostych o srodku P w postaci ogélne;j:
Y —yo = m(z — zo)
mz — Y+ yog — may = 0.

« Stosujemy wzoér na odlegtoé¢ punktu P = (zg; y) od prostej danej rownaniem ogdlnym
Ax+ By+C=0:

d—= | Azo+Byo+C|
Ny v

» Obliczong odleglos¢ przyrownujemy do dtugosci promienia.
» Podstawiamy obliczone wartosci m do rownania peku prostych.

Przyktad 3

Wyznaczymy réwnania stycznych do okregu o réwnaniu 22 + y* — 2z = 0
przechodzacych przez punkt P = (%, 0).

Rozwigzanie
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javascript:void(0);

Wyznaczamy wspotrzedne $rodka C okregu i dlugo$c¢ jego promienia:
C=(1,0),r=1

Piszemy rownanie peku prostych o srodku P:

y-0=m(z- )

dmz — 4y — Im = 0.

Obliczamy odlegtos¢ prostych od punktu C:

d— [4m-1-4-0-9m| _  |-5m|
V16m2+16 V16m2+16

Przyrownujemy tak obliczong odlegtos¢ do dtugosci promienia:

Podnosimy obie strony do kwadratu:

25m? — 16m? = 16

I9m? = 16
m2 = %,zatem:m = —% lubm = %.

Podstawiamy obliczone wartosci m do rownania pgku i otrzymujemy rownania
stycznych:



Jesli punkt P jest punktem okregu, to poza metodami zaprezentowanymi wyzej, mozemy
zastosowac¢ rowniez inna metode.

» Wyznaczamy wspotrzedne srodka C' okregu.
e Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy m prostejl przechodzacej przez punkty Pi C.
o Jeslim # 0, to wyznaczamy wspotczynnik m’ = —% prostej prostopadtej do proste;jl.
» Piszemy rownanie stycznej:
Y— Yo = m’(a: — x0).
Wazne!

1. Jesli prosta przechodzaca przez punkty P i C jest réwnolegla do osi X, to rownanie
stycznej do okregu ma postac: ¢ = xo, gdzie zo - odcieta punktu P.

2. Jesli prosta przechodzaca przez punkty P i C jest rownolegla do osi Y, to rownanie
stycznej do okregu ma postac: y = yo, gdzie yo - rzedna punktu P.

Przyktad 4

Wyznaczymy réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu z2 + y? — 2z — 6y — 10 = 0
w punkcie P = (5, 5)

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze punkt P = (5, 5) nalezy do tego okregu.




Srodkiem okregu jest punkt C = (1, 3). Wyznaczymy teraz wspotczynnik kierunkowy m
prostej C P oraz wspoétczynnik m | prostejprostopadtejdo prostej C'P:

_ Yp~Yc _ 5-3 _ 1
M= 2pmec = 51 7 2
mL:—%:—Z

Teraz mozemy juz napisa¢ rOwnanie stycznej:
y—5=-2-(z—5)

y= —2x + 15.

Przyktad 5

Wyznaczymy réwnania wspolnych stycznych do okregoéw o réwnaniach
22+ 9y —6x=0iz?+1>+2z=0.

Rozwigzanie

Dane okregi majg srodki w punktach C; = (3,0) i Cy = (—1,0) oraz promienie
o dtugosciach odpowiednior; = 3iry = 1.

Jesli prosta o rébwnaniu ax + by 4 ¢ = 0 jest wspoélng styczna do tych okregdw, to jej
odlegtosc¢ od $rodka pierwszego okregu wynosi 3, za$ od drugiego wynosi 1.

Mamy zatem uktad:

13a+c| 3
a2+
|—a+c| —1
a’+b?
stad:

|3a + ¢| = 3Va? + b?
|—a+c=va+b

Mnozac obie strony drugiego rownania przez 3 i odejmujgc rownanie drugie od
roOwnania pierwszego, otrzymujemy:

13a+c|—3|]—a+¢c =0
co daje:

13a +¢| =3|—a+c

,

czyli
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3a+c=3-(c—a)lub3a+c=-3-(c—a).
Stad ¢ = 3alubc = 0.

Jesli ¢ = 0, to kazde z rownan uktadu redukuje sie do réwnania |a| = Va2 + b2. Oznacza
to, ze b = 0, czyli prosta styczna ma rownanie z = 0.

Jedli ¢ = 3a, to kazde z rownan ukladu redukuje sie do postaci |2a| = v a? + b2. Oznacza
to,ze b = V3alubb = —/3a.

Wowczas dla dowolnego a # 0 otrzymujemy rownania dwoéch wspoélnych stycznych:
az—l—\/§y+3:01x—\/§y—|—320,

ktore przecinaja sie w punkcie A = (—3,0).

z+V3y+3=0

z—V3y+3=0

Stownik
odlegtosc punktu od prostej

dtugos¢ najkrotszego sposréd odcinkéw 1gczacych punkt A z punktami prostej m;
odcinek ten jest prostopadly do danej prostej

wspotczynnik kierunkowy prostej

w rownaniu kierunkowym prostejy = ax + b wspoétczynnikiem kierunkowym prostej
nazywamy liczbe a € R; warto$¢ tejliczby mozemy wyznaczy¢ z zaleznosci a = tg o
gdzie a jest kagtem nachylenia prostejy do osi X




pek prostych

zbior wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt, ktory nazywamy
srodkiem peku



Aplet

Polecenie 1

Otwoérz ponizszy aplet. Zmieniajac odlegtosé srodka okregu od prostej oraz dtugosé promienia

okregu, obserwuj wzajemne potozenie prostej i okregu.
Polecenie 2

Wyznacz wartosci parametru k, dla ktérych prosta o rownaniu 2z + y + k = 0 jest styczna
do okregu o réwnaniu z? + y? — 2y = 0.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Uzasadnij, ze prosta o rownaniu: y = —x + 5 nie jest styczna do okregu o réwnaniu:
(z+2)"+(y—1)" =5

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Ktéra z prostych jest styczna do okregu o réwnaniu
(z—1)°+(y—2)° =2

()] —z4+y—1=0
(] —z—y=0
(] z—y—1=0

(] z4+y—5=0

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rdwnanie stycznej do okregu o rownaniu
z? + y*> — 2z — 3 = 0 przechodzacej przez punkt P = (—1, 3) ma postac:
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Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Prosta o rownaniu y = —2z 4 a ma 1 punkt wspdlny z okrggiem o réwnaniu
z? + 9 + 2z — 4y = 0. Wynika stad, ze:

O CLG{—4,5}
O ac{5}
O ae{45}

() ae{-5,5}

Cwiczenie 5

Napisz réwnanie okregu o promieniu 3 w postaci azx® + by2 + cx + dy + e = 0, lezacego
w czwartej ¢wiartce uktadu wspétrzednych, stycznego do osi uktadu.
Przeciagnij w odpowiednie miejsce poprawne wyrazenie lub liczbe.

[32] [« ] [6v][92] [+ |[6] [v] 9] [6=] 0] [3¢] 3]

Cwiczenie 6

Napisz réwnanie okregu w postaci: az? + by? + cx + dy + e = 0, stycznego do osi uktadu
wspotrzednych, ktérego Srodkiem jest punkt (—5, — 5).
Przeciagnij w odpowiednie miejsce poprawne wyrazenie, liczbe lub znak.
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Cwiczenie 7

Ktére z ponizszych prostych s réwnaniami stycznych do okregu o rownaniu
x? 4+ y* — 4y + 3 = 0 przechodzacych przez punkt P = (2, 3).

Yy =2z
Jy—4zx+1=0
Jy—4x—1=0

Jy+4x—1=0

O o o 0O d

(] y=3

Cwiczenie 8

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rdwnanie stycznej do okregu o réwnaniu
z? + y2 — 4x + 6y = 0, na ktérej lezy poczatek uktadu wspétrzednych, to:

O y=2z
O y=2z
O y=3=

O y=-=z



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut

Przedmiot: Matematyka

Temat: Styczna do okregu na plaszczyznie kartezjanskiej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = 7.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpatruje przypadki potozenia punktu wzgledem okregu;
» pisze rownanie stycznejdo okregu w prostokatnym uktadzie wspotrzednych;
 stosuje poznane metody do rozwigzywania zadan dotyczgcych geometrii analityczne;.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu;
» projektor multimedialny;

e e-podrecznik;

» arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat lekcji i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg sobie rownanie okregu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach analizuja przyktady 1i 2 metodg tekstu przewodniego.

2. Uczniowie podczas dyskus;ji ustalajg mozliwe potozenia punktu wzgledem okregu.

3. Uczniowie analizujg przykiady 3 i 4 metodg tekstu przewodniego.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia
interaktywne z dziatu ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen interaktywnych.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam/tem sie...”.

Praca domowa:
Uczniowie analizujg aplet i wykonujg polecenie z nim zwigzane.
Materialy pomocnicze:

» Wzajemne polozenie prosteji okregu
» Styczna do okregu


https://epodreczniki.pl/a/wzajemne-polozenie-prostej-i-okregu/DdQwMDfgB
https://epodreczniki.pl/a/styczna-do-okregu/DcUfNygEm

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze pomoéc uczniom w powtdrzeniu materiatu przed sprawdzianem.



