Sieczna okregu na ptaszczyznie kartezjanskie]

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

o Sprawdz sie
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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Cieciwai $rednica to polskie odpowiedniki tacinskich terminow matematycznych, ktore
do polszczyzny wprowadzit Jan Sniadecki 1756 — 1830 - polski astronom, matematyk

i geograf. Jego podrecznik ,,Rachunku algebraicznego teorya Przystosowana do linii
krzywych”, wydany w 1783 roku, byl jednym z pierwszych podrecznikow do nauki
matematyki w jezyku polskim. Jan Sniadecki jest tworcg wielu innych polskich terminow
matematycznych.

W tym materiale zajmiemy si¢ sieczng okregu, ktora nierozerwalnie taczy sie z terminami
wspomnianymi powyzej: z cieciwg i Srednicg. Znajomos¢ tych terminow z pewnoscia
przyda Ci sie w zyciu codziennym, np. do okreslenia srednicy patelni lub... hula hop.

Twoje cele

» Poznasz warunki, jakie musi spetnic¢ prosta, aby byla sieczna okregu.
» Poznasz metody wyznaczania rownania siecznej okregu.
e Obliczysz dlugosc¢ cigciwy, ktora okrag odcina na proste;j.




Przeczytaj

Prostg, ktora ma dwa punkty wspolne z okregiem nazywamy sieczng okregu.

Odcinek AB siecznej, ograniczony punktami przeciecia z okregiem, nazywamy cieciwa
okregu.

Wzajemne potozenie okregu i prostejna ptaszczyznie mozna okresli¢ badajgc odlegtos¢
prostej od Srodka okregu.

Jezeli odleglos¢ srodka okregu od prostejjest mniejsza od dtugo$ci promienia okregu, to
prosta i okrag maja dwa punkty wspolne. Takg prostg nazywamy wtedy sieczng okregu.

Odlegto$¢ punktu A = (zg, yo) od prostej Az + By + C = 0 opisuje wzor

d — | Azo+ Byy+C|
VAL

W naszym przypadku, odlegto$¢ srodka okregu o rownaniu (z — a)® + (y — b)? = r? od
prostej Az + By + C = 0 bedacejsieczng, jest mniejsza od dtugosci promienia, czyli:

__ |A-a+B-b+C|

d="rm% <7

gdzie:
O = (a,b) - érodek okregu,
r — promien okregu.
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Jezeli odleglos¢ srodka okregu od prostejjest rowna dtugosci promienia okregu, to prosta
i okragg maja jeden punkt wspolny. Takg prosta nazywamy wtedy styczng do okregu. Z kolei
jesli odlegtos¢ srodka okregu od prostejjest wieksza od dtugosci promienia okregu, to
okrag i prosta sg roztaczne.

Przyktad 1

Okreglimy wzajemne potozenie prostej3z —y — 1 = 01 okregu 2> + 3 = 9.
Rozwigzanie:

Réwnanie 22 + y* = 9 przedstawia okrag o érodku O = (0, 0) i promieniu r = 3.
Obliczamy odlegtos¢ d punktu O od prostej o podanym réwnaniu.

A=3,B=-1,C=-1,2g =0,y =0,r = 3.

|Azo+ By, +C|
VAL B?
g BOHEDOU 1 _ VT

1/32+(71)2 \/1_0 o \/m o 10 -

Tak wiec d = 1—100 <3=r.

Zgodnie ze wzorem d = , amy zatem

ﬁ

Rozwigzanie mozemy roOwniez przedstawi¢ graficznie, umieszczajac w ukladzie
wspotrzednych okrag o rownaniu z? + > = 9iprosta 3z —y — 1 = 0.

W uktadzie wspotrzednych rysujemy okrag o sSrodku O = (0,0) i promieniu 7 = 3 oraz
prosta 3z — y — 1 = 0. Prosta przedstawiona w postaci kierunkowejy = 3z — 1




przecina 0§ X w punkcie (3,0) (wynika to z rozwigzania rownania 0 = 3z — 1),
natomiast 0§ Y w punkcie (0, —1).

YA
4

Prosta 3z — y — 1 = 0 jest zatem sieczng okregu z2 + y> = 9.

Wzajemne polozenie prostejy = ma + n i okregu (z — a)? + (y — b)* = 72 mozemy
okresli¢ poprzez analize¢ liczby rozwigzan uktadu rownan:

{y:mx—l—n
(z —a)’ +(y—b)’ =1

Po podstawieniu y = ma + n do drugiego roOwnania, otrzymujemy rownanie kwadratowe.
Mozliwe sg trzy przypadki:

1. A > 0 - prosta ma z okregiem dwa (rézne) punkty wspolne - jest sieczng okregu,

2. A < 0 - prosta nie ma punktu wspolnego z okregiem,

3. A = 0 - prosta ma z okregiem jeden punkt wspolny (podwaijny), czyli jest styczna do
okregu.

Wazne!

Prosta y = ma + n jest sieczng okregu (z — a)? + (y — b)? = 2, gdy réwnanie
kwadratowe wynikajace z uktadu réwnan:

{y:m:c—i—n
(& —a)® + (y —b)* =1
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ma dwa rozwigzania.

Przyktad 2

Sprawdzimy w jakich punktach prosta x — y + 1 = 0 przecina okrag o rownaniu
w2+ +2c—4y—4=0.

Rozwigzanie:
Prostg o rownaniu « — y + 1 = 0 zapisujemy w postaci kierunkowejy = x + 1.

Aby znaleZ¢ punkty wspolne prosteji okregu, rozwigzujemy uktad rownan:

y=z+1
P+ P +2—4y—4=0

Podstawiamy y =  + 1 do réwnania 2 + 4 + 2z — 4y — 4 = 0 i otrzymujemy
2+ (x+1)Y7 422 —-4-(x+1)—4=0,
24+ 22 +2c+14+2x—4x—-4—-4=0,

2z2 — 7= 0.
Réwnanie 222 — 7 = 0 ma dwa rozwigzania: 1 = \/g izo = —\/g.

Poniewazy = x + 1,stad y; = \/% +1iyy, = —\/% + 1.

Punkty (\/%, \/% + 1) i (—\/%, —\/% + 1) s3 punktami przeciecia siecznej
x —y+1=0zokregiemz? 4+ y* + 22 — 4y — 4 = 0.

Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ cieciwy, ktorg okrag 2 + 3 = 20 odcina na prostej
5z — 12y +44 = 0.

Rozwigzanie:

SporzadZzmy pogladowy rysunek.



Prosta 5z — 12y + 44 = 0 przecina okrag w punktach A i B. Dlugo$¢ odcinka B jest
dlugoscia cigciwy.

Symetralna s cieciwy AB jest do niej prostopadla, przechodzi przez punkt O i dzieli
cieciwe na dwie czeéci o rownej dtugosci. Utworzony trojkat OK B jest prostokatny.

Obliczajac odlegtoé¢ prostej 5z — 12y + 44 = 0 od $rodka okregu z2 + y? = 20,
wyznaczymy dlugo$¢ odcinka KO.

Rownanie z2 + y? = 20 przedstawia okrag o $rodku O = (0, 0) i promieniu r = +/20.
Obliczamy odlegtos¢ d punktu O od prostejo réwnaniu 5z — 12y + 44 = 0.

A=5,B=—12,0244,2130:0,’3/0:0.

Ze wzoru d = A%t ButC] mamy zatem d = 5-0+(-12)0+44] _ |44 _ 44
\/A2+B2 ! 52+(_12)2 V169 13

Punkt K jest srodkiem odcinka AB, oznaczmy |AK| = |[KB| = .

Poniewaz |OB| = r, |KO| = d, | K B| = z, to z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata

prostokgtnego OK B mozemy zapisac: d? + x2 = r2,

2
Po podstawieniu r = 1/20,d = %, otrzymujemy rownanie (‘ll—g)2 +x? = (\/ 20) :
z ktérego wyznaczymy .

2 _ on_ 1936 __ 33801936 _ 1444 _ 38
z°=20- 50 = “qg = 1e0 o StAd T = 13-




Poniewaz |AK| = |KB| = z i K jest érodkiem odcinka AB, wiec

|AB| =2z =232 = 2.

Dlugos¢ cieciwy, ktora okrag z? + y* = 20 odcina na prostej 5z — 12y + 44 = 0, wynosi
3.

Przyktad 4

Z punktu A okregu poprowadzono dwie prostopadte cieciwy: ABi AC. Udowodnij, ze
B( jest $rednica tego okregu.

Rozwigzanie:

Umieszczamy punkt A w poczatku ukladu wspotrzednych. Poniewaz cieciwy ABi AC
sa do siebie prostopadte, to jesli punkt B umiescimy na osi X, punkt C' znajdzie sie na osi
Y.

A =(0,0), B=(b,0),C = (0,c).




Zatem |KB| = |[KC| = | K A|, czyli punkty A, B, C sa tak samo odlegle od punktu K.
W zwiazku z tym, K jest srodkiem okregu przechodzacego przez punkty A, B, C.
W zwigzku z powyzszym, BC jest Srednica danego okregu.

Zauwazmy, ze moglisémy roniez skorzystac z faktu, ze kat BAC jest katem prostym oraz ze

kat srodkowy jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego opartego na tym samym tuku.

Stownik

okrag o sSrodku O i promieniu r

zbior wszystkich punktéw P plaszczyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu O jest rowna r
sieczna okregu

prosta, ktéra ma doktadnie dwa punkty wspolne z okregiem

cieciwa okregu

odcinek siecznej ograniczony jej punktami przeciecia z okregiem




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujgca réwnania siecznych okregu, a nastepnie rozwigz zadania
i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DdkqSMHGH

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego siecznejokregu na ptaszczyznie
kartezjanskie;j.

Polecenie 2

Podaj punkty przeciecia prostej o réwnaniu y = —2x + 2 z okregiem
22+’ + 6z + 4y — 12 = 0.

Polecenie 3

Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie O = (1, 1), ktdéry odcina na prostej

3x — 4y — 29 = 0 cieciwe o dtugosci rownej 16.


https://zpe.gov.pl/a/DdkqSMHGH

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest okrag o réwnaniu z2 + y? = 49.
Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
Prosta opisana réwnaniem 2z + y + 1 = 0 jest:

sieczng nie przechodzacg przez $rodek tego okregu.

sieczng przechodzaca przez srodek tego okregu.

O O O

styczna do tego okregu.
() roztaczna z tym okregiem.

Cwiczenie 2

Ktdre réwnania prostych sa siecznymi okregu o réwnaniu (z + 1)2 + (y — 4)2 = 167
Zaznacz poprawne odpowiedzi.

) y=—5z-1
(] y==

) y=—-4z-1

) y=-1



Cwiczenie 3

Dany jest okrag o réwnaniu (z — 2)2 + (y+ 3)2 = 169. Potagcz w pary wzér funkcji liniowej
z wspotrzednymi punktéw przeciecia prostej, bedacej jej wykresem z podanym okregiem.

=x+ 12 14, —8) oraz (7, —15

y (14, —8) oraz ( )
y=—x—8 (7, —15) oraz (—10, 2)
y=x — 22 (14, —8) oraz (—3,9)
y=—-x+6 (—10,2) oraz (—3,9)

Cwiczenie 4

Dany jest okrag o réwnaniu (x — 5)2 + (y — 1)2 = 5. W wyznaczone miejsca wpisz
odpowiednie liczby catkowite.

’)oraz(

1. Prosta o réwnaniu y = 2 przecina ten okrag w punktach (3,
2. Prosta o réwnaniu y = & — 1 przecina ten okrag w punktach ( ‘
3. Prosta o réwnaniu y = & — 5 przecina ten okrag w punktach ( ‘

‘ ’)oraz (7, ’)

9

’2)

oraz ( ‘ :




Cwiczenie 5

Dany jest okrag o réwnaniu z2 + y2 = 18 oraz prosta opisana réwnaniem y = 3z + 12.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Podana prosta przecina ten okrag w punkcie (—4, 0).

) Odlegtosc tej prostej od srodka okregu wynosi 6T‘/E.

[ ] Podana prosta przecina ten okrag w punkcie (—3, 3).

rr _» . . . . . . L
(] Dtugosc cieciwy tego okregu odcietej na podanej prostej wynosi T

Cwiczenie 6

Dany jest okrag o réwnaniu (z + 6)2 + (y+ 4)2 = 25 oraz prosta opisana réGwnaniem
y = Tx + 13. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan.

Odlegtosc tej prostej od srodka okregu wynosi 5v/2.
PrawdaFatsz

Podana prosta przecina ten okrag w punktach (—3, —8) oraz (—2, —1).
PrawdaFatsz

10

Dtugos¢ cieciwy tego okregu odcietej na podanej prostej wynosi Nek

PrawdaFatsz



Cwiczenie 7 @

Jaka posta¢ ma réwnanie okregu o $srodku w punkcie S = (2, 5), ktory odcina na prostej

y=— %:c — % cieciwe o dtugosci rownej 24? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O (z—-2)°+(y—5)"=180
O (#—-2)°+ (y—5)" =26
O (z-2)7+(y—5)" =169

O (@-2+(y—5°=13

Cwiczenie 8 @

Prosta k, do ktérej nalezy punkt P = (8, 0) jest sieczng okregu o réwnaniu z? + y2 = 28, 9.
Cieciwa tego okregu utworzona przez te prosta ma dtugos¢ 3v/ 10.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Prosta k mozna opisa¢ réwnaniem y = —%:1: + 2.
(] Prosta k mozna opisa¢ réwnaniem y = —%w + 2%.
1

(] Prosta k mozna opisa¢ réwnaniemy = 4 — 2.

() Prosta k mozna opisa¢ réwnaniemy = +z — 2.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sieczna okregu na plaszczyznie kartezjanskiej
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza roOwnanie prostej o zadanych wiasno$ciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub
prostopadio$¢ do innej prostej, stycznos$¢ do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych,;
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)’ + (z — b)” = r2;
5) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j;

6) znajduje punkty wspolne prosteji okregu oraz prosteji paraboli bedacejwykresem
funkcji kwadratowe;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji



» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» znajduje punkty wspolne prosteji okregu

e wyznacza rownanie siecznej okregu spetniajgcej dane warunki

 oblicza dtugosc¢ cigeciwy

 planuje czynnoS$ci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia siecznej okregu

» ksztalci umiejetnoS¢ stosowania metod geometrii analityczne;j

e zzaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac si¢ poznanymi twierdzeniami
i definicjami

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem animacji i ¢wiczen interaktywnych
» pokaz multimedialny

e grupy zadaniowe

e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
 tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji

Faza wstepna:



1.
2.

3.

Uczniowie przypominaja rownanie okregu.

Uczniowie okreslajg ile punktow wspolnych moze miec¢ prosta z okregiem - wykonuja
odpowiednie rysunki na tablicy.

Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1.
2.

10.

11.
12.

Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 4-osobowe.
Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z wybranymi przez nauczyciela
przyktadami z sekcji ,,Przeczytaj”

. Uczniowie w grupach analizuja przyklady.
. Nauczyciel prezentuje animacje.
. Na podstawie animacji i przyktadow z sekcji ,,Przeczytaj” uczniowie w grupach

rozwiazuja zadania przygotowane przez nauczyciela.

. Przed rozpoczeciem pracy w grupach, uczniowie odpowiadajg na pytania: ,Jak mozna

i

sprawdzi¢ wzajemne potozenie prosteji okregu majgc dane rownania prosteji okregu”,
»~Jak wyznaczy¢ punkty wspolne prosteji okregu”

. Uczniowie w grupach rozwiazuja zadania przydzielone przez nauczyciela.
. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, udziela im wskazowek, wyjasnia watpliwosci.
. Reprezentanci poszczegolnych grup podaja rozwigzania przydzielonych przez

nauczyciela zadan.

Na forum catej klasy, uczniowie przedyskutowujg rozwigzania, dzielg sie
watpliwosciami a nauczyciel udziela wyjasnien.

Nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie wskazanych ¢wiczen interaktywnych.
Uczniowie indywidualnie rozwiazuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1.
2.
3.

4.

Chetni uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.

Uczniowie formutujg wnioski do zapamig¢tania.

Uczniowie okreslajg co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych, ktore nie zostaly rozwigzane

na lekciji.

Materialy pomocnicze:

Wzajemne potozenie prosteji okregu


file:///b/PO1HzuOUR

» Wzajemne potozenie prosteji okregu
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ inspiracja do przygotowania wypowiedzi na temat wykorzystania wzoru
na odlegtos¢ punktu od proste;.
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