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Zrédto: Jason Leung, domena publiczna.

Z ciggiem Fibonacciego, przedstawionym na poczatku XIII w. przez wloskiego matematyka
Leonarda z Pizy, mozemy spotkac si¢ w wielu dziedzinach zycia - nie tylko w informatyce.
Podobienstwa i odniesienia do liczb Fibonacciego zaobserwowano m.in. w muzyce, biologii
iliteraturze.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

o Ciag okreslony rekurencyjnie,

o Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

o Wz0r og6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Implementacje algorytméw wykorzystujacych cigg Fibonacciego w wybranych jezykach
programowania znajdziesz w e-materiatach:

» Ciagg Fibonacciego w jezyku C++,
» Ciag Fibonacciego w jezyku Java,
» Ciag Fibonacciego w jezyku Python.

Wiecejzadan? PrzejdZ do e-materialu Ciag Fibonacciego - zadania maturalne.
Twoje cele
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» Wyjasnisz, jak sie definiuje ciag Fibonacciego i jakie ma on wiasciwosci.

» Przeanalizujesz zapisany za pomocg pseudokodu algorytm wyznaczania elementu
ciggu Fibonacciego.

» Wskazesz ciggi Fibonacciego w otaczajgcym nas Swiecie.



Przeczytaj

Przypomnienie wiadomosci

Nim dowiemy sig, jak zdefiniowac cigg Fibonacciego, przypomnijmy sobie, na czym polega
rekurencja. Mamy z nig do czynienia, gdy funkcja wywotluje sama siebie w celu rozwigzania
konkretnego problemu.

Ciag Fibonacciego jest ciggiem liczb naturalnych. Jego pierwszy wyraz ma wartos¢ 0, drugi
1, a kazdy kolejny jest suma dwoch poprzednich wyrazéw ciggu.

Definicja ciggu Fibonacciego ma nastepujaca postac:
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Obliczmy wyraz ciggu Fibonacciego o indeksie 5.

Fs =F4 +F3
F4:F3+F2
F3=F2+Fl

Fo=F1+Fp=1+0=1
Fs3=Fy+F=1+1=2

Fy=F3+F,=2+1=3

F5=F4+F3=3+2=5

Przedstawione wywolania funkcji rekurencyjnej mozna zobrazowac przy uzyciu drzewa
wywotan rekurencyjnych:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Jakie sg wartosci kilkunastu poczatkowych wyrazow ciggu Fibonacciego? Sa nimi liczby: O,
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...

Postac rekurencyjna

Zapisany nizej algorytm opiera si¢ na przedstawionej wczesniej definicji wyrazow ciagu
Fibonacciego. Odpowiedni pseudokod wyglada nastepujaco:
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funkcja fibonacci(n)

jezeli n == 0 wykonaj:
Zwroc 0

w przeciwnym razie jezeli n == 1 wykonaj:
zwroc 1

w przeciwnym razie wykonaj:
zwr6¢ Fibonacci(n - 1) + Fibonacci(n - 2)

Rekurencyjny algorytm przedstawiony powyzej jest prosty. Niestety, program napisany
z jego wykorzystaniem okazuje si¢ mato wydajny: dziata bardzo wolno i nadaje si¢ jedynie do

obliczania kilku pierwszych wyrazow ciggu. Wynika to z faktu, ze w celu wyznaczenia
wybranego elementu ciggu wielokrotnie sg obliczane te same, poprzedzajgce go wartosci.
W rezultacie ztozono$¢ czasowa algorytmu jest wykladnicza. Tym samym czas dziatania
programu bedzie znacznie dtuzszy dla coraz dalszych wyrazow. Istnieje ponadto ryzyko
wystapienia btedu przepetnienia pamieci z powodu zbyt duzejliczby wywotan funkcji
rekurencyjnej. W zwigzku z tym nalezy stosowac¢ wersje iteracyjna algorytmu,
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pozwalajgcego wyliczy¢ kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego. Przedstawimy go w kolejnej
sekcji materiatu.

Co to jest ztota liczba?

Elementy ciggu Fibonacciego majg ciekawg ceche. Ilorazy dwoch kolejnych wyrazow sa

w przyblizeniu réwne 1,618. Jest to tym bardziej widoczne, im wigksze liczby dzielimy przez
siebie: wraz ze zblizaniem si¢ do nieskonczonosci uzyskujemy lepsze przyblizenie wartosci
1,618. Liczbe te nazywamy ,ztotg proporcjy” lub ,ztotg liczbg”

Liczby Fibonacciego wokot nas

Liczba platkow kwiatu jest przewaznie liczbg Fibonacciego. Podobnie jest z ulistnieniem

i wlasnie dlatego tak trudno jest znalez¢ czterolistng koniczyne. W normalnych warunkach,
gdy nie zachodzi zadna hodowla, kwiaty maja: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, a niektore gatunki nawet po
34 ptatki lub wiecej, np. stokrotka.

Liczby Fibonacciego odnajdziemy takze, przygladajac si¢ niektérym proporcjom ludzkiego
ciata. W proporcjach ciala harmonijnie rozwinietego cztowieka znajdziemy ztotg proporcje.
Co prawda, nie zawsze sg one idealnie i doktadnie zachowane, ale sg na pewno bardzo
zblizone.

Ztotg liczbe otrzymasz m.in. z nastepujacych stosunkow:

» odleglosc¢ od pepka do czubka gtowy do odlegtosci od ramion do czubka glowy;

» odleglo$¢ od ramion do czubka glowy do odleglosci od brody do czubka glowy;

» wysoko$¢ twarzy do jej szerokosci;

 odleglosc¢ od kolana do pepka do odlegtosci od kolana do stopy;

e odleglo$¢ od koniuszkow palcow do tokcia do odlegtosci od nadgarstka do tokcia;
 dzielgc wzrost cztowieka przez odlegtos¢ od stop do pepka.

Ciag Fibonacciego mozna réwniez odnalez¢ w muzyce. Wiele utworéw, zarowno
wspotczesnych, jak i tych starszych, jest opartych na kanonie Pachelbela. Nuty tego utworu
sa zapisane na podstawie ciggu Fibonacciego.

Przedstawili$my tylko kilka spo$rod wielu przypadkéw, w ktorych da sie zauwazy¢ liczby
Fibonacciego w otaczajacym nas Swiecie. Napotkamy je tez w literaturze, sztuce, ekonomii,
architekturze czy religii.

Stownik

przepetnienie pamieci



btad polegajacy na przekroczeniu rozmiaru miejsca zarezerwowanego dla programu
w pamieci komputera
rekurencja

technika programowania, w ktorej funkcja wywotuje samg siebie, az do napotkania
przypadku podstawowego
ztozonos¢ czasowa

miara czasu dzialania algorytmu, wyrazona jako funkcja ilosci danych
ztozonos¢ pamieciowa

miara zajetosci pamieci wykorzystywanej przez algorytm, wyrazona jako funkcja ilosci
danych



Animacja

Problem 1
Napisz za pomoca pseudokodu algorytm wyznaczajagcy metodg iteracyjng wyraz ciggu

Fibonacciego o indeksie rwnym n.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna

Wynik:

Program oblicza wyraz ciggu Fibonacciego o indeksie réwnym n.

Polecenie 1

Poréwnaj swoje rozwiagzanie z prezentacja.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.




Polecenie 2
Zapoznaj sie z animacja. Poszukaj informacji na temat tego, gdzie jeszcze w przyrodzie

i sztuce mozna odnalez¢ cigg Fibonacciego.

Trwa wczytywanie danych ..

CIAG FIBONACCIEGO

Film dostepny pod adresem /preview/resource/Ryr2gfNsgk3F5

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujacy do tresci materiatu: Cigg Fibonacciego.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7




Cwiczenie 8

Napisz iteracyjng wersje algorytmu uzupetniajgcego tablice

FIB = [0..n]dlan = 0 kolejnymi wyrazami ciagu Fibonacciego w postaci
pseudokodu. Zwrd¢ uzupetniong tablice.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e FIB - tablica wypetniona kolejnymi wyrazami ciggu Fibonacciego

e n - liczbanaturalna;n = ©
Wynik:

Program wypisuje uzupetniong tablice.



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Ciag Fibonacciego

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roéznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Wyjasnisz, jak sie definiuje ciag Fibonacciego i jakie ma on wlasciwosci.



» Przeanalizujesz zapisany za pomocg pseudokodu algorytm wyznaczania elementu
ciggu Fibonacciego.
» Wskazesz ciggi Fibonacciego w otaczajagcym nas Swiecie.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

pracaw grupach,;

praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
,Ciag Fibonacciego” Uczniowie majg zapoznac si¢ z tresciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekciji i jej cele. Moze postuzyc¢
sie wyswietlong na tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec. Jezeli jest ono niewystarczajace prosi o ciche
zapoznanie si¢ z trescig w sekcji ,,Przeczytaj”

2. Praca z multimedium. Uczniowie zapoznaja si¢ z trescig problemu 1 w sekciji
»~Animacja”. W parach opracowujg rozwigzanie, nastepnie poréwnujq je



z przedstawionym w prezentaciji.
3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje pytania podsumowujace, np.
- co to jest cigg Fibonacciego?
- na czym polega rekurencja?
- co to jest ztota liczba?
- €O oznacza pojecie przepetnienie pamieci?
2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja polecenie 2 z sekcji ,Animacja”
2. Uczniowie przygotowujg krotkie notatki na temat wybranych przyktadow ze Swiata
sztuki, przyrody lub innych dziedzin, w ktorych mozna odnalez¢ cigg Fibonacciego.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Animacja”, ,Sprawdz si¢”
jako materiat do lekcji powtorkowe;j.



