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Kat nachylenia prostej do osi X

Prosta linia na boisku

Zrédto: domena publiczna.

Kazdg prostg umieszczong w prostokgtnym uktadzie wspotrzednych, ktora nie jest
rownolegla do osi Y, opisuje sie tzw. rownaniem kierunkowym y = ax + b. Jego
wspotczynniki a i b majg Scisty zwigzek z polozeniem tej prostej. W tejlekcji dowiesz sie,
czym jest kgt nachylenia prostej do osi X, jaki jest jego zwigzek ze wspotczynnikiem
kierunkowym a prostej oraz w jaki sposob wspotczynnik kierunkowy decyduje o kierunku
proste;j.

Twoje cele

Obliczysz wspotczynnik kierunkowy prostej, znajac jej kat nachylenia do osi X.

Wyznaczysz kat nachylenia prostej do osi X, znajac jej wspotczynnik kierunkowy.

Wyznaczysz kgt pomiedzy prostymi, na podstawie ich wspotczynnikow
kierunkowych.

Zinterpretujesz graficznie proste o przeciwnych wspoétczynnikach kierunkowych.



Przeczytaj

Najpierw dowiesz si¢, czym jest kgt nachylenia prostej do osi X.

Naszkicujmy prosta o rownaniu y = az + b w prostokatnym ukladzie wspoirzednych.
Katem nachylenia prostej do osi X nazwiemy kat o wierzchotku w punkcie przeciecia tej
prostejz osig X. Jedno z ramion zawiera si¢ w osi X i jest zwrocone w te strone, w ktora
odciete rosng, zas drugie rami¢ zawiera si¢ w tej czesci prostej, ktora lezy nad osig X.

Dodajmy, ze na rysunkach ponizejwidzimy tzw. katy skierowane, ktorych pewna
wiasciwosc jest dla nas istotna. Otoz katem skierowanym nazwiemy kat wykreslony przez
dwie uporzadkowane polproste, z ktorych jedna (tu czes¢ osi X) jest ramieniem
poczatkowym, a druga ramieniem koncowym (czesS¢ prostej). Wierzchotkiem tego kata jest
punkt wspolny potprostych, ktore go tworza. Kat taki jest dodatni, jesli ramie koncowe
»przesuwa si¢” przeciwnie do ruchu wskazowek zegara (jak na rysunku). Kat skierowany
ujemny natomiast jest zakreslony w przeciwng strone (zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara). Aby okresli¢ kat nachylenia prostej do osi X, bedziemy rozpatrywac jedynie katy
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skierowane dodatnie.
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Jak mozna zauwazy¢ z powyzszych rysunkow, kat ten ma miare z przedziatu od 0° do 180°.
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Wszystkie proste nachylone do osi X pod tym samym katem sa rownolegle, co mozemy
zauwazyC¢ na powyzszym rysunku. Dlatego tez w dalszej czesci rozwazymy proste
nierownolegle, przechodzgce przez poczatek uktadu wspotrzednych, ktorych wyraz wolny
b jest rowny zero. To pozwoli nam zauwazy¢ zalezno$¢ miedzy wspotczynnikiem
kierunkowym prostej a jej nachyleniem do osi X.

Rozwazmy prostg o rownaniu y = ax i wybierzmy w niej jeden punkt o wspotrzednych
(2o, Yo) lezacy na tej czesci prostej, ktora znajduje sie ponad osig X. Wowczas punkt ten



spelnia rownanie prostej, zatem otrzymujemy rownos¢ yy = az, ktora jest rownowazna
, s . _ yo . . . . yO
rownosci a = -. Z lekcji o funkcjach trygonometrycznych kata dowolnego wiemy, ze 7= to

tangens kata. Stad mozemy wyciagnac¢ wniosek, ze o ile kgt nachylenia prostejdo osi X nie
jest prosty, to jego tangens jest rowny wspoétczynnikowi kierunkowemu tej proste;j.

Wazne!

Dla prostejo rownaniu y = az + b i kacie a nachylenia do osi X zachodzi zwigzek:
a=tg a,gdziea € (0°,90°) U (90°, 180°).

(0, Yo)
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Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie prostej przechodzgcej przez poczatek uktadu wspotrzednych
nachylonejdo osi X pod katem:

a)a = 60"
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Poniewaz prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, to ma rownanie
kierunkowe postaci y = az. Kat nachylenia tej prostejto 60°, zatem a = tg 60° = /3,
czyli prosta ma rOwnanie y = V3z.

b) 3 = 150°

B = 150°
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Poniewaz prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych, to ma rownanie

kierunkowe postaci y = ax. Kat nachylenia tej prostejto 150°, zatem

a=tglh0" = — g, czyli prosta ma rbwnanie y = — @x



Przyktad 2

Wyznaczymy katy nachylenia do osi X prostych o podanych réwnaniach.

a)y:§x+2

Poniewaz wspotczynnik kierunkowy prostejjest dodatni i rowny @ oraz jej kat

nachylenia do osi X jest miedzy 0° a 1807, wiec szukany kat jest ostry. Kat ostry, ktorego
V3
3

tangens jest rowny -, ma miare 30°.

b)yz—\/gac—3

Poniewaz wspolczynnik kierunkowy prostejjest ujemny i réwny —+/3 oraz jej kat
nachylenia do osi X jest miedzy <math”>a 180°, wiec szukany kat jest rozwarty. Kat
rozwarty, ktorego tangens jest rowny —+/3, ma miare 120°.

Rzeczywiscie tg 120° = tg(90° +30°) = — ctg30° = —/3.
Przyktad 3

Wyznaczymy rownanie prostejnachylonejdo osi X pod katem 135°, ktéra przecina o§ Y
w punkcie o rzednej —3.
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Poniewaz prosta nie jest rownolegta do osi Y, wystarczy rozwazy¢ rownanie kierunkowe
y = ax + b tej prostej. Skorzystamy z interpretacji wspotczynnika kierunkowego jako
tangensa kata nachylenia. Wynika z niej, ze:

a=1tg135" =tg(90° +45°) = — ctg45° = —1. Zatem prosta ma réwnanie postaci



y = —x + b. Wyraz wolny b mozemy wyznaczy¢, korzystajgc z faktu, Ze prosta przecina o$
Y w punkcie o wspotrzednych (0, —3). Z interpretaciji graficznej wspotczynnika b
mozemy wywnioskowac, ze b = —3. Zatem szukane roOwnanie prostejtoy = —z — 3.

Przyktad 4

Wyznaczymy rownanie prostejnachylonejdo osi X pod katem 150°, ktéra przechodzi
przez punkt o wspotrzednych (3, 1).
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Poniewaz prosta nie jest pionowa, wystarczy rozwazy¢ rownanie kierunkowe y = ax + b
tej prostej. Skorzystamy z interpretacji wspotczynnika kierunkowego jako tangensa kata
nachylenia.

Wynika z niego, ze: a = tg 150" = tg(90° + 60°) = —ctg60° = —?.
Zatem prosta ma rownanie postaci y = — @w + b. Wyraz wolny b mozemy wyznaczy¢,

korzystajac z faktu, ze prosta przechodzi przez punkt o wspotrzednych (3, 1). Mozemy

dorownaniay = — @x + b podstawi¢ x = 3 orazy = 1:

1=—3.34%
1=—V3+b

V3+1=0

Zatem szukane roOwnanie prostejtoy = — %x +V3+ 1.



Zastosujemy teraz interpretacje wspotczynnika kierunkowego prostej do rozwigzania
problemu z geometrii analityczne;j.

Przyktad 5

Wierzcholki Ai B tréjkata rownoramiennego A BC znajdujg sie na paraboli o rownaniu
Y= (m — 4)2 oraz na prostejréwnolegltej do osi X. Punkt C jest jednocze$nie
w1erzcho}klem paraboli. Wyznacz wspotrzedne punktow A, B, C jesli wiadomo, Ze kat
rozwarty tego trojkata ma miare 120°.
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Po pierwsze obliczymy wspoirzedne punktow szczeg6lnych paraboli: punktow jej
przecigcia z osig X oraz wierzchotka:

e Z podanego rownania mozemy odczytac, ze jedynym punktem wspolnym paraboli
z 0sig X jest punkt o wspotrzednych (4, 0). Sa to jednoczes$nie wspotrzedne
wierzchotka paraboli oraz punktu C, ktéry jest wierzchotkiem kata o mierze 120°.

Po drugie wyznaczymy rownanie prostej AC:

e Zauwazmy, ze prosta AC jest nachylona do osi X pod katem 30°, zatem jej

wspotczynnik kierunkowy jest rowny a = tg 30° ‘/_ . Zatem rownanie prostejma
postac y = ﬁ:t: +b.

« Wyraz wolny b prostej AC mozemy wyznaczy¢ podstawiajgc do rownania
y= ¢3§ x + b wspotrzedne punktu C' = (4,0):0 = ﬁ -4 + b wtedy i tylko wtedy,
gdy b = 4\/3 . Rownanie prostej AC toy = ﬁar: — 47*/5.

Po trzecie wyznaczymy wspotrzedne punktu A:




» Poniewaz punkt A lezy i na prostej AC, i na paraboli, wiec jego wspoirzedne

y= Ly 43
mozemy wyznaczy¢, rozwiazujac uktad rownan 13( )g :

« Z ukladu rownan wynika rownanie: ¢ (z — 4)* = @x — 47*/3, ktore jest
réwnowazne z réownaniem: 3z% + (—24 — 44/3)z + 48 +16v/3 = 0.
e Obliczymy pierwiastki tego rownania:

A= (—24 _ 4\/§)2 —4.3. (48 n 16\/5) — 48 — (4\/5)2. Pierwiastkami
(24+4\/§—4\/§)

powyzszego rownania kwadratowego sg liczby z; = = =4i
24+4v3+4V3
L2 = ( 6 ) =4+ 4T\/§'

e Drugg wspoélrzedna punktu A obliczymy podstawiajgc ¢ = 4 + ‘lgﬁ do réwnania
paraboli: y = %(4 + 4\3/§ — )2 = %.

« Zatem wspoéirzedne punktéw przeciecia prostej AC' i paraboli to C = (4, 0) i
A= (4 + &0 %)

» Poniewaz punkty A i B s3a polozone symetrycznie wzgledem prostej o rownaniu

_ . . 43 4
x = 4, wiec punkt B ma wspolrzedne ( - =, 3).

Stownik
kat nachylenia prostej

kat jaki tworzy prosta z dodatnig potosig X.



Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z apletem. Zmieniaj suwakiem kat nachylenia prostej do dodatniej potosi X.
Obserwuj zalezno$¢ miedzy wspotczynnikiem kierunkowym prostej a tangensem tego kata.

Pamietaj, ze wartosci pokazywane przez aplet nie sg doktadne (tangens dla wiekszosci katow
o miarach wyrazajacych sie liczbg catkowitg jest liczbg niewymierna).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUC3EYdSH


https://zpe.gov.pl/a/DUC3EYdSH

Polecenie 2
Uzywajac apletu Geogebry wskaz rownanie prostej spetniajagcej podane warunki.

Woyraz wolny b jest
rowny 0, zas kat
nachylenia prostej ' y=0,7x —0,7 () y=0,7c () y=0,7c+0,7 O
do osi X jest réowny
35°.
Woyraz wolny b jest
rowny 1, zas kat
nachyleniaprostej y=-1,73z—1 (O y=1,73z+1 () y=-1,73z+1 ()
do osi X jest réwny
120°.

Kat nachylenia
prostej do osi X
jest rowny 45° y=z+1 O y=z—1 O y=—-z+1 O
i przecina 0§ X
w punkcie (—1, 0).

Kat nachylenia

prostej do osi X

jest rowny 135° y=-z—3 (O y=z+3 O y=—-z+3 O
i przecina 0§ X

w punkcie (3, 0).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Prosta o réwnaniu Y= _T333 jest nachylona do osi X pod katem 150°.

(] Prosta o réwnaniu Y= \/§a: jest nachylona do osi X pod katem 60°.

() Prosta o réwnaniu Y= @aj jest nachylona do osi X pod katem 30°.
Prosta o réwnaniu Prosta o réwnaniu y = —\/ga: jest nachylona do osi X pod
OJ .
katem 150 ".
Cwiczenie 2 ¢

Potacz w pary réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (0, O) z przyblizong miarg kata
nachylenia do osi X. Skorzystaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, kalkulatora
naukowego lub oszacu;j.

y=0,7002x 50°
y=1,1918x 30°
y=0,8391x 40°
y=0,5774x 59°
y=0,1763x 35°

y=1,6643x 10°



Cwiczenie 3

Uzupetnij zdanie, aby powstata poprawna definicja kata nachylenia oraz kata miedzy
prostymi.

Katem nachylenia prostej do osi X nazywamy kat o wierzchotku w punkcie

tej prostej z osig X, jedno z ramion zawiera sie w tej czesci prostej, ktora lezy

’ osig X, zas drugie ramie zawiera sie w osi X i jest zwrécone w te strone,

w ktoérg odciete‘

Kat miedzy prostymi to niewiekszy z dwoch wypuktych katéow o ‘ w punkcie

przeciecia tych prostych, ktérego jedno ramie zawarte jest w jednej prostej, zas drugie

zawiera sie w drugiej ’

Cwiczenie 4

Korzystajac z definicji kata miedzy prostymi z poprzedniego ¢wiczenia, rozwiaz test. Wybierz
wszystkie poprawne odpowiedzi.

Kat miedzy prosta
oréwnaniuy = —zx 135° O 45° (O 315° O
a osig X jest rowny

Kat miedzy prosta

o réwnaniu
. 120° .
Y= \/gzc aosiayY 60" O 0" O 30° O

jest rowny
Kat miedzy prosta

o réwnaniu
_ (=} 1 (=} (=}
T = +/3yaosia X 60" O 50" O 300 O

jest réwny
Kat miedzy prostg

o réwnaniu
_ ° 150° °
Tz =+/3yaosiaY 60" O 50" O 30" O

jest rowny



Cwiczenie 5

Zbadaj wzajemne potozenie prostych o podanych rownaniach. Wybierz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

Przecinaja Sa Sa Nie maja
pr— = — k o
y=zly T sie. D prostopadte. E] rownolegte. D pun' tow D
wspolnych.
y=x+2i Przecinaja Sa Sa Nie maja
- ) i kté
y—2=vc sie. O prostopadte. u réwnolegte. U prmeow U
wspodlnych.
. . Nie maja
y=+/3zi Przecinaja Sa Sa .
. , kt
y = @x sie. _ prostopadte. u rownolegte. o wzl;r:ﬁlnc;\évh. U
Yy==ci Przecinaja Sa Sa Nie maja
- ) i kté
y=r—m sie. O prostopadte. . réwnolegte. O punitow .
wspolnych.

Cwiczenie 6

Badajac katy nachylenia prostych do osi X wyznacz katy miedzy prostymi o podanych
rownaniach.

y=z—1, y=—-z+1 0° O 920° () 100° (O
V3 —2, y=—/3z+2 60° O 120° O 30° O
j=V3z—2,y= Ly 60° O 1200 O 30° O
— V3z—-2,y=%z 60" O 1200 O 90° (O



Cwiczenie 7

@

Dla podanej prostej [ wskaz wszystkie takie proste k, ktére wraz z prosta [ utworza tréjkat
réwnoramienny ABC, gdzie C jest punktem przeciecia prostych ki l, zas A i B sa punktami
przeciecia prostych kil z osig X i AB jest podstawg tréjkata ABC.

liy=%2+2 k:y=-32-2 (k:y=-3c-5 (k:y=-3e+4 []



Cwiczenie 8 @

Dana jest parabola p o réwnaniu y = z(z — 6). Wpisano w nia tréjkat rownoboczny ABC
w taki sposdéb, ze punkt C znajduje sie w wierzchotku paraboli, zas punkty B i A lezg na
prostej rownolegtej do osi X oraz na paraboli p. Wyznacz wspétrzedne punktéw Bi A.

by

Uporzadkuj ponizsze zdania w takiej kolejnosci, aby otrzymac rozwigzanie tego zadania.

Z uktadu réwnar wynika réwnanie 22 — 6z = v/3z — 9 — 34/3, ktore jest

réwnowazne z réwnaniem 2 — (6 + \/§)x +9+3v3=0. v
Po pierwsze obliczymy wspotrzedne punktéw szczegdlnych paraboli: punktow N
przeciecia z osig X oraz wierzchotka. v
Po trzecie wyznaczymy wspétrzedne punktu A. Poniewaz punkt A lezy i na prostej
AC, i na paraboli p, wiec jego wspétrzedne mozemy wyznaczy¢ rozwigzujac uktad

] . |y=2*—6z e
rownan: .

y=xv3—-3vV3-9

Po drugie wyznaczymy réwnanie prostej AC. =

Zauwazmy, ze prosta AC jest nachylona do osi X pod katem 60°, zatem jej



wspotczynnik kierunkowy jest rowny a = tg60° = \/§ Zatem réwnanie prostej
ma posta¢ y = v/3z + b.

Wyraz wolny b prostej AC mozemy wyznaczy¢, podstawiajac do réwnania
Y= V/3z + b wspbétrzedne punktu C = (3,-9): —9= 3v/3 + b wtedy i tylko
wtedy, gdy b = —9 — 3/3. Réwnanie prostej AC' toy = V3z —9—3V3.

Z postaci iloczynowej y = z(x — 6) widac, ze parabola przecina 0§ X w punktach
o wspdtrzednych (0,0) i (6, 0).

Pierwiastkami powyzszego réwnania kwadratowego sg liczby 1 = 3 i
T9 =3+ \/3, zatem wspotrzedne punktow przeciecia prostej AC' i paraboli p to

C=(3,-9)iAd= (3+\/§,—6).

Poniewaz punkty A i B s3 potozone symetrycznie wzgledem prostej o réwnaniu
x = 3, wiec punkt B ma wspotrzedne (3 — \/§, —6).

Wierzchotek C' lezy doktadnie na osi symetrii paraboli, wiec pierwsza wspoétrzedna

wierzchotka C'top = 06) _ 3. Druga wspotrzedna wierzchotka C to

2
q=3(3-6)=—9.
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Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kat nachylenia prostej do osi X

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogodlnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej, w tym
wyznacza réwnanie prostej o zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad przechodzenie przez
dwa dane punkty, znany wspétczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub prostopadtos¢ do innej
prostej, stycznos¢ do okregu);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza wspotczynnik kierunkowy prostej, znajac jej kat nachylenia do osi X,

» wyznacza kat nachylenia prostej do osi X, znajac jej wspotczynnik kierunkowy,

e wyznaczakat pomiedzy prostymi, na podstawie ich wspotczynnikow kierunkowych,

 interpretuje graficznie proste o przeciwnych wspotczynnikach kierunkowych,

« analizuje zaleznoSci pomiedzy katem nachylenia prostejdo osi X a wspotczynnikiem
kierunkowym.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda sytuacyjna;
» dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcji. Uczniowie mogg skorzystac z informacji zawartych w sekcji ,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat lekcji: ,Kat nachylenia prostej do osi X” oraz cele,
wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z Apletem i rozwigzuja zadanie umieszczone ponize;j.
Nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac ¢wiczenie numer 1i 2, i bedg to robi¢ wspoélnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach zadania numer 4 i 5. Nastepnie
wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupeinia



informacje.
4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje lekcje.

Praca domowa:

« Uczniowie wykonuja ¢wiczenie interaktywne nr 3.
Materialy pomocnicze:

o Wspoltczynnik kierunkowy funkciji liniowe;j
Wskazowki metodyczne:

e Aplet mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczgce analizy problemu w temacie
lekciji: ,Kat nachylenia prostejdo osi X"


https://epodreczniki.pl/a/wspolczynnik-kierunkowy-funkcji-liniowej/D1CGbjLzS

