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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Jednym z podstawowych poje¢ zwiazanych z funkcjami jest pojecie granicy. Istniejg dwie
formalne definicje granicy funkcji. W tym temacie zajmiemy si¢ jedna z nich. Jej autorem
jest niemiecki matematyk z XIX wieku Heinrich Eduard Heine. Sformutowana przez niego
definicja granicy funkcji opiera si¢ na pojeciu granicy ciggu.

Twoje cele

e Poznasz definicje granicy funkcji w punkcie w sensie Heinego.
o Wyznaczysz granice funkcji w punkcie, korzystajac z definicji w sensie Heinego.

» Udowodnisz, korzystajgc z definicji w sensie Heinego, ze funkcja nie posiada granicy.



Przeczytaj

Granica funkcji w punkcie to jedno z podstawowych poje¢ w teorii funkciji. Istnieja dwie
rownowazne definicje granicy funkcji. W tym temacie omowimy definicje, ktora opiera sie
na granicy ciggu nieskonczonego. Jej autorem jest niemiecki matematyk Heinrich Eduard
Heine.

Definicja Heinego granicy funkcji w punkcie
Niech funkcja f : Dy — R oznacza funkcje, ktorej dziedzing jest zbior Dy C R.
Definicja: Granica funkcji w punkcie wedtug Heinego

Liczbe g € R nazywamy granicg funkcji f w punkcie g € R, jezeli dla dowolnego ciagu
argumentow (z,,) takiego, ze

1. z, # z¢ dlakazdegon € N,

2. llm z, ==
n—+4oo " 05

cigg wartoéci funkeji (f(zy)) jest zbiezny do liczby g. Fakt ten zapisujemy symbolicznie
nastepujgco

lim f(z) =g.

T—Xg

Definicje Heinego granicy funkcji mozemy wykorzysta¢ do obliczania granic pewnych
funkcji. Spojrzmy na ponizsze przyktady.

Przyktad 1

Niech dana bedzie funkcja liniowa f(z) = 3z — 1. Obliczymy granice tej funkcj
w punkcie zy = 1. Wezmy dowolny cigg argumentow (z,,) zbiezny do liczby 1
o wyrazach réznych od 1. Obliczymy granice ciagu (f(z,)), korzystajac z twierdzenia
o arytmetyce granic ciggow.
S, flen) = lm Gen 1) =3 Mm@, - 1=2
Poniewaz ciag (z,,) jest dowolnym ciggiem argumentow funkcji f zbieznym do 1, wiec na
mocy definicji Heinego granicy funkcji w punkcie

lim (3z — 1) = 2.

rz—1

Przyktad 2
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Rozwazmy funkcje f(z) = (z — 1)? — (z + 1)3. Wykazemy, ze posiada ona granice
w punkcie zy = 0. WezZmy w tym celu dowolny ciag (z,,) taki, ze Er+n z, = 0 oraz
xn # 0 dlakazdegon € N. Stad oraz z twierdzenia o arytmetyce granic ciagow

otrzymujemy

lim (z, —1)% = Jim ((zn —1)(za —1)) = (0-1)- (0-1) =1,

n—-+00

lim (z,+ 1)3 =lim, 0 [(Zn + 1)(z + 1) (2, +1)] =

n—-+oo
=(0+1)-(0+1)-(0+1)=1.
Zatem

lim f(zn) = nEIPoo((xn —1?—(zn+1)*) =1-1=0.

n—-+4oo

Powyzsza rownosc¢ oraz fakt, ze zbiezny do zera ciag argumentow (z,,) jest wybrany
dowolnie oznaczaja, ze

lim ((z — 1) — (z + 1)%) = 0.

z—0

Zanim przejdziemy do kolejnego przyktadu, spojrzmy na ponizszg wlasnos¢ dotyczaca
funkcji f(z) = v/z.

Wiasnos¢: Granica ciggu v/,

Jezeli cigg (xy) jest zbiezny do granicy g € (0, +00) oraz z, > 0 dlakazdegon € N, to
wowczas ciag (1/xr) jest zbiezny do granicy 1/g.
Przyktad 3

1
z—1

Sprawdzimy, czy funkcja dana wzorem f(z) = posiada granice w punkcie xy = 3.

Na poczatek wyznaczmy dziedzine funkcji f. Wiemy, ze pierwiastek kwadratowy mozna
obliczy¢ tylko z liczb nieujemnych oraz, ze w mianowniku utamka nie moze by¢ zera.
Stad Dy = (1, +00). Wezmy dowolny ciag x,, taki, ze x, € Dy \ {3} dlakazdegon € N

oraz lim =z, = 3. Wowczas x,, — 1 > 0 dla kazdegon € N oraz
n—-+00

lim (z, — 1) = 3 — 1 = 2. Stad i z powyzszej wlasnosci wiemy, ze lim +/z, — 1 = v/2

n——+00 n—-+00
. Ostatnia rownos¢ wraz z twierdzeniem o granicy ilorazu dwoch ciggdéw zbieznych daje

nam

. IRT 1 —L—ﬁ
Jm flen) = Im o =5 = 7

Z faktu, ze cigg argumentow x,, zbiezny do 3 byt wybrany dowolnie wynika, ze

lim f(z) = @

rz—3
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A co w sytuacji, gdy funkcja nie posiada granicy?

Definicje granicy funkcji w sensie Heinego mozemy tez wykorzysta¢ do wykazania, ze dana
funkcja nie posiada granicy w punkcie zy. W tym celu wystarczy wskaza¢ dwa ciagi
argumentow funkcji, ktore sg zbiezne do x( oraz ciggi wartosci im odpowiadajace majq
rozne granice. Spojrzmy na ponizszy przyktad.

Przyktad 4
Rozwazmy funkcje
f(z) = {2§ +3 dlazx < —1-
z°+3 dlaz> -1
Wykazemy, ze nie posiada ona granicy w punkcie o = —1. W tym celu wybierzemy dwa

ciggi argumentow zbiezne do granicy —1 oraz takie, ze ich ciggi wartosci posiadajg
rozne granice. Niech najpierw z, = —1 — % dlan € N. Jest to oczywiScie cigg zbiezny
do —1. Poniewaz z,, < —1 dlakazdegon € Nwiec f(z,) =2(-1—- +)+3=1— 2.
Stad i z twierdzenia o arytmetyce granic
Przyjmijmy teraz , = —1 + % dlan € N. Ciag ten jest rOwniez zbiezny do —1. Jednak
tym razem z, > —1 dlakazdegon € N, zatem f(zn) = (-1 + %)2 +3=4-24+ 1
Korzystajac kolejny raz z twierdzenia o arytmetyce granic ciggow, otrzymamy
. . . 2 1Y\ 4 .

M F(en) = i (4= 5+ 5p) =4-0+0=4
Udato nam si¢ zatem wskaza¢ dwa ciggi argumentéw funkcji f zbiezne do —1 oraz takie,
ze ciggi warto$ci im odpowiadajgce majg rozne granice. Oznacza to, ze funkcja f nie
posiada granicy w punkcie g = —1.

Wazne!

Wprost z definicji granicy funkcji w punkcie xo wedlug Heinego wynika, ze istnienie
oraz warto$c¢ granicy nie zaleza od zachowania si¢ funkcji w samym punkcie xo. Wynika
to z faktu, ze wszystkie wyrazy rozwazanych ciaggow argumentow musza by¢ rozne od zo.
A zatem istotne jest jedynie jak funkcja zachowuje si¢ w sasiedztwie punktu zo, a nie

w nim samym. Jedna z konsekwenciji tego spostrzezenia jest fakt, ze funkcja moze
posiadac granice w punkcie, ktory nie nalezy do jej dziedziny. Przyktad takiej funkciji

znajduje si¢ w sekcji Infografika.

Stownik
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cigg argumentow funkcji

ciag (z,) ktorego wszystkie wyrazy nalezg do dziedziny funkcji f, tzn. cigg spetniajgcy
warunek

cigg wartosci funkcji

jezeli ciag (z,,) jest ciggiem argumentow funkcji f : Dy — R, to ciag (f(z,)) nazywamy
ciggiem wartosci funkciji f



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografikg, na ktérej przedstawiono sposéb na sprawdzenie czy

funkcja f(z) = ;2—_11 posiada granice w punkcie xy = 1. Zwréc uwage, ze punkt ten nie

nalezy do dziedziny funkcji f. Po zapoznaniu sie ze sposobem przedstawionym w infografice,
wykonaj zawarte pod nig polecenia.

Polecenie 2

Dana jest funkcja

Wyznacz dziedzine funkcji f.
Polecenie 3
Dana jest funkcja
f(z) = 245

Sprawdz, czy funkcja f posiada granice w punkcie xy = 2. Jesli tak, to oblicz wartos¢ tej

granicy. Skorzystaj z definicji granicy funkcji w punkcie wedtug Heinego.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Korzystajac z definicji Heinego funkcji w punkcie, sprawdz, czy funkcja okreslona wzorem
f(;v) = 22 — z + 1 posiada granice w punkcie 2y = 0.

() Nie posiada granicy.

() Posiada granice.

Cwiczenie 2 o

Korzystajac z definicji Heinego funkcji w punkcie, sprawdz, czy funkcja okreslona wzorem
f(z) = 4z + 1 posiada granice w punkcie zg = —1.

() Posiada granice i jest ona réwna 3.
() Posiada granice i jest ona réwna 1.
() Posiada granice i jest ona réwna —3.

() Nie posiada granicy.

Cwiczenie 3

Dana jest funkcja f(x) = z(z + 2). Przeciagnij w puste miejsca odpowiednie wyrazenia.

do: ciag wartosci f(zy) jest zbiezny do

‘ 1 ’ ‘ nie posiada granicy ’ ‘ 2 ’ ‘ —1 ’ ‘ posiada granice ’ ‘ 3 ’




Cwiczenie 4

Dana jest funkcja f(x) = x — 4. Przeciagnij w puste miejsca odpowiednie wyrazenia.

Funkcja f w punkciei gdyz biorac dowolnyi a:n zbiezny do 1,
______________ () jest zbiezny do
‘ nie posiada granicy ’ ‘ cigg argumentow ’ ‘ -3 ’ ‘ posiada granice ’ ‘ ciag wartosci ’ ‘ —1 ’

n=1) [z0=3]

Cwiczenie 5

Korzystajac z definicji Heinego, sprawdz, czy podane funkcje posiadaja granice w punkcie
To = 2. Zaznacz te, ktérych granica w tym punkcie jest rowna 1.

O f@) =221
) fle)=a?—-z—-1
) f(z) = (z-1)B —=z)

() f(z) =3z -5

Cwiczenie 6

Korzystajac z definicji granicy w sensie Heinego, wyznacz granice funkcji z lewej kolumny
w punkcie g = 1 i potacz je w pary z poprawnymi odpowiedziami z prawej kolumny.

f(z) =22 -2 +3 C%:iir%f(as):()
f@) = (@ - 1)z +2) lim f(a) = 1
f@)=z+2 lim f(z) — 3

f(:z:) = xfﬁ limf(z) =4

z—1



Cwiczenie 7 @

20 —1 dla =z <2
1—z dlaz>2
Przeciagnij w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Dana jest funkcja f(z) = {

Sprawdzimy, czy funkcja f posiada granice w punkcie xy = 2. Niech z,, = 2 — % oraz

tn =2+ . Obaciagisazbiezmedo; joraz lm f(z,)={ ; lm f(t)
Poniewaz granice ciagow wartosci f(z,) oraz f(tn) sai , wiec funkcja f

‘ —2 ’ ‘ posiada granice ’ ‘ 1 ’ ‘ 3 ’ ‘ takie same ’ ‘ —1 ’ ‘ rézne ’ ‘ 2 ’ ‘ nie posiada granicy ’

Cwiczenie 8 @

Przenie$ do wyznaczonych obszaréw odpowiednie wyrazenia. Skorzystaj z definicji granicy
funkcji w sensie Heinego.

zo =0

lim(m—|—2):1’

T—X

lim (2z4+1) =1

T—X ’

zy =1 lim(m—2)(:1:—3):6’

T—Xo

lim (3z° + 2z —2) =0

T—T0 ’

lim (22 +1) =3

T—To ’

. 3 o
QEILHQO 22241 3 ’




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granica funkcji w punkcie wedlug Heinego

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

« definiuje granice funkcji w sensie Heinego,
e wyznacza granice funkcji w punkcie, korzystajac z definicji w sensie Heinego,
» udowadnia, korzystajac z definicji w sensie Heinego, ze funkcja nie posiada granicy.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda akwarium;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq sie z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj"
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,,Granica funkcji w punkcie wedtug Heinego” oraz cele,
wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie nr 1 w sekcji ,, Infografika” - ,Zapoznaj si¢ z ponizsza

infografika, na ktorej przedstawiono sposob na sprawdzenie czy funkcja f(z) = -1

posiada granice w punkcie . Zwroc uwage, ze punkt ten nie nalezy do dziedziny
funkcji . Po zapoznaniu si¢ ze sposobem przedstawionym w infografice, wykonaj zwarte
pod nia polecenia” - prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem. Uczniowie zapisuja
ewentualne watpliwosci i niezrozumiale aspekty, ktore zostaly w nim przedstawione -
nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajac je wraz z uczniami.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Przyklady ciggow zbieznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna wykorzysta¢ jako materiat stuzgcy powtérzeniu
materialu w temacie ,Granica funkcji w punkcie wedlug Heinego”.
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