Odkryj,

Zrozum, zastosu...

Po co nam delta i parabola? Jak poradzi¢ sobie w banku z procentem sktadanym? Jak
narysowac wykres funkcji specjalnej? Zajrzyj do e-podrecznika.

« Geometria analityczna

o

o

o

o

o

Woprowadzenie do geometrii w prostokatnym uktadzie wspétrzednych

Réwnanie prostej w postaci ogdlnej oraz w postaci kierunkowej

Proste rownolegte, proste prostopadte

Dtugoéc¢ odcinka. Srodek odcinka

Zastosowania réwnania prostej: wysokosci, sSrodkowe, symetralne bokéw trojkata

« Funkcja kwadratowa

o

Jednomian kwadratowy i jego wtasnosci. Przesuniecie wykresu jednomianu
kwadratowego wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanonicznej. Wykres
funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci ogolnej
Wspotrzedne wierzchotka paraboli
» Zaleznosci miedzy warto$ciami wspotczynnikdéw wystepujacych we
wzorach funkcji kwadratowej zapisanej w postaci ogdélnej i w postaci
kanonicznej
« Wspbtrzedne wierzchotka paraboli
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej
Woyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej
funkcji lub o jej wykresie
Réwnanie kwadratowe
Nieréwnos¢ kwadratowa
Wartos¢ najmniejsza oraz wartosc najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym
Zastosowania funkcji kwadratowej
» Zadania wstepne
» Zadania tekstowe prowadzace do rownan kwadratowych - predkosc,
droga, czas

« Wielomiany. Funkcje wymierne

o

o

Pierwiastki réownan
Réwnania stopnia trzeciego w postaci iloczynu



o Wyrazenia wymierne. Rbwnania wymierne
o Zastosowanie réwnan wymiernych do interpretacji zagadnien praktycznych
o Proporcjonalnos¢ odwrotna
» Proporcjonalnos¢ odwrotna
» Wykres funkcji
= Przesuniecia wykresu wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
o Zastosowania funkcji wymiernych do interpretacji zagadnien praktycznych
o Ciagi
o Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej naturalnej
o Ciagg arytmetyczny
o Ciagi - wtasnosci ciggéw arytmetycznych
o Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego
o Cigg geometryczny
o Suma wyrazow ciggu geometrycznego
o Procent sktadany
o Cigg arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
« Funkcja wyktadnicza. Logarytmy
o Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci. Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej
o Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu
o Dziatania na logarytmach
» Dziatania na logarytmach. Przyktady
» Zadania
o Zastosowanie funkcji wyktadniczej
« Woykresy funkcji specjalnych i ich wtasnosci
« Stowniczek



Wprowadzenie do geometrii w prostokatnym
uktadzie wspotrzednych

W Kklasie pierwszej omowiliSmy podstawowe wilasnosci figur ptaskich. Teraz pokazemy, ze
umieszczenie takich figur w ukladzie wspolrzednych stwarza mozliwos¢ opisania ich za
pomoca rownan.

Przyktad 1

Oblicz pole prostokata ABCD.
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych punkt o podanych wspotrzednych.



https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Podajwspotrzedne punktu P.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj
https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj

Punkty A, B i C sg trzema wierzchotkami réwnolegloboku. Umie$¢ punkt D tak, aby
zbudowac¢ réwnoleglobok ABCD.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZqgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Dany jest trojkat ABC. Umie$¢ odcinek h tak, aby byl wysokoscig tego trojkata
poprowadzong z wierzchotka A.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZqgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Dany jest trojkat ABC. Umies¢ dane odcinki tak, aby byty srodkowymi tego tréjkata.


https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj
https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 7

Umie$¢ punkty A, Bi C tak, aby punkty Sy, S, 1 S3 byly $rodkami bokéw utworzonego
trojkata ABC.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMJZqgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 8


https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj
https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj

Umies¢ punkt C tak, aby pole trojkata ABC byto rowne 12.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMJZgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 9

Odcinek AB jest bokiem, a S jest punktem przecigcia wysokosci (ortocentrum) trojkgta
ABC. Wyznacz wierzchotek C trojkata ABC.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMIJZqgerKj
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj
https://zpe.gov.pl/a/DMJZqerKj

Rownanie prostej w postaci ogdlnej oraz w postaci
kierunkowej

Cwiczenie 1

Czy dana prosta jest wykresem funkc;ji?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DCbDXANfK

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Juz wiesz

W Kklasie pierwszej, w rozdziale poswieconym funkcji liniowej dowiedzielismy sie, Ze:

« prosta prostopadta do osi Ox nie jest wykresem funkcji f(xz) = ax + b

« jezeli na wykresie funkcji liniowejlezg dwa rézne punkty A = (z4,y4) i
B = (zB,yB), (gdzie z4 # xg), to wspotczynnik kierunkowy prostej, bedgce;
wykresem funkcji jest rowny

Ya—YB
TA—IB

a =

natomiast wyraz wolny jest rowny



https://zpe.gov.pl/a/DCbDXANfK

b=ys—azxy

» kazda prosta, bedaca wykresem funkciji liniowej, ktora przechodzi przez punkt
A = (xz4,ya) maréwnanie y = ax + (y,4 — az4), co zapisujemy w postaci

y=a(x —x4)+ya

» kazda prosta, bedaca wykresem funkciji liniowej, ktora przechodzi przez dwa rézne
punkty A = (z4,y4) i B = (zp,yp) mardéwnanie
y=L"2(z—z4) +ya
Cwiczenie 2

Zaznacz poprawne stwierdzenie.

O Wspétczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty K = (3, — 2) i
L = (—2,1) jest réwny — 2.

Prosta przechodzaca przez punkty A = (—4,—2) i B = (—3, —1) ma réwnanie
U y=x+ 2.

(] Punkty A = (3, 6)i B=(—3, 6) leza na prostej o réwnaniu y = 6.



Cwiczenie 3

Dopasuj rownanie prostej do odpowiedniego rysunku.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4
Potacz w pary postac ogdlng prostej z jej postaciag kierunkowa.
y=—x—3 y=3z+1
—15z +3y+1=20 z+y+3=0
_ _ 1 3
—4xr +12y+9=0 y=35e— 7
z—T7y+5=0 y=+zx+ 2
7 7
_ _ 1
—3z+y—1=0 y=95r— 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5

Punkt M = (1, —4) lezy na prostej o réwnaniu

O y=-3z-1
(O y=3z+1
O y=3z-1

O y=-3z+1
Przyktad 1
Zapisujemy réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (4,2)i B = (-3, 1).
Wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny

a = Ya—yp __ 2—-1 __ 1
T za—xzp  4+3 T 7

Rownanie prostej mozemy zapisa¢ w postaci
1
y=7z+b

Wspotczynnik b obliczymy, wstawiajac do rownania wspotrzedne dowolnego punktu
nalezgcego do tej prostej, np. A = (4, 2)

2:%04—1—b,

wiec b = %. Wynika z tego, ze réwnanie prostej przechodzgcej przez punkty A i B ma
postac

1
a:+70.

|~

y:
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze mnozac obie strony rownania prostejprzez 7, otrzymamy inng postac tego
rownania:

Ty =z + 10.
Po uporzadkowaniu mozemy zapisac
x—T7y+10=0.

Jest to rownanie tej samej prostej przechodzacej przez punkty A i B zapisane w postaci
ogolne;j.
Definicja: Rbwnanie ogdlne proste;j

Réwnanie Ax + By 4+ C = 0, gdzie A, Bi C s3liczbami rzeczywistymi oraz A i B nie s3

jednoczesnie rowne zero, nazywamy rownaniem ogolnym proste;j.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DCbDXANfK
https://zpe.gov.pl/a/DCbDXANfK

Przyktad 2

Wyznacz rownanie ogolne prostej przechodzgcej przez punkty
A =(za,ya)iB = (xp, yp), gdzie x4 # xp. Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru

Ya—YB

(A —— (. —z4) +ya

otrzymamy posta¢ kierunkowgq proste;j.

Mozemy jednak przeksztalci¢ wzor tak, aby mozna bylo otrzymac¢ rowniez posta¢ ogolng
proste;j.

Od obu stron rownania odejmiemy wyrazenie

Ya—YB
TA—ZIB

(z —24) +ya
Y—Ya— g (z—24) =0
Mnozymy obie strony przez
zg—zp(xs —xp #0)
(y—ya)(®a —xB) — (ya —yB)(x —14) =0

Zauwazmy, ze jezeli x4 = xp, to otrzymany wzor opisuje prosta rownolegla do osi Oy,
przechodzacg przez punkty A i B. Poniewaz (x4,y4) # (B, yg)ixs = xp, to
Y4 # yp. Wowczas mamy

(Yy—ya)®0— (ya—yp)(®—x4) =0/ : (ya—ys)
r—xy4=0

T = THg
Zapamietaj!

Rownanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty A = (x4,y4)iB = (xp, yg) ma
postac

(¥ —ya)(xa —2xB) — (ya —yB)(x —14) =0
Przyktad 3

« Wyznacz rébwnanie prostej przechodzacejprzez punkty A = ( — 3, 4) i
B =(2,-1).

Po podstawieniu wspotrzednych punktow A i B do wzoru
(v —ya)(@a —zB) — (ya — yp) (@ —24) =0

otrzymamy x — (—3)



(y—4)(-3-2) — [4— (~D]fz - (-3)] =0
5(y—4) — 5(z+3) =0
—5y+20—-5x—-15=0
Po uporzadkowaniu
—5z —5y+5=0/: (—5)

z+y—1=0

Ay

r+y—1=0

A=(-3,4)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki t6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
« Wyznacz rownanie prostej przechodzacejprzez punkty A = (5, 2)iB = (5, —3).
Po podstawieniu wspotrzednych punktow A i B do wzoru
(y —ya)(wa —xB) — (ya —yp)(T —x4) =0
otrzymamy
(y=2)(5-5) - (2+3)(z-5)=0

Oe(y—2)—5(zx—5)=0

Po uporzadkowaniu otrzymaliSmy rownanie prostej w postaci ogolnej

rz—5=0.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Jest to prosta prostopadia do osi Ox. Tej prostej nie mozna opisa¢ rbwnaniem w postaci
kierunkowej, poniewaz nie jest ona wykresem funkgcji liniowe;j.

Uwaga.

Rownanie tej prostej wyznaczymy szybciej, jesli zauwazymy, ze pierwsze wspoirzedne
obu punktow sg jednakowe i rowne 5, a drugie sa rozne. Oznacza to, ze rownanie prostej
przechodzacej przez te punkty ma posta¢ x = 5, czylix — 5 = 0.

Cwiczenie 6

Potacz w pary proste z punktami przez nie przechodzacymi.

z =2 A=(2,3),B=(2,0)
z+y=1 A= (-2,-1),B=(3,1)
—2x 45y = —1 A= (-1,2),B=(2,—-1)
—z+3y=8 A=(-2,2),B=(3,2)
y=2 A=(-2,2),B=(1,3)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 4

Narysuj prosta o rownaniu ogolnym 3z — y + 2 = 0.
Narysowanie tej prostejbedzie tatwiejsze, jesli zapiszemy jg w postaci kierunkowej:
y =3+ 2.



Z wlasnosci funkciji liniowej pamietamy, ze wykres funkcji y = 3x 4+ 2 przecina o$ Oy
w punkcie o wspotrzednych (0, 2), a wspotezynnik kierunkowy jest rowny 3.

y=3z+2
3r—y+2=0

; oS
2 3 4 5 6 7 8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 7

Prosta o réwnaniu —2x + 5y — 10 =0

[ ] przechodzi przez punkt A = (2, 3)

(] przecina 0$ Ox w punkcie (—5, 0)

[ ] przecina o$ Oy w punkcie (0, 2)



Cwiczenie 8
Przeciggnij odpowiednie proste z dolnej sekcji do gorne;j.

proste pokryrywajace sie z prostg o rownaniu
6 +2y=14

proste pokrywajace sie z prostg o réwnaniu —r—y=—1 ’ ‘ 3z +y=2 ’
100z + 100y = 100

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9

Wspétezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A = (30,20) i B = (40, 80)
jest rowny



Cwiczenie 10

Punkty M = (\/5, \/§)| N = (—\/5, \/5) leza na prostej o réwnaniu

O y=-v2
O z=+3
O z=-3

O y=v2

Cwiczenie 11

Réwnanie prostej —2x + 4y — 6 = 0 mozna zapisa¢ w postaci

O y=35z+3
O y=—-3z—4%
O y=-3z+73
O y=3z—35



Cwiczenie 12

Punkt M = (—2,2) lezy na prostej o rownaniu 3z + By + 10 = 0. Wynika z tego, ze

O B=-2
O B=-4
O B=4
O B=2

Cwiczenie 13

Punkt K = (m + 1,1) lezy na prostej o réwnaniu —20z + 33y + 127 = 0. Wynika z tego, ze

O m=-7
O m=-3
O m=1
O m=

Cwiczenie 14

Prosta m ma rownanie y = —%az + 2. Wskaz rownanie, ktore nie jest réwnaniem prostej m.

—8xr+12y+24 =0
—2x—3y+6=0

16 4+ 24y — 48 =0

o O O O

2243y —6=0



Cwiczenie 15

Punkty A = (—1,2), B=(3,4),C = (—1,7)i D = (—5,4) sa wierzchotkami czworokata
ABCD. Przekatne AC i BD przecinaja sie w punkcie o wspotrzednych

O §=(-3,7)
O §=(-14)
O S=(32)
O §=(-57)

Cwiczenie 16

Dany jest punkt A = (2, —1) oraz prosta k o réwnaniu y = 3x — 4. Na prostej k lezy taki
punkt B, ze prosta AB jest prostopadta do osi Ox uktadu wspétrzednych. Wspotrzedne
punktu B sg réwne

O B=(22)

O B=(2,-2)
O B=(3,-1)
O B=(-4,-1)



Cwiczenie 17

Punkty A = (0,0), B = (0,150), C' = (50, 50) sa wierzchotkami tréjkata ABC. Boki AC i
BC s3 zawarte w prostych o réownaniach

() AC:y=2z,BC: y=2z+ 150

() AC:y=—2,BC: y=2z+150

() AC:y=—2,BC:y= —2z+ 150

() AC:y==z,BC:y= —2z+ 150

Cwiczenie 18

Punkty A = (—1,2), B= (3,4),C = (—1,7)i D = (—5,4) sa wierzchotkami czworokata
ABCD. Przekatne AC i BD zawieraja sie w prostych o réwnaniach

() AC:z—-1=0,BD:y—4=0

() AC:z+1=0,BD:y+4=0

() AC:z2+1=0,BD:y—4=0

() AC:z—1=0,BD:y+4=0



Cwiczenie 19
Wyznacz rownanie prostej w postaci ogdlnej, ktora przechodzi przez punkty
1. A=(0,0)i B=(—4,1)
2.A=(24)iB=(-2,-3)
3.A=(-5,2)iB=(-5,—6)
4. A = (124,48) i B = (—124, —48)

5.4 — (¢§,3\/§) iB— (5\/3, 4@)

Cwiczenie 20

Wyznacz wspétrzedne punktu M, w ktérym przecinaja sie proste o rownaniach
Ilm:2x+5by—12=0ik:2+3y—5=0
2.m:—-2x+3y+1=0ik:2—5=0
3m:—z+3y—6=0ik:2x+y—2=0

4m:z+4y+23=0ik:3z—-2y—1=0



Cwiczenie 21

Boki tréjkata ABC zawieraja sie w prostych AC, AB i BC. Wyznacz wspétrzedne
wierzchotkow tego trojkata, jesli

1.LAB: y+4=0,AC:5x+3y—8=0o0razBC: x—y=0

22AB: x+y+2=0,AC: —32+2y+9=00razBC: —2+9y—22=0
3AB: —x+4+2y—10=0,AC:2—4=00razBC: y—3=0
Cwiczenie 22

Wyznacz réwnania przekatnych czworokata o wierzchotkach w punktach: A = (—4, —2),
B=(5,-5),C =(4,2)i D = (—2,4). Oblicz wspdtrzedne punktu przeciecia przekatnych
czworokata ABCD.

Cwiczenie 23
Wyznacz wszystkie wartosci m, tak aby prosta
1.3z — (m — 1)y + 3 = 0 przechodzita przez punkt K = (—5,4)
2.3(m + 3)x + (m + 4)y + 5 = 0 byta prostopadta do osi Ox
3. (m2 — 25):13 —2(m — 2)y — 1 = 0 byta prostopadta do osi Oy
Cwiczenie 24

Uzasadnij, ze nie istnieje warto$¢ m, dla ktorej prosta (m2 — 9):c +(m—-3)y+m+3=0
jest prostopadta do osi Ox.



Proste rownolegte, proste prostopadte

W klasie pierwszej, w rozdziale o wlasno$ciach funkcji liniowej ustaliliSmy, ze jezeli wykresy
funkciji liniowych sg do siebie rownolegte, to ich wspotczynniki kierunkowe sa rowne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DePf7/G83i
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DePf7/G83i


https://zpe.gov.pl/a/DePf7G83i
https://zpe.gov.pl/a/DePf7G83i

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Twierdzenie: Proste rownolegte

Proste o rownaniach

e m:y=a1x+b
e k:y=asx+ by

sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe sg rowne.

a; — as
Przyktad 1
Wyznacz rownanie prostej k, ktora jest rownolegla do prostej o rownaniu y = —3z + 4
i przechodzi przez punkt
P =(-2,3).

Poniewaz proste sg rownolegle, to ich wspotczynniki sg rowne. Zatem rownanie prostej
k mozemy zapisa¢

y= —3x+b.

Wspoétrzedne punktu P = (—2, 3) spetniajg rownanie prostejy = —3z + b. Poich
podstawieniu do roOwnania otrzymujemy

3=-3e(—2)+0b,

wiec
b= -3.
Wynika z tego, ze prosta k ma rownanie y = —3x — 3.
\ by
kA \
\ 4
\
y s
P=(-2,3)\ y=—3r+4
\ 24
\
\
\ 1
\
Lo ——
7 6 -5 -4 -3 2 - 0o 1 2 3 4 5 6 7
\
v -1
\

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



y=-3x+Db
3=-3:(-2)+b
3=6+Db
b=-3
y=-3x+4
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 2

Dana jest prosta m o rownaniu y = ax(a # 0). Ta prosta jest przekatna prostokata
ABCD, w ktorym B = (1,a) i D = (0, 0). Zbudujmy prostokat A; B;C; D, w ktoérym
B; = (—a,1).

Oba prostokaty sg przystajace, a zatem odpowiednie katy miedzy bokami i przekgtnymi
sa rowne.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, ze kgt miedzy prostymi zawierajacymi przekatne prostokgtow jest suma
dwoch katow

B:a+(900 —Oé),
czyli
B=190".

Zatem proste ki m sg prostopadie.
Prosta k ma réwnanie y = a;x, a punkt B; ma wspotrzedne (—a, 1). Po podstawieniu
wspotrzednych punktu B; do rownania prostej otrzymamy

1=a;e(—a)

—1=a;ea.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DePf7/G83i
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Twierdzenie: Proste prostopadte

Proste o rownaniach m : y = a;x + by oraz k : y = asx + by sg prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek

a; ® ag — —1
Wazne!

Jesli wspotczynnik kierunkowy jednej z prostych jest rowny 0, a wigc prosta jest
rownolegla do osi Ox, to prosta do niej prostopadia jest rownolegla do osi Oy i opisana
jest rbwnaniem x = x.

Przyktad 3

Napisz rownanie prostej k, ktora jest prostopadta do prostejo rownaniu y = 2z — 1
i przechodzi przez punkt P = (-2, 3).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wspotczynnik kierunkowy a prostejy = 2z — 1 jest rowny 2. Rbwnanie prostej k ma
postac

y=aix + b.

Poniewaz proste sg prostopadte, to ich wspoétczynniki kierunkowe spetniaja warunek
—1 = a e a1. Po podstawieniu a = 2 otrzymamy

—1=2ea;
a=—%
Rownanie prostej k mozemy zapisa¢ w postaci y = —%33 +b.

Wspotrzedne punktu P = (—2, 3) spetniajg rownanie prostejy = — ; x +b.Poich
podstawieniu do rOwnania otrzymujemy

wiec

Wynika z tego, ze prosta k ma rownanie

y:—%:c+2.

Przyktad 4



Sprawdz, czy proste o rownaniach 5x + 2y — 15 =0i —z + 3y — 10 =0s3
prostopadte.
Oba rownania zapiszemy w postaci kierunkowe;j.

Wspotczynniki kierunkowe tych prostych sg rowne a; = —% ias = %
Sprawdzimy, czy spetniony jest warunek a; e az = —1.

Otrzymujemy —% ° % # —1. Wynika z tego, ze proste o rownaniach
y=-—32+3
y=gz+y

nie sg prostopadte.
Przyktad 5

Punkty A = (1,5),B = (4,0) i C = (5,4) sa wierzchotkami trojkata. Wykaz, ze trojkat
ABC jest prostokatny:.

Aby wykazac, ze ten trojkat jest prostokatny, wystarczy stwierdzi¢, ze dwie proste
zawierajace boki trojkgta sg prostopadie.

Wspotczynniki kierunkowe prostych zawierajgcych boki trojkata obliczymy ze wzoru

— Ya—YyB

Ta—Tp °
Tabela. Dane
bok AB bok AC bok BC
agp =7 =% arc =57 =7 apc = 574 =1 =4

Dla prostych zawierajgcych boki AC i BC zachodzi warunek
apceapc — —% o4 =—1.

Wynika z tego, ze te proste sg prostopadie. Zatem trojkat ABC jest prostokatny.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 6

Wierzchotek C trojkata ABC ma wspoétrzedne (1, 6), a bok AB lezy na prostej opisane;j
rownaniem z + 6y — 8 = 0. Wyznacz réwnanie prostej m zawierajacej wysoko$c trojkata,
opuszczong na bok AB.

Réwnanie prostej, na ktorejlezy bok AB, mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej

Y= —%J:—l—l%.

Prosta, zawierajgca wysokoS¢ opuszczong na ten bok, jest do niej prostopadta, czyli jej
wspolczynnik kierunkowy musi spelnia¢ warunek

—% ea; = —1.
Zatem
a; — 6.
Rownanie prostej m mozemy zapisa¢ w postaci

y = 6x + b.

Wierzchotek C trojkata lezy na tej prostej, a jego wspolrzedne spelniajg to réwnanie.
Mozemy obliczy¢ warto$¢ wspotczynnika b

6=6e1+0
b=0

Roéwnanie prostej zawierajacej wysoko$¢ trojkata, opuszczong na bok AB, ma postac
y = 6.



m
7.
C
6.
’ 7
4 \
Ve 51 \
s
s “
’
2 41 \
7,
4 \
’
/ 34 \
pe
P \
Ve \
24 \
A . !
\
1.
B
0
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 7

Dla jakiejwartosci m prosta y = %m — 2 jest prostopadta do prostej
Y= (m2—12)a:—|—m—1?

Poniewaz proste sg do siebie prostopadte, to spelniony jest warunek
+e(m?—12) = -1
m?—12= -3
m? =9

Wynika z tego, ze proste y = xx — 21 y = (m? — 12)z + m — 1 sg prostopadte dla
m = 3lubm = 3.
Rownania tych prostychtoy = -3z +2iy = -3z — 4.

Cwiczenie 1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

1. Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y = %:c —4

i przechodzacej przez punkt A = (—3, 5).

2. Wyznacz rownanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu 6 — 2y +3 =0
i przechodzacej przez punkt B = (2,1).

3. Uzasadnij, ze czworokat ABCD o wierzchotkach w punktach
A= (2, —2),B=(6,0),C=(5,3)iD=(3,2) jest trapezem.

Cwiczenie 3

Bok BC réownolegtoboku ABCD jest zawarty w prostej o réwnaniuy = —2x — 1, abok AB
jest zawarty w prostej o réwnaniu y = —1. Wierzchotek D ma wspoétrzedne D = (3,3).
Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki AD i CD tego réwnolegtoboku.

Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y = %x —2
i przechodzacej przez punkt A = (3,1).

2. Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu —x + 2y + 6 =0
i przechodzacej przez punkt B = (1, —1).

3. Uzasadnij, ze tréjkat ABC o wierzchotkach A = (1, — 1), B=(—3,1)i C = (4, 5)jest
prostokatny.

Cwiczenie 9

Potacz w pary réwnania prostych prostopadtych.

—r—2y=-4 y=2z+1
—z 4+ 3y =10 y=—-4zx +1
—x+%y:2% y=-3z+1
z—4y=—1 y:—%x—l—l

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10

Potacz w pary réwnanie prostej z réwnaniem prostej rownolegtej przechodzacej przez punkt

A.

—2z 4+ 3y=->5 —2z+3y=4, A=(1,2)
—2r+y=-5 —4dzr+3y=—-4, A=(-3,-1)
—4r+3y=9 dr + 3y =4, A=(0,0)
4r+ 3y =0 —2z+y=—-4, A=(3,1)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11

Wierzchotki tréjkata ABC to punkty o wspoétrzednych: A = (4,1), B = (0,3), C = (2, —5).
Wyznacz rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata poprowadzong z wierzchotka A.



Cwiczenie 12

Wspétczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej y = —2x + 3 jest rowny

(\]

o O O
I
-

O %
Cwiczenie 13

Wskaz réwnanie prostej rownolegtej do prostej y = 3z — 1 i przechodzacej przez punkt
P(-2,-3).

O y=3z-3
O y=3z+3
() y=-3z—-9

() y=-2zx-3



Cwiczenie 14

Ktore z rownan opisuje prosta prostopadta do prostej y = 2z 4 3?

O y:%w+2
O y=—-5z+4
O y=2zx-3

O y=-2x-7

Cwiczenie 15

Proste o réwnaniachy =3z — 5iy = %:c +3
przecinaja sie pod katem innym niz kat prosty
pokrywajg sie

sg prostopadte

o O O

() saréwnolegteirozne

Cwiczenie 16

Prosta —x 4+ 4y — 6 = 0 jest prostopadta do prostej y = ax + 3. Wynika z tego, ze

o O O O
I
|



Cwiczenie 17

Wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do prostej y = —%m + @ jest réwny

O 2v2+2
s

O 22+1
VI

O ==L

O 2v2-2

Cwiczenie 18

Wyznacz rownanie prostej prostopadtej do prostej y = — %ac + 2 i przechodzacej przez punkt
L. M=(-1,3)
2. M = (0,0)
3.M = (4,0)
4. M = (0,5)

Cwiczenie 19

Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres przecina o$ Oy w punkcie (0, — 2) i jest
prostopadty do prostej y = —2x + 3.

Cwiczenie 20

Punkty A = (3,5), B = (-2, —4), C = (6, — 1) sa wierzchotkami tréjkata. Wyznacz
réwnanie prostej, na ktorej lezy wysokos¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C.



Cwiczenie 21

Punkty A = (2,6), B= (2,1),C = (—2,—2) i D = (—2, 3) sa wierzchotkami czworokata
ABCD. Uzasadnij, ze ten czworokat jest rownolegtobokiem.

Cwiczenie 22

Dla jakich wartosci parametru m prostek : y = (m+2)xz — 1il: y=(3m —2)z + msa
rownolegte?

Cwiczenie 23

Dla jakich wartosci parametru m prostey = (m + 5)x — 2mi y = %aj + 7 sg prostopadte?
Cwiczenie 24

Wykaz, ze tréjkat o wierzchotkach A = (0,2), B = (3,1), C = (2, 3) jest prostokatny.
Cwiczenie 25

Podstawa AB trapezu ABCD zawiera sie w prostej y = —3x + 5. Wyznacz réwnanie
prostej, w ktérej zawiera sie podstawa CD, jezeli C' = (—%, — %)

Cwiczenie 26

Punkty A = (1,—1), B = (3, 3), C = (0, 6) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD. Wyznacz rownania prostych, w ktérych zawieraja sie boki tego rownolegtoboku oraz
wspotrzedne wierzchotka D.



Dtugoé¢ odcinka. Srodek odcinka

Przyktad 1

Oblicz dtugo$¢ odcinka AB o koricach w punktach A = (—5,2)i B = (1,6).
Zbudujmy trojkat prostokatny, ktoérego przyprostokatne sa rownoleglte do osi uktadu
wspotrzednych, a odcinek AB jest jego przeciwprostokatna.

Przyktad 2

Odleglos¢ punktow na osi liczbowej jest rowna wartosci bezwzglednejroznicy liczb,
odpowiadajacych tym punktom.
[y

9 -8

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem przyprostokgtne tego trojkata majg dtugosci |AC| = 61 |BC| = 4.
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa obliczymy dlugo$¢ przeciwprostokatnej AB.

|AB|* = |AC|* + |BC[?
[AB|* = 6% + 42
|AB|? = 52

AB| = v/52 — 2v/T3.

Przyktad 3



Punkty A = (z4,y4) i B = (zp,yp) sa koncami odcinka AB. Oblicz dtugo$¢ odcinka

AB.

A= (x.lr \'A)

B = (g Vg)

Y=

|AB| = V(xy— xa)z + (Yo — \'n)i

B = (g Yg)
A= (X Ya) g - - - - Ya=¥p A=(Xp V¥ade-----m--ocmm oo - Ya
oS ' Ivg = Yal =0
1 1 [¥Ys = ¥al
& . : B=(xgve)| Y
1 i 1
; " '
' L} L}
L] L} x ' X
" ] 5 A
Xp Ag Xp= Xg
=0

IAB| = V(X5 = X4)* = Ixg = X, |AB| = V(ys = Ya)’ = lyg = Yal

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Zapamietaj!
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Dlugosc¢ odcinka AB, ktorego koncami sg punkty A = (z4,y4) i B = (2B, yB) obliczamy
ze Wzoru


https://zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9

AB| = /(24— 25)? + (y4 — 1)’
Zauwazmy, ze wzor jest prawdziwy w szczeg6lnych przypadkach:
o gdy odcinek AB jest rownolegly do osi Ox, wtedy

Ya = YB

|AB| = \/(azA —zp)? =|z4 — 2B
« gdyodcinek AB jest rownolegly do osi Oy, wtedy

TA =B

|AB| = \/(yA —y5)’ = |ya — ysl

Srodek odcinka
Przyktad 4

Ola ma 160 cm wzrostu, a jej brat Marcin 190 cm. Oblicz sredni wzrost rodzenstwa.
Sredni wzrost brata i siostry odpowiada éredniej arytmetycznejliczb 160 i 190, czyli

T = M = 175 (cm).

Na osi liczbowejliczba 175 jest jednakowo oddalona od obu liczb 160 i 190.
(148.57, 5.88)

15 15

— [

Yy

T T @ T T @ T T @ T T
150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200
160 175 190

(204.8, -4.35)
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z whasnosci sredniej arytmetycznej dwoch liczb wynika, ze liczba odpowiadajaca Sredniej
dwoch liczb lezy na osi liczbowej doktadnie posrodku miedzy tymi dwoma liczbami.
Przyktad 5

Punkty A = (z4,y4) i B = (zp,yp) sa koncami odcinka AB. Wyznacz wspotrzedne
srodka odcinka AB.
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A= (xfh yA)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wspotrzedne punktu S, ktory jest srodkiem odcinka o koncach w punktach
A= (za,y4)iB= (zp,yB), sa Srednimi arytmetycznymi wspotrzednych koncow
odcinka AB.

S = (CUA;rﬂEB , yA;?/B)


https://zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9
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Przyktad 6

Sprawdz, czy trojkat o wierzchotkach w punktach A = (2,2),B=( —3,6)i C = (5, 6)
jest rownoramienny. Oblicz obwod tego trojkata.

b
B=(-3,6) a C = (5,6)
3.
2.
A=(2,2)
14
0 X
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 :1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Korzystajgc ze wzoru na dtugo$¢ odcinka, obliczymy dlugosci bokow trojkata.

\AB|:\/(2—1—3)24—(2—6)2:\/25—1—1 = /41
AC| = 1/(2=5) +(2—6)> = VIF16 = v/25 = 5



https://zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9

Zauwaz, ze drugie wspoélrzedne punktow B i C sa rowne 6, co oznacza, ze odcinek BC
jest rownolegly do osi Ox. Jego dtugo$¢ jest rowna

IBC|=1[5+3| =8.

Dtugosc¢ tego odcinka mozemy rowniez obliczy¢, wykorzystujagc odpowiedni wzor. Wtedy

\BC|:\/(—3—5)2+(6—6)2:\/6—4:8

Kazdy bok tego trojkata ma inng dlugos¢, zatem nie jest on rownoramienny.
Obwdd trojkata jest rowny

Ob=5+8++41 =13+ 41
Przyktad 7

Oblicz dtugo$¢ przekatnej prostokata ABCD o wierzchotkach w punktach:
A= (-5,-1),B=(5-5)iC = (7,0). Wyznacz wspotrzedne wierzchotka D.
[\

5.
4.

3.

o B=(5—5)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przekatna prostokata ABCD jest rowna dlugosci odcinka

|AC\=\/(—5—7)2—1—(—1—0)2=\/144+1=\/E

Przekatne w prostokgcie przecinajg si¢ w punkcie S, ktory jest srodkiem kazdej z nich.
Wynika z tego, ze $rodek przekatnej AC jest réwniez $rodkiem przekatnej BD.
Srodek S przekatnej AC ma wspotrzedne

§= (=555 = (L -%)



kv

-10 -9 1 12 13
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Niech D = (zp, yp).
S=(1,- %) jest srodkiem odcinka BD, a zatem
1y 5+zp —5+yYp
(1’ - 2) - ( 2 2 )
1= 3tz _ 1 _ 5t
- 2 2 2
xp = —3iyp =4
Wynika z tego, ze D = (—3,4).
by
D = (—3,4) *
1 12 13

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Przyktad 8

Napisz rownanie prostej, na ktorejlezy srodkowa poprowadzona z wierzchotka C
w trojkacie o wierzchotkach w punktach

A= (-2,-5),B=(8, 1),C = (0, 4).

Srodkowa tréjkata to odcinek tgczacy wierzchotek ze érodkiem przeciwlegtego boku.
Naprzeciw wierzchotka C'lezy bok AB, ktérego srodek ma wspoirzedne

5= (242,23) = (3,-2)

Srodkowa poprowadzona z wierzchotka C' lezy na prostej CS i ma rownanie y = ax + b.
Wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny

apunkt C' = (0, 4) jest jej punktem przeciecia z osig Oy. Wynika z tego, ze b = 4.
Réwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa trojkata poprowadzong z wierzchotka C' ma
postac

y=—2zx+4
by

\51

\

-0 9 -8 -7 -6 -5 -4

A=(-2,-5) | \

-6 \

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 9

Punkty A = (—3,7)i B = (4, 8) sg wierzchotkami rombu ABCD, a punktS = (3,5)
jest jego srodkiem symetrii. Wyznacz wspoirzedne pozostatych wierzchotkow rombu.
Srodek symetrii rombu jest jednoczes$nie srodkiem kazdej przekatnej tego rombu.
PunktS = (3, 5) jest érodkiem przekatnej AC, zatem



(3’ 5) = (%’ %)’

czyli
3 — —3—2ch,5 _ %
xo=9,yc=3
C = (9,3)

Podobnie obliczymy wspoirzedne punktu D.

(35) = (452, 532)

4 8
3: +$D,5: +yp

2 2
xp =2,Yyp = 2
D = (2,2)
by
d B = (4,8)
3 C — (9, 3)
2.
N D = (2,2)
0
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_1-

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 1

Punkt .S jest Srodkiem odcinka AB. Znajdz brakujace wspétrzedne.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 2
Wyznacz wspotrzedne $rodka odcinka o koficach w punktach A i B.

1.4= (V2 3v3), B=(-3v2,5V3)

1, 3\/5),3 _ (—5,3¢§)

(
(

3.4=(-4v3, —3), B=(-4v2,3)
(1- V5, 3+ v3),B= (1453~ V3)

Cwiczenie 3
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DKW85YFr9

Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Oblicz obwéd trojkata, ktérego wierzchotkami sa podane punkty.

LA=(16),B=(-41),C=(1,-4)

2. A= (28), B=(—25),C = (6,—1)
3.4=(v2, - v2), B=(2v2,-2v2),0 = (3v2, V)

Cwiczenie 10

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa trojkata ABC poprowadzong z wierzchotka

A
1LA=(28),B=(-25),C = (6,—1)
2. A= (-34),B=(5,—-1),C = (5,9)
3.A=(0,0), B=(4,-1),C = (2,5)

4. A=(-21),B=(06),C = (6,2)



Cwiczenie 11

Punkty A, B, C sa wierzchotkami prostokata ABCD. Oblicz dtugo$¢ przekatnej prostokata
oraz wyznacz wspotrzedne wierzchotka D.

1. A=(-23),B=(16),C = (52)
2.A=(20),B=(-26),C = (1,8)

3.4 =(0,3), B=(-6,0),C = (0,-12)

Cwiczenie 12

Sprawdz, czy trojkat ABC jest réwnoramienny.
1L.A=(2,-7),B=(-5,-3),C = (6,0)
2.A=(1,-6), B=(-5,1),C = (7,1)
3.A=(1,-5),B=(8,-6),C = (6,4)

Cwiczenie 13

Przekatne rownolegtoboku ABCD przecinajg sie w punkcie S. Wyznacz wspétrzedne
brakujacych wierzchotkéw réwnolegtoboku.

1. A= (0,—4), B=(7,-5), S = (3,0)
2. A=(9,1),B=(1,-7),5=(2,—2)
3.4 = (7,0, B=(0,-4), S = (0, 1)

4. A=(10,-4),B=(5,-7).5= (7,— %)



Cwiczenie 14

Dane sg punkty: A = (4,1), B = (2, —4), C = (—2,2). Wyznacz réwnania prostych
zawierajacych srodkowe tréjkata ABC.

Cwiczenie 15

Sprawdz, czy tréjkat ABC jest podobny do trojkata Ay B;C1, jesli wierzchotki tréjkatow maja
wspotrzedne:
A=(-21),B=(-1,-2),C =(1,2)oraz A; = (3,0), B; = (-3,-2), C; = (5,—6).

Cwiczenie 16

Dane sa punkty S = (4%, —%), A = (m+ 3,m) oraz B = (2m, m — 5). Wyznacz

warto$¢ m tak, aby |AS| = |BS|.
Cwiczenie 17

Punkty A = (m — 2, —2m + 8), B = (5,0). Wyznacz takie wartosci m, dla ktérych dtugos¢
odcinka AB jest réwna 2v/2.



Zastosowania rOwnania prostej: wysokosci,
srodkowe, symetralne bokow trojkata

Przyktad 1

Dane sa punkty A = (—1,1) i B = (5, —1). Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB.
Pokazemy dwa sposoby rozwigzania tego zadania.

e Sposob [

Symetralna odcinka jest prostg prostopadta do tego odcinka i przechodzaca przez jego
srodek

Wspoétrzedne S $rodka odcinka o koncach w punktach A = (—1,1)i B = (5,—1) sa
rowne

T = 52 =2iyg =151 =0, czyli S = (2,0).

Wspolczynnik kierunkowy prostej AB jest réwny

S
a= =57 =

w| =

Wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadlejjest wiec rowny a; = 3. Zatem
symetralng mozna opisa¢ rownaniem

y=3x+b.

Punkt S = (2,0) lezy na symetralnej. Po podstawieniu wspotrzednych punktu S do
rownania otrzymujemy 0 = 3 @ 2 + b, czyli b = —6.
Roéwnanie symetralnej ma posta¢ y = 3z — 6.

e sposob II

Z wilasnosci symetralnej odcinka wynika, ze kazdy punkt P lezacy na symetralnej jest
rowno oddalony od koncow odcinka.




b

Ax+By+C=0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wynika z tego, ze |AP| = |BP)|.
Wykorzystujac wzor na dtugos¢ odcinka, otrzymujemy

VE@+1?+ -1 = \(z—5° + (y+1)°
(z+1)2+(y—1)°=(z—5)°+ (y+1)
Po zastosowaniu wzorow skroconego mnozenia
2 +2c4+14+¢y2 —2y+1=22—10x+25+ ¢ +2y+1
Stad otrzymujemy rownanie ogolne
12z — 4y — 24 = 0.
Zapisujac to rownanie w postaci kierunkowej, mamy

y =3z — 6.
Przyktad 2

Sprawdz, czy trojkat o wierzchotkach w punktach: A = (—3,6), B = (0,2),C = (4,4) jest
prostokatny.

e Sposob I

Trojkat jest prostokatny, jesli dwa jego boki sg prostopadte. Sprawdzimy, czy wsrod trzech
prostych zawierajacych boki trojkata jest para prostych prostopadtych.
Obliczymy wspotczynniki kierunkowe kazdej z trzech prostych.

1. Wspotcezynnik kierunkowy prostej AB: app = % =
2

2. Wspotezynnik kierunkowy prostej BC: apc = 4T = %

o



3. Wspétcezynnik kierunkowy prostej AC: apc = _63;_44 = —%.

Jesli proste sa prostopadte, to iloczyn ich wspotczynnikoéw kierunkowych jest rowny —1.

Sprawdzmy:

QAB ® ABC = —% ° % # —1, zatem boki AB i BC nie lezg na prostych prostopadtych.
Podobnie

aBC ® AAC = —% ° % #+ —1, zatem boki BC i AC nie lezg na prostych prostopadtych.

Zauwazmy, ze boki AB i AC réwniez nie sa prostopadle (ich wspoétczynniki kierunkowe
sa ujemne, wiec ich iloczyn nie moze by¢ rowny —1).

Wynika z tego, ze zadne dwa boki trojkata nie sg prostopadle, wiec ten trojkat nie jest
prostokatny.

Uwaga.

Jesli wezesniej zaznaczymy punkty w uktadzie wspotrzednych, to zauwazymy, ze tylko
boki AB i AC mogg by¢ prostopadie. Wystarczy w tym przypadku pokazac, ze

asp ®axc # —1.

Y

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
e sposob II

Krok 1
Obliczamy dtugosci bokow trojkata.

AB| = \/(=3)*+ (2—6)* = V25 =5

AC| = /(=3 — 4)° + (6 — 4)* = V/53

BC| = /(—4)° + (2 - 4)* = V20



Krok 2

Sprawdzamy, czy suma kwadratow dtugosci dwoch krotszych bokow jest rowna
kwadratowi dtugosci trzeciego boku. Sprawdzamy, czy jest speiniony warunek
wynikajacy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

|AB|® + |BC|? = 25 + 20
|AC|* =53
53 £ 25 + 20

Wynika z tego, ze trojkat nie jest prostokatny.
Przyktad 3

Punkty: A = (—3,7), B = (0,—2),C = (6,0), D = (3,9) sa wierzchotkami czworokata.
Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest prostokgtem.

e SposOb I

Krok 1
Sprawdzimy, czy czworokat ABCD jest rownolegtobokiem (ma dwie pary bokéw

rownolegtych).
Obliczymy wspotczynniki kierunkowe prostych zawierajacych boki czworokata.

_ T+2
aAB — —3 =-3
_ -2 _ 1
aBC = =6 — 3
9
acp = 37 = —3

_ 97 _ 1
DA = 373 — 3

Poniewaz apgp = acp = —3iagc = apa = %, wiec czworokat ABCD ma dwie pary
bokoéw rownolegtych.

Krok 2

Sprawdzamy, czy katy wewnetrzne rownolegtoboku sg proste.

Poniewaz app ® agc = —3 e % = —1, to proste zawierajace boki AB i BC sa

prostopadle. Wynika z tego , ze jeden z katow wewnetrznych réwnolegtoboku jest prosty.
Z wlasnosci katow w réwnolegtoboku (suma katow, ktorych wspolnym ramieniem jest
bok rownolegtoboku jest rowna 180°) wynika, ze pozostate katy sg rowniez proste.



11 10 9 -8 -7 B 5 7 8 9 10 11 12 13

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Uzasadnili$my, ze czworokat ABCD jest rownolegtobokiem, ktorego katy wewnetrzne sa
proste, a wiec ten czworokat jest prostokatem.

e sposob II
e Krokl

Sprawdzamy, czy przekatne czworokata sg rowne.
Dtugosc¢ przekatnej AC: |AC| = \/(—3 —6)* + (7)* = V130.

Dhugoé¢ przekatnej BD: [BD| = \/ (3)% + (9 + 2)* = V/130.
Wynika z tego, ze przekatne czworokata ABCD sg rowne.

o Krok 2

Sprawdzamy, czy Srodek przekatnej AC jest jednoczesnie srodkiem przekatnej BD.
Srodek przekatnej AC: S1 = (=52, 1) = (3, %).

Srodek przekatnej BD: S» = (3, =32) = (3, 1).

Wrynika z tego, ze S1 = Ss. Jest to zatem punkt wspolny obu przekatnych i jednoczes$nie
jest srodkiem kazdej z nich.




11 -10 -9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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-7

7 8 9 10 11 12 13

Zatem czworokat ABCD ma réwne przekatne, ktore przecinaja si¢ w punkcie dzielgcym

kazda z nich na potowe. Z tego wynika, ze czworokat ABCD jest prostokgtem.

Przyktad 4

Oblicz pole trapezu prostokatnego, ktorego wierzchotkami sa punkty:

A= (-2,

1), B=(6,3), C= (~1,7),D = (~5.5).

Aby obliczy¢ pole trapezu, potrzebne sa dtugosci obu podstaw trapezu i jego wysokoSc.

C

8

Y

10

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Dtugosci podstaw trapezu:

a=|DC| = /(1 +5)+ (75 = V20 = 2/5

b= [BA| = /(=2 —6)> + (~1 — 3)> = VB0 = 45

Wysokos$¢ trapezu:

h=DA| =/(—2+5)* + (-1 - 5)° = Va5 = 3\/5
Pole trapezu:

P=2boh— 85 ¢3\/5—9e5 =145
Przyktad 5

Punkty: S1 = (4,5), Sy = (12—3, 1), S; = (%,O) s Srodkami bokéw trojkata ABC.
Wyznacz wspolrzedne wierzchotkow tego trojkata.

Wspotrzedne wierzchotkéw oznaczamy odpowiednio: A = (x4, ya), B = (zB,yB),
C = (z¢, yc). Korzystajac ze wzoru na wspotrzedne srodka odcinka, mozemy zapisac

S, = (4,5) — (-'EA‘;TB’ yA;yB)

S =(351)

53: (%,0) _ (m;—wc, yA;yC)

( 903;960 , yB;'yC )

Stad otrzymujemy nastepujace uklady rownan:

__ Zatzpm [ _ Yatys
(4= 2ap2n (5= i
13 _ zptac 1 = Yp+yc
2 2 - 2
3 _ zatac 0= yatyc
2 2 - 2

czyli

(8=xza+2zp (10 =ya+yB
13=xp+xc{ 2=yB+YC
3=za+zc \ 0=ya+yc

g =—1 ( yA:4
$B=9< yB=6
rc=4 \yc=—-4

Wierzcholki trojkata majg wspotrzedne: A = (-1, 4), B= (9, 6),C = (4, —4).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 6

Oblicz pole trojkata, ktorego wierzchotkami sg punkty:

A= (-26), B = (6,

e sposob [

~2), C = (9,5).

10

11

12

13

14

15

16 17

Obliczymy pole tego trojkata, wykorzystujac wzor Pypc = +|AB| e h. Potrzebna wiec

bedzie dlugos¢ jednego z bokow i diugos¢ wysokosci opuszczonejna ten bok.

A

6 -5 -4 -3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Krokl
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Obliczamy dlugo$¢ boku AB.

AB| = /(=2 = 6)° + (6+2)* = 8v2
e Krok 2

Obliczamy wysokos$¢ trojkata poprowadzong z wierzchotka C' do boku AB.
Ay

7

A

10 11 12 13 14 15

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wysokos¢ jest rowna dlugosci odcinka CD, gdzie D jest spodkiem tej wysoko$ci na bok
AB. Punkt D jest punktem wspolnym prostej zawierajgcejbok AB i prostejdo niej
prostopadlej, przechodzacej przez wierzchotek C.

Krok 2.1
Wyznaczymy réwnanie prostej zawierajgcej bok AB.
Wspotezynnik kierunkowy a = &2 = —1. Do tej prostej nalezy punkt A = (—2,6),

zatem jej rownanie mozna zapisac
y=—1l—(-2)+6
y=—x+4.

Krok 2

Wyznaczymy réwnanie prostej zawierajgcej wysokos¢ CD.

Prosta CD jest prostopadta do AB, wiec jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny 1.
Jejrownanie mozemy zapisa¢ w postaci y = x + b.

Podstawiamy wspotrzedne punktu C = (9,5) lezacego na tej prosteji obliczamy
wspotczynnik b.

5=9+40b



czyli b = —4. Rébwnanie prostej AB ma postac
y=x—4

Krok 3

Obliczamy wspolrzedne punktu wspolnego obu wyznaczonych prostych.
Wspotrzedne punktu D sg rozwigzaniem ukladu rownan ztozonych z réwnan obu
prostych:

y=-c+4
y=x—4

=4
Rozwigzaniem jest {33 0 Stad D = (4,0).

Krok 4
Obliczamy wysoko$¢ h.

h=|CD| = /(9 —4)* + (5> = 5v2

Krok 5
Obliczymy pole trojkata ABC.

P=1|ABlh =} e8V2e5v2=40

Uwaga.
Potrzebna do obliczenia pola wysoko$¢ trojkata h jest rowna odlegtosci punktu C' od
prostej zawierajacejbok AB.

Ax+By+C=0

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odlegto$¢ punktu P = (z, yo) od prostejo rownaniu
Ax + By 4+ C = 0 jest rowna



Ny vz

Réwnanie prostej AB ma posta¢ kierunkowgy = —x +4iogoélngx +y — 4 = 0.
Wysoko$¢ h jest odlegloscig punktu C' = (9,5) od prostejo rownaniu z +y — 4 = 0.
Zatem, wstawiajgc do wzoru odpowiednie liczby, otrzymujemy

_ lmotyo—4] _ [9+5-4] _ [10] _ 10 _
h= s =5 =5 =5 =52

e sposob II

Trojkat ABC mozemy wpisa¢ w taki prostokat, ktérego boki sa rownolegle do osi uktadu
wspolrzednych. Wtedy pole trojkata mozna obliczy¢ jako roznice pol prostokata i trzech
trojkatow prostokatnych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DnT3mEBYy
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 7

Oblicz pole trojkata o wierzchotkach w punktach:

A= (-2,6), B=(6,-3), C=(5,3).

Pole trojkata rozwartokatnego ABC mozna obliczy¢ jako sume pol dwéch trojkatow ACF
i CFB.


https://zpe.gov.pl/a/DnT3mEBYy

10 9 -8 -7 -6

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Pyr=TeT7T— (507e7+>0e703) =14
Popp =602 — (3 0202+ L 0206) =4
Pole trojkata ABC:

Pypc = Paycy + Pcrpp = 14 +4 =18
Przyktad 8

Punkt A lezy na prostej k o réwnaniu y = 2z — 1, a punkt B na prostejm o rownaniu
y = —x + 3. Wyznacz wspodtrzedne punktéw A i B tak, aby punkt P = (0,0) byt
srodkiem odcinka AB.

m:y=—x+3 - k:y=2x—1

P

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
-1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wspotrzedne punktu A mozemy zapisa¢, wykorzystujac fakt, ze A lezy na proste;j
y=2zx—1:
A = (z 4,224 — 1). Podobnie zapisujemy wspotrzedne punktu B lezacego na prostej



y=—x+3:
B = (LEB, —Ip —|—3)
Punkt P = (0,0) jest érodkiem odcinka AB, zatem wykorzystujgc wzory na wspotrzedne

srodka odcinka, otrzymujemy:

acA—;a:B —0j (2:17A*1);(71:B+3) —o.

Po uporzadkowaniu otrzymujemy uktad rownan

x4 +zp=0
204 —xBp = —2
Rozwigzaniem ukladu jest z4 = —% izg = %

Z tego wynika, ze

Cwiczenie 1

Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB.
1. A=(-24), B=(3,2)
2.A=(-3,-1), B=(1,1)
3.A=(12), B=(-2,-1)
4. A= (6,3), B=(-2,5)

5.4 =(0,-2), B=(53)

6. A = (2\/5,—8\/5), B — (—2\/5,8x/§)



Cwiczenie 2

Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa AD tréjkata ABC, ktérego wierzchotkami
sg podane punkty.

LA=(-23),B=(1,-2),C = (42)

2.A=(-33),B=(4,-1),C = (-2,3)

3. A= (6,1),B = (7,0),C = (1,0)

4.4 =(-32),B=(35), C=(-2,-1)
Cwiczenie 3

Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach w punktach: A = (0,4), B = (5,3),C = (—1, —1) jest
prostokatny. Czy ten tréjkat jest rownoramienny?

Cwiczenie 4

Wykaz, ze czworokat ABCD, ktérego wierzchotkami sg punkty:
A=(4,-1),B=(8,6),C =(0,5),D = (—4, —2), jest rombem.

Cwiczenie 5

Punkty A = (0,1), B = (6,—1),C = (7,2) sa wierzchotkami réownolegtoboku ADBC. Punkt
FE jest punktem przeciecia sie przekatnych rownolegtoboku. Wyznacz rownanie prostej
przechodzacej przez punkt E i rownolegtej do boku AB

Cwiczenie 6

Punkty B = (5, —2) i D = (3,6) sa przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD.
Wyznacz réwnanie prostej AC.



Cwiczenie 7

Oblicz pole tréjkata prostokatnego ABC, ktérego wierzchotkami sa podane punkty

1. A= (54),B=(-3,0),C = (3,6)

2.A=(52),B=(-38),C = (6,5)

Cwiczenie 8

W tréjkacie ABC bok AB lezy na prostej y = —x — 2, wierzchotek C' = (3,5). Wyznacz
réwnanie wysokosci opuszczonej na bok AB oraz oblicz dtugo$c¢ tej wysokosci.

Cwiczenie 9

Oblicz pole réwnolegtoboku ABCD o wierzchotkach w punktach:
A=(11,4),B= (5,-3),C = (1,-2).

Cwiczenie 10

Punkty: K = (—3,2), L = (1,4), M = (3,0) sa $rodkami kolejnych bokéw kwadratu
ABCD. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow kwadratu.



Jednomian kwadratowy i jego wtasnosci. Przesuniecie
wykresu jednomianu kwadratowego wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych

Jednomian kwadratowy i jego wtasnosci

Omoéwimy wlasnoéci funkcji f okreélonejwzorem f(z) = z2.
Przyktad 1

W ponizszej tabeli zapisane sa wartoéci funkeji f(z) = z? dla kilku przyktadowych argumentow.

Tabela.Dane
T -3 -2 -1 0 1 2 3
f(:z:) 9 4 1 0 1 4 9

Odczytujemy stad, ze f(2) = f(—2) = 4. Uzasadnimy, ze tylko dla tych dwoch argumentow
funkcja f przyjmuje wartosc¢ 4.

Argument z, dla ktorego funkcja f przyjmuje warto$¢ 4, spelnia réownanie 2> = 4, ktore jest
rOwnowazne réwnaniu

z? —4=0,
czyli
(x —2)(xz+2) =0.

Otrzymany iloczyn (x — 2)(x + 2) jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z jego czynnikow
jest rowny zero.

Wobec tegox —2 =0lubx +2 = 0.

Stad f(z) = 4 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 2 lubx = —2.

Przyktad 2

Zauwazamy tez, ze f(—1) = f(1) = 1i f(—3) = f(3) = 9.

Wykazemy, ze dla kazdej pary argumentow, ktore sg liczbami przeciwnymi, funkcja f przyjmuje te
sama wartosc.

Rozpatrzmy pewng liczbe , ktora jest rozna od zera. Wtedy f(z) = 22 oraz f(—z) = (—z)® = 22,
co oznacza, ze f(—x) = f(x), czyli funkcja f przyjmuje te samg warto$¢ dla takich dwoch
argumentow, ktore sg liczbami przeciwnymi.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsCTtcQ6A
Przyktad 3

Z tabeli z przykladu 1 odczytujemy, ze f(0) = 0, f(1) =1, f(2)
f(0) < f(1) < f(2) < f(3). Zauwazmy tez, ze f(1) — f(0) =1
Uzasadnimy, ze:

1. dla dowolnej nieujemnejliczby catkowitejn prawdziwa jest nieréwnos¢ f(n + 1) > f(n),
2. wraz ze wzrostem n roznica f(n + 1) — f(n) rosnie.

« Wezmy pewna liczbe catkowitg nieujemnag n. Wowczas f(n) = n? i

fn+1)=(m+1)2=n2+2n+1,wiecf(n+1)— f(n) =n2+2n+1-n>=2n+1>0
, bo liczba n jest nieujemna.
e Poniewaz f(n + 1) — f(n) = 2n + 1, wigc wraz ze wzrostem n ro$nie warto$¢ 2n + 1.
Przyktad 4

Pokazemy, ze jedynym punktem wspolnym wykresu funkciji f(z) = z? z osig Ox jest punkt (0, 0),
a pozostate punkty wykresu tej funkcji leza powyzej osi Ox.

Funkcja f przyjmuje wylacznie wartosci nieujemne, poniewaz dla dowolnejliczby rzeczywistej =
jest 2 > 0. Ponadto x> = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0.

Zatem

» punkt (0, 0) jest jedynym punktem wspolnym wykresu funkcji f z osig Ox,
» pozostale punkty wykresu tej funkcji lezg powyzej osi Ox.

Przyktad 5

Uzasadnimy, ze prosta okre$lona rownaniem z = 0 jest osig symetrii wykresu funkciji f.

Na wykresie funkcji f mozemy wskaza¢ pary punktéw symetrycznych wzgledem osi Oy. Np. (1, 1)
oraz (—1, 1),atakze (—2, 4)i (2, 4).Jak wecze$niej wykazali$my, funkcja f przyjmuje te samg
wartos¢ dla takich dwoch argumentow, ktore sg liczbami przeciwnymi. Zatem dla dowolnej liczby
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rzeczywistej x zachodzi rownos¢ f(—x) = f(z), a to oznacza, ze 0§ Oy (czyli prosta o réwnaniu
x = 0) jest osig symetrii wykresu funkgciji f.
Przyktad 6

Uzasadnili$my wczes$niej, ze dla dowolnej nieujemne;jliczby catkowitejn prawdziwa jest
nieréowno$¢ f(n + 1) > f(n). Wykazemy, ze dla dowolnych liczb nieujemnych z;, x5, takich ze
x1 < T, prawdziwa jest nierownos¢ f(xg) > f(z1).

WeZmy takie dwie liczby nieujemne x1, 9, ze 1 < x5. Wtedy

f(z2) — f(z1) = 3 — 21” = (22 — 1) (22 + 21)

W otrzymanym iloczynie oba czynniki sg dodatnie: zo — x; > 0,bo x; < 3, natomiast
xy + 1 > 0, gdyz 2 + x; jest suma liczby nieujemnej x;i liczby dodatniej 5. Stad

f(z2) — f(z1) > 0, czyli f(xz) > f(zq).

Zatem (z uwagi na symetrie wykresu funkcji f wzgledem osi Oy)

 maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f jest rosnaca to (0, + o0),
« maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f jest malejaca to (—oo, 0).
Przyktad 7

Uzasadniliémy wcze$niej, ze dla kazdej pary argumentow, ktore sg liczbami przeciwnymi, funkcja f
przyjmuje te samg wartosc.

Wykazemy, ze dla kazdej dodatniejliczby k istnieja dokladnie dwa takie argumenty funkciji f, ze
f(z) = k.

Przeksztalcamy rownanie

22 —k=0
(o VB) (o + V) =0

Ta réwnosc¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x — VE=0lubz + vk = 0.

Zatem f(x) = k wtedy i tylko wtedy, gdy = vk lub & = —v/k. Liczby te s rozne, gdyz

—Vk <0< VEk

To oznacza, ze dowolna dodatnia liczba k nalezy do zbioru wartosci funkciji f.

Poniewaz f(0) = 0, to mozemy stwierdzi¢, ze zbiorem wartoéci funkcji f jest przedziat (0, + o0).
Wazne!

o Wykresem funkcji f(x) = z? jest krzywa o réwnaniu y = z?, ktéra nazywamy parabola.

e PunktO = (0, 0) nazywamy wierzchotkiem tej paraboli.

» Prosta z = 0 jest osig symetrii tej paraboli. Symetryczne wzgledem tej prostej czesci paraboli
y = z? nazywac¢ bedziemy jej ramionami.

« Ramiona paraboli y = z? skierowane s3 zgodnie ze zwrotem osi Oy (méwimy tez, ze ramiona
tej paraboli skierowane sa w gore).

« Parabola ta ma doktadnie dwa punkty wspolne z kazda prostg o rownaniu y = k, gdzie k > 0.
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Przyktad 8

Narysujemy wykres funkciji g(z) = 22
Ustalimy najpierw zalezno$¢ miedzy wykresem funkcji g a wykresem funkcji f(z) = z2.
Wartosci tych funkciji dla kilku przyktadowych argumentoéw prezentuje ponizsza tabela.

Tabela.Dane
x -3 -2 -1 0 1 2 3
f(z) 9 4 1 0 1 4 9
g(x) 18 8 2 0 2 8 18

Zauwazmy, ze g(0) = f(0) = 0. Dla ustalonego argumentu x # 0, f(z) > 0 oraz rowno$¢
g(z) = 22° = 2f(x),

co oznacza, ze warto$¢ funkcji g jest dwa razy wieksza od wartosci funkciji f.
Wykres funkcji g (krzywa o réwnaniu y = 22?) jest parabolg, ktoérej wierzchotkiem jest punkt
O = (0, 0), aramiona skierowane sg w gore.



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 9

W odniesieniu do wykresu funkcji f(x) = z? rozpatrzmy wykres funkcji A danejwzorem

h(z) = ax?, gdzie a jest ustalong liczba dodatnig. Niezaleznie od wartoéci a jest h(0) = £(0) = 0.
Dla ustalonego niezerowego x # 0 zachodzi rowno$¢ h(z) = a - f(z) > 0.

Wykresem kazdej takiej funkcji h jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt O = (0, 0)

i ramiona skierowane sg w gore.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsCTtcQ6A

o Krzywa o réwnaniu y = 2 nazwali$my parabolg. Wykazali$my, ze pewne jej wlasnoéci ma
réowniez kazda krzywa o réwnaniu y = ax?, gdzie a > 0 i na tej podstawie uznali$my, ze kazda
z tych krzywych mozna rowniez nazwac parabola.

» Wybierzmy na plaszczyznie dowolng prosta k oraz punkt F', ktory nie nalezy do tej proste;j.
Parabola to zbior wszystkich punktow tej ptaszczyzny, ktérych odleglo$¢ od prostej k, zwanej
kierownica paraboli, jest rowna odlegltosci od punktu F', tzw. ogniska paraboli.
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» Punkt paraboli, ktérego odleglos¢ od ogniska jest najmniejsza z mozliwych, nazywamy
wierzchotkiem paraboli. Wierzchotek lezy w potowie odlegtosci ogniska F' od kierownicy k.

» Prosta prostopadta do kierownicy k i przechodzgca przez ognisko F jest osig symetrii paraboli
i przecina te parabole w jej wierzchotku.

Przyktad 10

Wykazemy, ze krzywa o réwnaniu y = z? to parabola, ktorej kierownicg jest prosta k o réwnaniu
Y= —%, a ogniskiem punkt F' = (0, %)

Sposrod punktow danej krzywej, najblizej prostej k lezy punkt W = (0, 0), jedyny punkt tej krzywej,
ktory lezy na osi Ox. Jego odleglo$¢ zaréwno od punktu F, jak i od prostej k jest réwna %.

Na krzywej o réwnaniu y = z? leza tez np. punkty A = (1,1) i B = (—2,4). Pokazemy, ze kazdy

z nich jest rowno odlegty od kierownicy k i ogniska F'.

Dla punktu A odlegtos¢ od kierownicy k jest rowna 11, a odlegto$¢ od ogniska jest réwna

2 2
AP =107+ (1- 1) =1+ § = B =4,
Dla punktu B odlegtos¢ od kierownicy k jest rowna 41, a odlegtoé¢ od ogniska jest réwna

|BF|:\/(_2_0)24_(4_%)2:\/(_2)24_(%)2:\/4_‘_%: 28 — 1T — 41

zatem i te dwie odlegltosci sg rowne.

czyli rowniez 1.

Pokazemy, ze kazdy punkt krzywej o rownaniu y = z? lezy w tej samej odlegtosci od prostej k

i punktu F.

Zauwazmy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej z punkt P = (m, a:2) lezy na tej krzywej. Odlegtos¢
punktu P od prostejk to z% + %, a odlegtos¢ punktu P od ogniska F jest réwna

’F]:\/(x—0)2+(a:2—%)2: a:2+:c4—%:c2+1—16:\/m4+%x2+%:\/(w2+%)2:w2—

Zatem dla kazdego z odleglosci te sa réwne, wiec krzywa o réwnaniu y = 2 to parabola, ktorej

wierzchotkiem jest punkt W = (0, 0), a jej osig symetrii jest prosta o réwnaniu z = 0.

Kazda krzywa o réwnaniu y = ax?, gdzie a # 0 to parabola, ktérej kierownica jest prosta k
orownaniu y = — ﬁ, a ogniskiem jest punkt F' = (O, %)
Dla dowolnejliczby rzeczywistej z punkt P = (m, a:1:2) lezy na tej krzywej. Odleglo$¢ punktu P od

prostej k to ‘amz + ﬁ , a odleglo$¢ punktu P od ogniska F' wyraza si¢ wzorem

V@07 + (a2 L) = [2 b et g o =y Jae t bet o =y (a1 L

— 2, 1
—am+4a.

Odlegtosci te s3 rowne, zatem krzywa o réwnaniu y = ax? to parabola. Jej wierzchotkiem jest punkt
W = (0,0), a osig symetrii - prosta o rownaniu z = 0.



Przesuniecie wykresu jednomianu kwadratowego

wzdtuz osi uktadu wspotrzednych
Przyktad 11

Narysujemy wykresy funkcji f;(z) = 22 — 3 oraz fo(z) = (z — 2)°.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DsCTtcQ6A

Rozpatrzmy parabole o rownaniu y = z2.

Zauwazmy, ze:

» pojejprzesunieciu o 3 jednostki w dot wzdtuz osi Oy otrzymamy parabole o rownaniu
y = x? — 3. Wykresem funkcji f; jest wiec parabola, ktorejwierzchotek to Wy = (0, —3), ajej
ramiona skierowane sg w gore. Prosta ¢ = 0 jest osig symetrii tej paraboli. Zatem maksymalny
przedzial, w ktorym funkcja f; jest rosnaca, to (0, + oc0), a maksymalny przedzial, w ktorym
funkcja f; jest malejaca, to (— oo, 0). Zbidr wartosci funkcji f; to (=3, + 00).

kv

3.

* pojejprzesunieciu o 2 jednostki w prawo wzdtuz osi Ox otrzymamy parabole o rownaniu
y=(z— 2)2. Stad wykresem funkcji f5 jest parabola o wierzchotku w punkcie Wy = (2, 0),
ktorejramiona skierowane sa w gore. Prosta = 2 jest osig symetrii tej paraboli. Wobec tego
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przedziat (2, + oo) to maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f5 jest rosngca, a przedziat
(o0, 2) to maksymalny przedzial, w ktorym funkcja f jest malejgca. Zbior wartosci funkcji f;

to (0, + o0).

b
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Przyktad 12

Narysujemy wykresy funkciji.

Lgi(z) = 3 (2 +1)°
2. go(z) = —2? — 1
3.95(x) = — 322+ 3
4. g4(x) = —2(x + 1)2

Rozpatrzmy funkcje f dana wzorem f(z) = ax?, gdzie a jest ustalong liczba rozng od zera.
Obrazem wykresu funkcji f w przesunigciu o g jednostek wzdtuz osi Oy jest wykres takiej funkcji g
,ze g(x) = ax? + ¢.Jest to wiec parabola przystajaca do paraboli o rownaniu y = ax?, ktorej
wierzcholkiem jest punkt (0, q). Osig symetrii tej paraboli jest prosta o rownaniu « = 0.

Obrazem wykresu funkcji f w przesunigciu o p jednostek wzdluz osi Ox jest wykres takiej funkcij
h,ze h(z) = a(z — p)*. Jest to wiec parabola przystajaca do paraboli o rownaniu y = az?, ktorej
wierzchotkiem jest punkt (p, 0). Osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu x = p.

Wobec powyzszego:

1. Wykresem funkcji g1 (z) =

% (x + 3)2 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt (—3,0),

a jejramiona sg skierowane w gore. Osig symetrii tej paraboli jest prosta o rownaniu = —3.
Maksymalny przedziat, w ktorym funkcja g; jest rosngca, to (—3, + o00), a maksymalny
przedziat, w ktorym funkcja g; jest malejgca, to (—oo, —3). Zbidr wartosci funkciji g; to

(0, + 00).
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2. Wykresem funkciji g2(z) = 222 + 1 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt (0, 1), a jej
ramiona skierowane sg w gore. Osig symetrii tej paraboli jest prosta o rownaniu z = 0.
Maksymalny przedzial, w ktérym funkcja g2 jest rosnaca, to (0, + oco), a maksymalny
przedziat, w ktorym jest ona malejgca, to (—oo, 0). Zbidr wartosci funkcji g2 to (1, + 00).

3. Wykresem funkcji g3(x)

= —+a? + 3 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt (0, 3), a jej

ramiona sg skierowane w dot. Osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu z = 0.
Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja g3 jest rosnaca, to (—oo, 0), a maksymalny przedziat,
w ktorym jest ona malejaca, to (0, + oo). Zbidr wartosci funkcji go to (—oo, 3).




4. Wykresem funkcji g4(z) = —(z — 1)2 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt (1,0), a jej

ramiona sg skierowane w dot. Osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu z = 1.

Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja g4 jest rosnaca, to (—oo, 1), a maksymalny przedziat,

w ktorym jest ona malejaca, to (1, + 00). Zbior wartosci funkcji g4 to (— oo, 0).

Y

Przyktad 13

Znajdziemy rownania parabol, ktore s3 zaprezentowane na ponizszych rysunkach.

'><




5. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (0, 1), wiec ma ona réwnanie postaci y = ax? + 1. Na tej
paraboli lezy tez punkt (1, 2), zatema - 12 4+ 1 = 2, stad @ = 1. Wobec tego réwnanie tej
paraboli toy = 2 + 1.

6. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (—1, 0), zatem ma ona réwnanie postaci y = a(z + 1)>. Na
tej paraboli lezy tez punkt (0, —1), wiec a - (0 + 1)> = —1, stad @ = —1. To znaczy, ze ta
parabola ma rownanie y = —(z + 1)°.

7. Wierzcholkiem paraboli jest punkt (1, 0), wiec ma ona rownanie postaci y = a(z — 1)°. Na tej
paraboli lezy tez punkt (0, 2), zatema - (0 — 1)> = 2, stad a = 2. To znaczy, ze ta parabola ma
rownanie y = 2(z — 1)

8. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (0, 3), zatem ma ona rownanie postaci y = ax? + 3. Na tej
paraboli lezy tez punkt (3, 0), wiec a - 3> + 3 = 0, stad a = — 3. Wobec tego réwnanie tej
paraboli toy = —%:c2 + 3.

Cwiczenie 1



Cwiczenie 2

Funkcja g okreslona jest wzorem g(z) = —222 — 2. Mozna tak dobrac ¢, aby najwieksza warto$¢ tej
funkcji byta rowna

ol
(] 1
M -1

(] o

Cwiczenie 3

Do zbioru wartosci funkcji f(z) = z? nalezy liczba
O —V3+2
O -vV3+v2
O —2++3

O —3++2

Cwiczenie 4

Wskaz prosta, ktora przecina parabole y = —x2 w dokfadnie dwéch punktach.

O y=2
O y=-1
O y=0
O y=1



Cwiczenie 5

Aby otrzymac wykres funkcji f(z) = —2x2, nalezy
() odbi¢ parabole o réwnaniu y = 222 symetrycznie wzgledem osi Oy
() odbi¢ parabole o réwnaniu y = 222 symetrycznie wzgledem osi Ox
() przesunac parabole o réwnaniu y = z? 0 2 jednostki wzdtuz osi Ox

() przesunac parabole o réwnaniu y = z2 0 2 jednostki wzdtuz osi Oy

Cwiczenie 6

Wskaz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f(z) = —3(z + 1)2 jest malejaca.

O (_OO’ - 1>
O (o0, 1)
O (-1, + o0)

O (1, +o0)

Cwiczenie 7

Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = 17(x — 1)%. Wskaz prawdziwa réwnosc.

O f(=50) = f(52)
O f(=50) = f(53)
O f(=50) = f(51)

O f(=50) = f(50)



Cwiczenie 8
Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkgc;ji f.

b

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja f jest okreslona wzorem

O fz)=(z+2)°
O flx)=2*+2
O fl@)=2*-2

O f@) = (2"



Cwiczenie 9

Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji g.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja g jest okreslona wzorem
g(z) = —z* -3
g(x) = —x*+3

g(z) = —(z +3)"

o O O O



Cwiczenie 10

Funkcja g okreslona jest wzorem g(z) = (m2 + 2)m2 + m. Mozna dobrac taka wartos¢ m, zeby osia
symetrii wykresu tej funkcji byta prosta o réwnaniu

O z=2
O z=-1
(O =0

O z=1

Cwiczenie 11

Narysuj wykres funkcji f. Zaznacz wierzchotek otrzymanej paraboli i narysuj jej o$ symetrii.
L f(z)=2*+1
2. f(x) = 42 — 1
3. f(z) = 22> + 2

Cwiczenie 12

Narysuj wykres funkcji g. Zaznacz wierzchotek otrzymanej paraboli i narysuj jej 0$ symetrii.
Lg(z) = —2? 44
2. f(z) = —222 — 1
3. f(z) = —322 +3

4. f(z) = —12* -2



Cwiczenie 13
Podaj zbiér wartosci funkcji f.
1 f(z) =32 +1
2. f(z) = (z +5)*
3. f(z) = 22% - 3
4. f(z) = 4(z —7)°
Cwiczenie 14
Podaj zbidér wartosci funkcji A.
1 h(z) = —(z + 4)°
2.h(z) = —922 — 4
3.h(z) = —x2 +2
4. h(z) = —3(z — 1)
Cwiczenie 15
Podaj maksymalny przedziat, w ktérym funkcja g maleje.
Lg(z) =322 -1
2.9(x) = —(z+2)* -1
3.9(x) = %(:c — 1)2 + 2

4.9(x) = 52> +5



Cwiczenie 16

Narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x) = —(x + 3)2. Na jego podstawie ustal, ile rozwigzan

ma podane réwnanie.

1. f(z) = 3
2. f(z) =0

3. f(z) = 1
4. f(z) = -3

Cwiczenie 17

Narysuj wykres funkcji g okreslonej wzorem g(z) = —22% + 2. Na jego podstawie ustal, ile rozwiazan

ma podane réwnanie.

Lg(z)=3
2.9(x) =2
3.9(x)=1



Cwiczenie 18

Na rysunkach przedstawiono trzy parabole bedgce wykresami funkcji kwadratowej. Odczytaj
wspotrzedne wierzchotka W kazdej z tych parabol i znajdz wzér kazdej z funkcji.

1 kv

34




Cwiczenie 19

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = —2(x — 3)2. Uszereguj od najmniejszej do najwiekszej liczby:
m = f(103),n = f(—96), k = f(—100),1 = f(101).

Cwiczenie 20

Rozpatrzmy funkcje f(z) = 3z2. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n réznica f(n) — f(n — 1)
jest liczba nieparzysta.



Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w
postaci kanonicznej. Wykres funkcji kwadratowej
zapisanej wzorem w postaci ogolnej

Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem
w postaci kanonicznej

Rozpatrzmy parabole o réwnaniu y = az?, gdzie a jest ustalong liczba r6zng od zera.

Po przesunieciu tej paraboli o |p| jednostek wzdtuz osi Ox (w prawo, gdy p > 0 lub w lewo,
gdy p < 0) oraz o g jednostek wzdtuz osi Oy (w gore, gdy g > 0 lub w dot, gdy g < 0),
otrzymujemy parabole o rownaniu

y=a(z—p)’+q

Aby uprosci¢ zapisy, bedziemy mowic, ze na przyklad ,przesuwamy wykres o 3 wzdluz osi
Oy”, zamiast ,przesuwamy wykres o 3 jednostki w dot wzdtuz osi Oy”.
Przyktad 1

Wykresem funkcji f(z) = (z 4+ 1)? — 4 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt
(—1, —4), ajejramiona sg skierowane w gore.

Wykres funkcji f otrzymujemy, przesuwajac parabole y = 22 0 — 1 wzdtuz osi Ox oraz o
—4 wzdtuz osi Oy.

Osig symetrii wykresu funkciji f jest prosta o rownaniu z = —1.

Maksymalny przedziat, w ktorym funkcja f rosnie, to (-1, + o0), a maksymalny
przedziat, w ktorym funkcja f maleje, to (—oo, —1).

Zbiorem warto$ci funkgciji f jest przedziat (—4, + oo).

Ay

3




Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Wykresem funkciji g(z) = 2(z — 3)® + 2 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt
(3,2), ajejramiona skierowane sg w gore.

Wykres funkcji g otrzymujemy, przesuwajgc parabole o rownaniu y = 2z2 o 3 wzdtuz osi
Ox oraz o 2 wzdtuz osi Oy.

Osig symetrii wykresu funkciji g jest prosta o rownaniu z = 3.

Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja g ronie, to (3, + o), a maksymalny przedziat,
w ktorym funkcja g maleje, to (—oo, 3).

Zbiorem warto$ci funkciji g jest przedziat (—2, + 00).

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Wykresem funkeji h(z) = —(z — 2)* — 2 jest parabola, ktorej wierzchotkiem jest punkt
(2, — 2), ajejramiona sg skierowane w dot.

Wykres funkcji h otrzymujemy, przesuwajac parabole o réwnaniu y = —z2 o 2 wzdtuz osi
Ox oraz o — 2 wzdtuz osi Oy.

Osia symetrii wykresu funkciji A jest prosta o rownaniu z = 2.

Maksymalny przedziat, w ktorym funkcja h roénie, to (—oo, 2), a maksymalny przedziat,
w ktorym funkcja h maleje, to (2, + o0).

Zbiorem warto$ci funkcji h jest przedziat (—oo, — 2).



Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 4

Wykresem funkcji k() = —4(z 4 3)° + 1 jest parabola, ktorej wierzcholkiem jest punkt
(—3,1), ajejramiona s skierowane w dot.

Wykres funkeiji k otrzymujemy, przesuwajac parabole o réwnaniu y = —422 o —3 wzdtuz
osi Ox oraz o 1 wzdluz osi Oy.

Osig symetrii wykresu funkciji k jest prosta o réwnaniu ¢ = —3.

Maksymalny przedzial, w ktorym funkcja k rosnie, to (—oo, — 3), a maksymalny
przedziat, w ktorym funkcja k maleje, to (—3, + 00).

Zbiorem warto$ci funkciji f jest przedziat (—oo, 1).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 5



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DPHMxXnyW

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 6

Wykres kazdejz omawianych funkcji rysowalismy, korzystajac z pomystu
przedstawionego na poczatku tejlekcji. Przepis ten da sie¢ zastosowa¢ do wykresu kazdej
funkcji kwadratowej, ktorej wzor umiemy zapisaé w postaci y = a(z — p)2 +q,
nazywanej postacig kanoniczng funkcji kwadratowe;j.

Zauwazmy, ze w przypadku funkciji f i k, po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia
na kwadrat sumy, otrzymujemy

f@)=(z+1)? 4= (2 +2z+1) —4=22+22-3
oraz
k(z) = —4(z +3) + 1= —4(2? + 62 +9)” + 1 = —42? — 24z — 35,

natomiast w przypadku funkciji g i h, po zastosowaniu wzoru skréconego mnozenia na
kwadrat roznicy, otrzymujemy

g(z) =2(z — 3)* +2 = 2(2? — 62 +9) + 2 = 22% — 12z + 20,
a takze
hz)=—(z—-2)°—2=—(2? — 4z +4) — 2= —2? + 4z — 6.

Zatem kazdg z funkcji f, g, hik mozna zapisa¢ w postaci y = ax? + bx + c.
Wzor y = ax? + bx + ¢, gdzie a, b, c sg ustalone, przy czym a jest rozne od 0, nazywamy
postacig ogolng funkcji kwadratowejzmiennej x.


https://zpe.gov.pl/a/DPHMxXnyW

Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem

w postaci ogolnej
Przyktad 7

Na jednym rysunku naszkicujemy wykresy funkcji f i g okre$lonych wzorami
f(z) = (z — 2)* — 4 oraz g(z) = 2% — 4.
Przeksztalcimy wzor funkciji f.

fle)=(x—-27—-4=a?—4dx+4—4=2—4a

Wobec tego funkcje fi g sa tozsamo$ciowo rowne, czyli ich wykresem jest ta sama
parabola.

Wykresem obu tych funkciji jest parabola, ktora powstaje w wyniku przesuni¢cia paraboli
orownaniu y = z2 0 2 wzdtuz osi Ox oraz o —4 wzdtuz osi Oy.

b

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Wykazemy, ze przesuwajac rownolegle parabole y = z?, otrzymamy wykres funkciji f
okreslonej wzorem

f(x) = 2% + 8z + 12.

Po przesunieciu paraboli y = 2 o p wzdtuz osi Ox oraz o ¢ wzdtuz osi Oy otrzymujemy
parabole o rownaniu y = (z — p)® + g, ktore przeksztalcamy do postaci

y = 2% — 2px + p? + q. Zauwazmy, ze dla p = —4 rownanie tej paraboli to

y = 2% + 8z + 16 + q. Przyjmujac dodatkowo ¢ = —4, dostajemy y = x? + 8z + 12.




Oznacza to, ze przesuwajgc parabole o rownaniu y = 22 o —4 wzdtuz osi Oxio -4
wzdtuz osi Oy, otrzymujemy wykres podanej funkcji f. Wzoér funkcji f mozna tez zapisac
w postaci f(z) = (z + 4)° — 4.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 9

Narysujemy wykres funkcji f(z) = —2* + 4z + 5.

Wykorzystamy w tym celu pomyst z poprzedniego przyktadu. Spodziewamy si¢, ze
wykres funkcji f otrzymujemy, przesuwajac parabole o réwnaniu y = —2z2 o p wzdtuz osi
Ox oraz o g wzdtuz osi Oy. W efekcie otrzymujemy parabole o rownaniu

y=—(z— p)2 + g, ktére przeksztalcamy do postaci y = —a? + 2px — p? + q. Jezeli
przyjmiemy p = 2, to 2p = 4 i parabola ma réwnanie y = —z* + 4z — 4 + ¢. Wystarczy
zatem przyja¢ ¢ = 9 i otrzymujemy réwnanie y = —z* + 4z + 5. Mamy wiec

flz) = —(z —2)* +0.

Wobec tego wykresem funkcji f okreslonejwzorem f(x) = —x? 4 4z + 5 jest parabola,
ktéra otrzymujemy w wyniku przesuniecia paraboli o réwnaniu y = —2? o 2 wzdtuz osi
Ox i 09 wzdtuz osi Oy.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 10

Narysujemy wykres funkcji f(z) = 3z2 — 6z.

Zauwazmy, ze wzor funkcji f mozna zapisa¢ jako f(z) = 3(2® — 2z). Ponadto dla kazdej
liczby & prawdziwa jest rownos¢ 22 — 2z + 1 = (z — 1)?, a wiec takze rownosé

22— 2 = (x—1)> -1

Wzor funkcji f mozna przeksztalci¢ do postaci

f(z) = 3(2? — 22) = 3((33 1) - 1) —3(z—1)° 3.

Wynika z tego, ze wykresem funkcji f opisanejwzorem f(z) = 3x? — 6z jest parabola,
ktora otrzymujemy w wyniku przesuniecia paraboli o réwnaniu y = 3z* o 1 wzdtuz osi

Oxio—3 wzdluz osi Oy.
b
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Przyktad 11

Narysujemy wykres funkcji f(z) = —22% + 16z — 22.

Zauwazmy, ze wzor funkcji f mozna zapisa¢ jako f(z) = —2(z* — 8z) — 22. Ponadto dla
kazdejliczby z prawdziwa jest rownoéé z* — 8z + 16 = (x — 4)2, a wiec takze rownosc
z? — 8z = (z — 4)° — 16.

Wzor funkcji f mozna zatem zapisa¢ w postaci

k(z) = —2(2% — 8z) — 22 = —2((93 42— 16> — 22 = —2(z — 4)* + 10.

Wynika z tego, ze wykresem funkcji f okre$lonejwzorem f(z) = —2z? + 16z — 22 jest
parabola, ktérg otrzymujemy w wyniku przesuniecia paraboli o rownaniu y = —2x2 0 4

wzdtuz osi Ox i 0 10 wzdtuz osi Oy.
b
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 12

Na rysunkach przedstawiono

1. wykres funkcji kwadratowej f



~3-

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. wykres funkcji kwadratowej g

-3+

Zrodto: Zespot autorski Politechniki L.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. wykres funkcji kwadratowej h



Y

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. wykres funkcji kwadratowej k

kv

Zrodto: Zespot autorski Politechniki L.odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zapiszemy wzor kazdej z tych funkcji w postaci kanonicznej oraz w postaci ogolne;j.
5. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, —1), wiec ma ona rownanie postaci
y=a(x — 1)2 — 1. Na tej paraboli lezy tez punkt (0, 0), zatem a - (0 — 1)2 —1=0,
stad a = 1. Wobec tego posta¢ kanoniczna funkcii f to f(z) = (z — 1)* — 1.
Przeksztalcamy ten wzér do postaci ogélnej: f(z) = 2 — 2z + 1 — 1, stad
f(z) = z* — 2z.
6. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (—2, 2), wiec ma ona rownanie postaci
y = a(z + 2)* + 2. Na tej paraboli lezy tez punkt (0, 0), zatema - (0 + 2)> + 2 = 0,
stad a = — 5. Wobec tego posta¢ kanoniczna funkciji g to g(z) = — 5 (z + 2)% + 2.
Przeksztalcamy ten wzor do postaci ogélnej: g(z) = — 5 (z° + 4z + 4) + 2, stad

g(z) = —42° — 2z.



7. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (3, 4), wiec ma ona rownanie postaci
y = a(z — 3)° + 4. Na tej paraboli lezy tez punkt (1, 0), zatema - (1 — 3)* +4 = 0,
stad @ = —1. Wobec tego posta¢ kanoniczna funkciji k to h(z) = —(z — 3)% + 4.
Przeksztatcamy ten wzor do postaci ogolnej: h(z) = — (22 — 6z + 9) + 4, stad
h(z) = —z% + 6z — 5.

8. Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, 1), wiec ma ona rownanie postaci
y = a(z — 1)® + 1. Na tej paraboli lezy tez punkt (0, 3), zatema - (0 — 1)* + 1 = 3,
skad a = 2. Wobec tego posta¢ kanoniczna funkcji k to k(z) = 2(z — 1)* + 1.
Przeksztatcamy ten wzér do postaci ogolnej: k(z) = 2(m2 — 2z + 1) + 1, stad
k(z) = 22* — 4z + 3.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = (x— 1)2 + 2. Wynika z tego, ze wykres funkcji f
ma dwa punkty wspdlne z prosta y = 5

ma doktadnie jeden punkt wspdlny z prosta y = 1

przecina o$ Ox

O o O O

przecina o$ Oy



Cwiczenie 4

Wskaz zdania prawdziwe.

] Najwieksza wartosé funkgji k(z) = —(x + 1)* + 2to 1.
(] Najmniejsza wartos¢ funkcji f(z) = 3z* + 1to 3.
(] Najmniejsza warto$¢ funkcji g(z) = (x— 2)*— 3to—3.

] Najwieksza wartos¢ funkcji h(z) = —2x2 + 3to 3.
Cwiczenie 5
Znajdz zbidér wartosci funkciji.

Lfz)=(z+2)°-1

2.g9(x) = —(z —1)* +3

3.h(z) = —3z% + 4

4.k(z) = 4(xz — 1) + 2
Cwiczenie 6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Narysuj wykres funkcji kwadratowej f. Zaznacz wierzchotek otrzymanej paraboli i narysuj jej

oS symetrii.
Lf(z)=(z—3)72+1
2. f(z) = (z +4)* - 1
3. f(z) = T(z+2)° +2
4. f(x) =2(x —2)* -5
Cwiczenie 9

Narysuj wykres funkcji kwadratowej f. Zaznacz wierzchotek otrzymanej paraboli i narysuj jej

0§ symetrii.
L f(x) = —(z+1)° +4
2. f(z) = —(z —2)* -1
3. f(z) = -2z —1)%*+3

4 f(x) = —2(z+3)> -2



Cwiczenie 10

Ustal maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f rosnie i maksymalny przedziat, w ktérym
maleje.

Lfz)=2@x+1)7° -7
2. f(z) = —(x —4)* +9
3.f(z)=3(z -5+ 1
4. f(z) = —%(z +6)° — 11
Cwiczenie 11
Podang funkcje kwadratowg zapisz w postaci kanonicznej i ustal jej zbiér wartosci.
Lf(z)=a2®—2z+7
2.9(z) = z? + 10z
3. h(z) = z% — 122 + 20

4.t(x) =x*+4z+9



Cwiczenie 12
Podang funkcje kwadratowg zapisz w postaci kanonicznej i ustal jej zbiér wartosci.
L f(z) = —z> +6x+1
2.9(x) = —x® + 2z — 4
3.h(z) = —x? — 8z + 14
4.t(z) = —x* — 5z
Cwiczenie 13

Podang funkcje kwadratowg zapisz w postaci kanonicznej i podaj rownanie osi symetrii jej
wykresu.

1. f(z) = 22* — 6z + 3
2.9(z) = $a* — bz + 12

3. h(z) = —3z% — 152



Cwiczenie 14

Na rysunku jest przedstawiony wykres funkcji kwadratowej f. Zapisz wzor tej funkcji
w postaci kanonicznej oraz w postaci ogélne;j.
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



o

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Zaleznosci miedzy wartosciami wspotczynnikow
wystepujacych we wzorach funkcji kwadratowej
zapisanej w postaci ogolnej i w postaci kanonicznej

Przypomnijmy pojecia, ktore wprowadziliSmy w poprzednim rozdziale.
Definicja: Funkcja kwadratowa zmiennej x

Funkcja kwadratowg zmiennej x nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(z) = ax® + bx + ¢,

gdzie a, b oraz c to liczby rzeczywiste, przy czym liczba a jest r6zna od zera.
Powyzszy wzor funkcji kwadratowej nazywamy jej postacia ogolna.

o Wzor funkcji kwadratowej mozemy tez zapisa¢ w postaci kanonicznej

f(x) - a(a: _p)2 + g,

gdzie a, p oraz q to liczby rzeczywiste i a # 0.

Pokazemy, ze istnieja Sciste zalezno$ci miedzy warto$ciami wspotczynnikow wystepujacych
we wzorach funkcji kwadratowej zapisanych w postaci ogolneji w postaci kanoniczne;j.
Twierdzenie: Funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej i ogélnej

Kazda funkcje kwadratowg mozna zapisa¢ w postaci ogolnej f(z) = ax? + bx + club
—A

w rownowaznej postaci kanonicznej f(a:) = a(z — p)2 + ¢, gdzie p = ;—;’ ig= 1.

Symbolem A (delta) oznaczyli$my liczbe A = b? — 4 ac, ktorg nazywamy wyroznikiem
funkcji kwadratowe;j f.

Dowadd

Zauwazmy, ze po rozwinieciu wyrazenia (x — p)2, posta¢ kanoniczna funkcji f mozemy
zapisac jako

f(z) = a(:c2 — 2px +p2) +q,
stad

f(z) = ax® — 2apx + ap® + q.
Aby dla kazdego x zachodzita rownosc

ax® — 2apx + ap® + ¢ = az® + bx + ¢




potrzeba i wystarcza, zeby rowne byly wspotczynniki przy tych samych potegach
zmiennej x. Zatem

—b . b2 b2 b2 dac—b?
—2ap:b0razap2+q:c,stqdp:2—alq:c—a(2—a) —Cc— 4T =C— 4y = i

. Przyjmujac oznaczenie A = b* — 4 ac, otrzymujemy q = Z—f.
Nalezy zauwazy¢, ze do przeksztalcenia wzoru funkcji kwadratowej z postaci ogolnej do
kanonicznej mozna tez zastosowac wzor skroconego mnozenia (t¢ metode stosowaliSmy

w kilku poprzednich przyktadach). Przeksztatcamy wtedy wedlug ponizszego schematu
f(z) =az® +bx+c=a(2® + %a:) —|—c:a((a:+2—ba)2 - 4b—:2) +c=

2 2 _ 2
=a(e+4) — g te=alet ) - PRt =a(e+ ) - 4

Przyktad 1

Zapiszemy w postaci kanonicznej funkcje

Odczytujemy:a = 1,b = —14,c = 25, stad p = %
A= (—14)2 —4-1-25=96.Awiec g = 52 = —24. Zatem postacig kanoniczna tej
funkcji jest f(z) = (z — 7)° — 24.
Zauwazmy, ze ten wynik mozna otrzymac, przeksztatcajac wzoér funkciji f jak ponize;j
flz) =2 — 14z + 25 = (2® — 14z +49) — 49+ 25 = (z — 7)* — 24.

2.g(x) = 22° + 8z + 11
Odczytujemy: a = 2,b = 8,¢ = 11, stad p = 5> = —2. Obliczamy wyroznik
A=8—4.2.11 = —24.7atem q = — o
jest g(x) = 2(z + 2)* + 3.
Wynik ten mozna otrzymac, przeksztatcajgc wzor jak ponizej
g(z) =222+ 8z + 11 =2(22 + 4z +4) — 8+ 11 = 2(z + 2)* + 3.

3.h(z) = —x® + 62 + 7
Odczytujemy:a = —1,b=6,c = 7,stad p = % = 3. Obliczamy wyr6znik

L f(z) = 2® — 14z + 25
11 =7 Obliczamy wyré6znik

[\

3. Postacig kanoniczng tej funkcji

A=6%—4.(-1)-7=64.Zatemq = 4._(%) = 16. Postacig kanoniczng tej funkcii
jest wiec h(z) = —(x — 3)* + 16.
Wzor ten mozna otrzyma¢ w wyniku nastepujacych przeksztatcen:
g(z) =22+ 6z +7=—(2>—62+9)+9+7=—(z—3)+16.
4. k(z) = —3x* + 5z — 4

Odczytujemy: a = —3,b=5,¢c = —4,stad p = 5

= %. Obliczamy wyréznik

A=5%—4.(-3)-(—4) = —23.Zatem q = ;.((123?3) = —23 Postacig kanoniczna tej

funkciji jest

k(z) = —3(z — 3)" - B,



Przyktad 2

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DXrW6ve7S
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DXrW6ve7S

Wspotrzedne wierzchotka paraboli

Wspotrzedne wierzchotka paraboli

Wazne!

Wierzchotek paraboli bedacejwykresem funkcji kwadratowej f (x) = az’ +bx +cma
wspotrzedne (p, g), gdzie p = — - orazqg = — &
Zauwazmy tez, ze wspotrzedne wierzchotka paraboli spetniaja warunek ¢ = f(p).

Przyktad 1
Wyznaczymy wspotrzedne wierzchotka W paraboli o rownaniu

lLy=2a%—2z+10
Odczytujemya = 1,b = —2,¢ = 10,stad p = % =1, awiec
g=f(1)=1-2+10=9. Zatem W = (1,9).
2.y=—a>—4x+1
Odczytujemya = —1,b = —4,c=1,stad p = ;E:g = —2. Wtedy
g=f(-2)=—-4+8+1=5czyli W = (-2,5).
3.y =2z%+ 12z + 17
Odczytujemya = 2,b =12, c = 17,stad p = ;—122 = —3, wiec
gq=f(-3)=18—-36+17= —1,czyli W = (-3, — 1).
4. f(z) = —32>+ 8z —9

Odczytujemya = —3,b=8,c = —9,stad p = 2.(__83) = %. Ponadto
A=8—4-(-3) (-9) = —4,stad g = 7 =4 = — L cayii
4 11
W= (3, — %)
Przyktad 2

Wyznaczymy zbior wartosci funkciji

L f(z) =2° — 4z — 7
Odczytujemy wspotczynnik a = 1. Poniewaz jest on dodatni, wiec wykresem funkcii
f jest parabola skierowana ramionami do géry. Wobec tego zbiorem warto$ci tej
funkciji jest przedziat (g, + 00), gdzie ¢ to druga wspotrzedna wierzchotka paraboli.

W tym przypadku g = —W = —% = —11, zatem zbiorem wartosci
funkcji f jest przedziat (—11, + 00).

2. f(z) = —z% + 62 — 2
Odczytujemy, ze wspolczynnik a jest ujemny (a = —1), wiec wykresem funkciji f jest

parabola skierowana ramionami do dotu. Wobec tego zbiorem wartosci tej funkciji
jest przedziat (—oo, q), gdzie g to druga wspotrzedna wierzchotka paraboli. W tym




przypadku g = _% = _3_3 = 7, zatem zbiorem wartosci funkcji f jest

przedziat (—oo, 7).
3. f(z) = bz® + 15z + 1
Poniewaza =5 > Q0 orazq = —%‘;{5'1 = —%, to zbiorem wartosci funkciji f jest
przedziat (— 4L, + o00).
4. f(z) = —32* + 21z — 16
Poniewaza = —3 < O orazq = — 212_44_((__3?3)'(_16) = %, to zbiorem warto$ci funkcji f

jest przedziat (—oo, ).
Przyktad 3

Wyznaczymy maksymalny przedzial, w ktérym funkcja f jest rosnaca oraz maksymalny
przedzial, w ktorym ta funkcja jest malejgca.

Lf(x)=2>—42 -7
Wspotczynnik a jest dodatni (a = 1), wiec wykresem funkciji f jest parabola
skierowana ramionami do gory. Ponadto p = 7;714) = 2. Zatem maksymalny
przedziat, w ktorym funkcja f jest rosngca, to (2, + 0o), a maksymalny przedziat,
w ktorym ta funkcja jest malejaca, to (—oo, 2).

2. f(z) = —x% + 62 — 2
Wspolezynnik a jest ujemny (@ = —1), wiec wykresem funkcji f jest parabola

skierowana ramionami do gory. Ponadto p = ﬁ = 3. Zatem maksymalny

przedziat, w ktorym funkcja f jest rosngca, to (—oo, 3), a maksymalny przedziat,
w ktorym ta funkcja jest malejaca, to (3, + 00).
3. f(z) =3z%+ 5z — 8

Poniewaza =3 > Qorazp = % = —%, wiec maksymalnym przedziatem, w ktorym
funkcja f rosnie, jest <— %, + 00), a maksymalnym przedzialem, w ktorym ta funkcja
maleje, jest (—oo, — ).

4. f(r) = —42®> — Tz + 19
Poniewaza = —4 < Oorazp = % = —%, wiec maksymalnym przedziatem,
w ktorym funkcja f rosnie, jest (—oo, — %>, a maksymalnym przedziatem, w ktorym

ta funkcja maleje, jest (— L, + o).
Przyktad 4
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Cwiczenie 1

Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowe;.
Przy czym na jednym z nich jest wykres funkcji f, na innym - wykres funkcji g, a na jeszcze
innym jest wykres funkcji h. Wiadomo, ze zbiorem wartosci funkcji f jest (—2, + 00),
wierzchotkiem wykresu funkcji g jest punkt (—1, 2), a osig symetrii wykresu funkcji h jest
prosta o rownaniu x = 1. Na ktérym rysunku jest wykres funkcji f, na ktérym - wykres g, a na
ktorym - wykres funkcji h?
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Cwiczenie 2

Dana jest parabola o rownaniu y = z? + 8z — 10. Wéwczas

() wierzchotek tej paraboli lezy na prostej o réwnaniu z = —4

() taparabola nie ma punktéw wspélnych z prostg o réwnaniu y = —25

() osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu z = 8

() wierzchotek tej paraboli lezy na prostej o réwnaniu y = —10
Cwiczenie 3
Prosta o rownaniu y = —3 ma doktadnie jeden punkt wspdlny

(] zwykresem funkdji f3(z) = —2® — 2z — 4
(] zwykresem funkdji f;(z) = x> + 2z — 2
() zwykresem funkcji fy(z) = —x? + 22 — 3

z wykresem funkcji fa(z) = 2% — 22 — 2
OJ

Cwiczenie 4

Osig symetrii paraboli y = —x2 + bx + 2 jest prosta o réwnaniu z = p.
Jezeli b = p, to wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W = (0, 2).
Dla p = —2 wspotczynnik b jest rowny —1.

Jezelib = 2,top = 4.

O o O O

Dla p = 3 wspotczynnik b jest rowny 6.



Cwiczenie 5

Funkcja kwadratowa f okreslona jest wzorem f(z) = % + bx + c. Oblicz wartosci
wspotczynnikow b i ¢, wiedzac, ze wykresem funkcji f jest parabola, ktérej wierzchotkiem jest
punkt o wspoétrzednych

1. (0,2)
2.(2,0)
3.(1,1)
4.(~1,2)

Cwiczenie 6

Potacz w pary wzér paraboli z jej wierzchotkiem.

y=(z+6)*—3 (1,4)

y=—(z+1)°+4 (5,—3)
y=(x—1)°+4 (—6,-3)
y=—(z—5)" -3 (—=1,4)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Potacz w pary wzér paraboli z jej wierzchotkiem.

y=2x2—2x+6 (—2,3)
y=z%+4z (1,5)

y=z*+4x+7 (—2,—4)

y=—x+4z — 2 (2,2)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = az? + bx jest parabola
o wierzchotku W. Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jezelia=—-1ib=6,toW = (3, 9).
(] JezeliW = (1, 1),toa=—-1ib=2.
() JezeliW = (=3, —27),toa=3ib=18.

(] Jezelia=1ib=4,toW = (2, —2).

Cwiczenie 9

Do wykresu funkcji kwadratowej f naleza punkty:
A = (—15,35),B = (=5, — 20),C = (5, 35). Wynika z tego, ze

L) f(-6) <-30
L) f(=10) = f(0)
) F=7)+ £(=9) > f(=4) + f(=2)

(] £(—20) > 30



Cwiczenie 10

Wierzchotek paraboli y = 22— 2z + 2 lezy na prostej o rownaniu

O z=1
O xz=-1
(O z=-2

O =2

Cwiczenie 11

Wykres funkcji f okreslonej wzorem f(z) = —2% + 62 ma doktadnie jeden punkt wspdlny
Z prosta o réownaniu

o O O O
I



Cwiczenie 12

Wskaz réwnanie paraboli, ktérej wierzchotkiem jest punkt W = (5, 5).

O y=2x*+10z + 55
O y=2*+10z+5
O y=2>—-10z+15

O y=2%—-10x+ 30

Cwiczenie 13

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f(x) = x2 + 2z + 5 jest

O (4, +0o0)
O (5, +00)
O (2, +0)

O (-1, + 00)

Cwiczenie 14

Najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = —z% — 8z + 2

() jest wieksza od 30
() nieistnieje
() jestréwna 2

() jestréwna 18



Cwiczenie 15

Funkcja kwadratowa, ktérej zbiorem wartosci jest przedziat (—2, + 00), moze by¢ okreslona
wzorem

O y=—(z-2)°+2
O y=(x—-2)>+2
O y:(:c+2)2—2

O y=—(z+2)*-2



Cwiczenie 16

Wskaz rysunek, na ktérym jest przedstawiony fragment wykresu funkcji kwadratowej
okreslonej wzorem f(z) = 2 — 2z + 1.

8 -7 6 5

8 -7 6 -5 -4




Cwiczenie 17

Prosta z = 3 jest osig symetrii wykresu funkcji f okre$lonej wzorem f(z) = 2z + bx.
Wtedy prawdziwa jest rownosc

O f(0) = (1)
O f(0) = f(4)
O £(0) = £(6)
O f(0) = f(=3)

Cwiczenie 18

Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu y = 2® + bx + c jest punkt W = (—2, 3). Wtedy

O b=-4,c=3
() b=2,c=7
() b=4,c=7

O b=-2,c=3



Cwiczenie 19

Funkcja kwadratowa jest okre$lona wzorem f(z) = x? — 2mx + 4. Mozna wskazac taka
wartos$¢ m, aby zbiorem wartosci tej funkcji byt przedziat

O (5, + )
(O (10, + o0)
O (3, + )

O (6, 4 00)

Cwiczenie 20
Zapisz w postaci kanonicznej funkcje kwadratowa f, okreslong wzorem ogdélnym
1. f(z) =2z* -5
2. f(z) = —3z2 +4
3.f(x) =2 +z+ 7
4. f(x) = —22% + 5z — 3+
Cwiczenie 21
Zapisz w postaci kanonicznej funkcje kwadratowa f, okreslong wzorem ogdélnym
1. f(z) = 52 + 30z + 31
2. f(z) =22% — 4z — 1
3. f(z) = —3x* —z +6

4. f(z) = —4x® + 14z — 7



Cwiczenie 22

Zapisz w postaci kanonicznej wzor funkcji kwadratowej f, ktérej wykresem jest parabola
o wierzchotku W, przecinajaca o$ Oy w punkcie P.

LW = (2,0),P = (0, 5)

2.W = (-1, 1),P = (0, —2)

3.W = (-2, -3),P = (0, 1)

4W = (4, 6),P = (0, —2)



Cwiczenie 23

W uktadzie wspétrzednych narysowano cze$¢ paraboli, ktéra jest wykresem funkcji
kwadratowej. Zapisz wzor tej funkcji w postaci kanonicznej.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 24

Zapisz w postaci kanonicznej wzor funkcji kwadratowej f, wiedzac, ze na jej wykresie lezg
punkty A, B, C.

LA =(-13),B=1(0,1)iC = (1, 3)
2.A = (0, -5),B = (-3, 4)iC = (~6,-5)
Cwiczenie 25
Podaj zbior wartosci funkcji okreslonej wzorem
Lf(z)=2+(1-z)
2. f(x) =5—(-3+ 56)2
3. f(z) =Bz —1)* -9
4. f(x) = -2 +5)2 +7
Cwiczenie 26
Wyznacz zbiér wartosci funkcji kwadratowej f.
L f(z) =2+ 12z
2. f(z) =3z —6x +5
3. f(z) = —z*+2x -5

4. f(z) = -3z +2z+3



Cwiczenie 27
Podaj maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f rosnie.
1L f(z) =3—(z—2)°
2. f(z) =11+ (1 — z)?
3. f(z) = (2¢ —6)> —7
4. f(x) = —(3z +15)* + 8
Cwiczenie 28
Wyznacz maksymalny przedziat, w ktérym funkcja f maleje.
1. f(z) = 2® — 5z
2. f(x) =222+ 3z + 5
3.f(x) = —x? —4x + 7
4. f(z) = -3z + 8z — 1
Cwiczenie 29

Wykres y = z? — 2z + 3 funkcji kwadratowej ma dokfadnie jeden punkt wspéliny z prosta
o réwnaniu y = m. Oblicz m.

Cwiczenie 30

Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(z) = —z? — 6z + c. Wyznacz warto$¢ c, tak
aby parabola bedaca wykresem tej funkcji miata doktadnie jeden punkt wspdlny z prosta
oréwnaniuy =-5.



Cwiczenie 31

Prosta £ = —3 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(z) = 2 + 6kx + k — 4. Ustal wartos¢ k i wyznacz wspdtrzedne wierzchotka W tej
paraboli.

Cwiczenie 32

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(z) = —2? + 4z + c jest
przedziat (—oo, 5). Wyznacz wartos¢ c.



Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Postac
iloczynowa funkcji kwadratowej

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej

Przypomnijmy, ze miejsce zerowe funkcji to taki jej argument, dla ktorego funkcja przyjmuje
wartosc 0.
Przyktad 1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D13yvTeOq
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Przyktad 2

Znajdziemy miejsca zerowe funkcji

f(z) = (z = 3)(z +2)
2. f(z) = (2z +1)(3z — 12)
3. f(z) = —11(z + 6)(8 — )
4. f(z) =205 — z)(4z +7)

Rozwigzanie

Iloczyn a i b jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjeden z czynnikéw jest rowny
0.

a e b = 0 wtedyi tylko wtedy, gdya = 0lubb = 0.

L (xz —3)(xz +2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdyz —3 =0lubz + 2 = 0. Stad z = 3 lub
T = —2.



https://zpe.gov.pl/a/D13yvTeOq

Funkcja f(z) = (z — 3)(z + 2) ma 2 miejsca zerowe 31 —2.

2. (22 4+ 1)(3z — 12) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (2 + 1) = 0lub (3z — 12) = 0. Stad
z = —% lub z = 4. Funkcja f(z) = (2z + 1)(3z — 12) ma 2miejsca zerowe —+ i 4.

3. —11(z + 6)(8 — z) wtedy i tylko wtedy, gdyx + 6 = 0lub8 — z = 0. Stad x = —6 lub
T = 8.
Funkcja f(z) = —11(x 4 6)(8 — ) ma 2 miejsca zerowe —61i 8.

4.2(5 — z)(4z + 7) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy5 —z = 0lub4z + 7= 0.Stad x = 5

lubz = —T.
Funkcja f(z) = 2(5 — z)(4x + 7) ma 2miejsca zerowe 51 — I
Przyktad 3

Szkicujac wykres funkciji f w uktadzie wspotrzednych, znajdujemy takie punkty (z, y),

w ktorych z jest argumentem iy = f(z). Wobec tego do opisu funkcji f stosujemy czesto
zapisy = f(z), gdzie f(x) jest wzorem okreslajgcym funkcje f. Na przyktad mozemy pisaé
f(z) = 222 + 1, a takze y = 222 + 1.

Przyktad 4
Znajdziemy miejsca zerowe funkcji kwadratowej

Ly==2x>—Tz
2.y =x2—25
y=x2+2z+1
4y=12>+2z+4

Rozwigzanie

1. Wzor funkcji y = x? — Tz przeksztatcamy do postaci y = z(z — 7). Wynika z tego, ze
y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z(z — 7) = 0. Zatemz = 0lubz — 7 = 0, stad z = 0 lub
x=T.

Funkcja y = x? — Tz ma wiec dwa miejsca zerowe 0 oraz 7.

2. Wzér funkcji y = 22 — 25 przeksztatcamy do postaci y = (z + 5)(x — 5). Zatemy = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy (z — 5)(z + 5) = 0. Wobec tegox — 5 = 0lubx + 5 = 0, stad
z=>5lubz = —5.

Funkcja y = 2 — 25 ma wiec dwa miejsca zerowe 5 oraz — 5.

3. Wzér funkcji y = 22 + 2z + 1 przeksztalcamy do postaci y = ( + 1), Wobec tego
y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (z + 1) = 0. Zatemz + 1 = 0,stad z = —1.

Funkcja y = 22 + 2z + 1 ma wiec jedno miejsce zerowe — 1.

4. Wzér funkcji y = 22 4 2z + 4 przeksztalcamy do postaci y = (x + 1)? + 3. Zauwazmy,
ze zbiorem wartoéci funkcji y = (z + 1) + 3 jest (3, + oo), wiec nie ma takiej liczby
rzeczywistej z, dla ktorej ta funkcja przyjmuje wartos¢ 0. Oznacza to, ze funkcja
y = x2 + 2z + 4 nie ma miejsc zerowych.



Zauwazmy, ze wzor kazdej z funkcji
— 32 2 )
y=z°—Tr,y=z“—-25,y=z“"+2x+1
mozna byto zapisa¢ jako iloczyn dwoch czynnikow liniowych
y=a?—Te=a(xz—T7),y=22—-25=(z—5)(z+5),y=a2+2z+1=(z+1)°

co pozwolito na wyznaczenie wszystkich miejsc zerowych kazdej z nich.

Gdyby wzor funkcji y = z? + 2z + 4 mozna byto rowniez zapisa¢ w postaci iloczynu
czynnikow liniowych, to funkcja ta miataby miejsca zerowe. Jednak ta funkcja nie ma miejsc
zerowych, co stwierdzili$my, zapisujac ja w postaci kanonicznejy = (z +1)* + 3

i odczytujac jej zbior wartosSci. Zatem jej wzoru nie da si¢ zapisa¢ w postaci iloczynu
czynnikow liniowych.

Przyktad 5

Znajdziemy miejsca zerowe funkcji kwadratowejy = x? + 8z — 9.
Rozwiazanie

e Sposob [

Zauwazmy, ze dla x = 1 otrzymujemyy = 12 + 8 - 1 — 9 = 0, wiec liczba 1 jest miejscem
zerowym danej funkcij.

Jesli ta funkcja ma jeszcze inne miejsce zerowe, to jest ono rOwniez rozwigzaniem réwnania
z? + 8z —9=0.

Korzystajgc z tego, ze 12 + 8 - 1 — 9 = 0, zapiszemy to rownanie w postaci

r?+8r—-9=12+8-1-9
i przeksztalcimy rownowaznie
2 —12+82—-8-1-9+9=0
(—1)(zx+1)+8x—-1)=0
(x—-1)((x+1)+8) =0
(x —1)(z+9)=0.

Wobec tegox — 1 =0lubx +9=0,stadz = 1lubz = —9.
Zatem funkcja y = z? + 8z — 9 ma dwa miejsca zerowe 1 oraz —9.

e Sposob II
Wzor funkcji y = 2% + 8x — 9 zapisujemy w postaci kanoniczne;j
y=(z+4)>—25

i przeksztalcamy rownowaznie



y = (z+4)° — 52
y=((z+4)—5((z+4)+5)
y=(x—1)(xz+9).

Funkcje y = z2 + 8z — 9 mozna zatem zapisa¢ w postaci iloczynu dwoch czynnikow
liniowych y = (z — 1)(z + 9), wigc ma ona dwa miejsca zerowe 1 oraz —9.
Przyktad 6

Pokazemy, ze —1 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowejy = 3z + 14z + 11

i znajdziemy drugie miejsce zerowe tej funkcij.

Sprawdzamy, ze dlaz = —1jesty = 3 - (—1)> + 14 (—1) + 11 = 3 — 14 + 11 = 0, wiec
—1 jest miejscem zerowym funkciji y = 3z + 14z + 11.

Podamy teraz dwa sposoby poszukiwania drugiego miejsca zerowego.

e sposob I

Przeksztatcamy wzor funkciji
y=3x2+ 14z + 11 = 32% + 3z + 11z + 11
skad
y=3z(z+1)+11(z+ 1)
czyli
y=(z+1)(3z+ 11)

Zatem drugim miejscem zerowym jest — %

e sposob 11

Wykorzystamy spostrzezenie, ze gdyby wzér funkcji y = 3z* + 14z + 11 mozna byto
zapisa¢ w postaci iloczynu dwoch czynnikow liniowych, to jednym z nich musiatby by¢
czynnik liniowy, ktérego miejscem zerowym jest — 1.

Zalozmy, ze jest nim czynnik z + 1.

Powinni$my wiec znaleZ¢ takie warto$ci wspotczynnikow a i b, aby dla kazdej liczby
rzeczywistej z zachodzila ta rownos¢

y =3z + 14z + 11 = (z + 1)(ax + b).
Ale
(z+1)(ax+b) = az® + ax + bx + b= az® + (a + b)z + b

ROwNoSC



y=3z+ 14z + 11 =az’ + (a +b)z +b

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdya = 3ib = 11.

Wobec tego wzér funkcji kwadratowejy = 3z% + 14z + 11 mozna zapisa¢ réwnowaznie
w postaci iloczynu dwoch czynnikow liniowych y = (z + 1)(3x + 11). Stad wynika, ze
dana funkcja ma dwa miejsca zerowe —1 oraz — %

Zauwazmy jeszcze, ze po wylaczeniu liczby 3 przed nawias mozna wzor danej funkcii

zapisac jako

11
Y= 3(x+1)(a:—|— ?).
Przyktad 7

Wykazemy, ze funkcjay = 5z? — 10z + 11 nie ma miejsc zerowych.
Przeksztatcajgc wzor funkeji do postaci kanonicznej, otrzymujemy

y =522 — 10z + 11 = 5(z — 1)> + 6.

Poniewaz dana funkcja nie przyjmuje wartosci mniejszych od 6, wigc nie ma miejsc
zerowych.
Przyktad 8

Znajdziemy, o ile istniejg, miejsca zerowe funkcji y = x> — 8z + 5.
Wzér tej funkcji rowniez zapiszemy w postaci kanoniczne;j.
Mamy wtedy

y=x2 -8z +5=(z —4)° —11.

Wobec tego funkcja y = x? — 8z + 5 kazda z warto$ci wiekszych od -11 przyjmuje dla
dwoch roznych argumentow, ma wigc dwa rozne miejsca zerowe.

Wyznaczymy te miejsca zerowe, zapisujac wzor funkcji w postaci iloczynu dwoch
czynnikow liniowych. Skorzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow.

y=(z—4)"—11
y=(z—4) —VII’
= (o4 0T) (o4

Wynika z tego, ze funkcja y = x> — 8z + 5 ma dwa rozne miejsca zerowe 4 — v/11 oraz

4+ +/11.



Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej. Postac
iloczynowa funkcji kwadratowej

Kazda funkcje kwadratowa, dang w postaci ogélnej wzorem f(z) = az® + bx + ¢, mozna

zapisa¢ w postaci kanonicznej f(z) = a(z + %)2 — %. Stad mamy
2
f@) =a((z+4) - 4&).

Wynika z tego, ze

 jezeli wyroznik jest ujemny, to wyrazenie (:n + %)2 — ﬁ jest dodatnie, wigc w tym
przypadku funkcja f nie ma miejsc zerowych,

e jezeli A =0,to f(z) = a(z + %)2 Jedynym miejscem zerowym funkcji f jest — -,

e jezeli A > 0, to wzoér funkcji f mozna przeksztalci¢ nastepujaco

ol ) ) —o((e £ - (8)) oo - R) (e 542

w tym przypadku funkcja f ma wiec dwa rézne miejsca zerowe % oraz %G\/A.
Istnienie i liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej zalezy zatem od znaku jej wyroznika.

Twierdzenie: Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej
Funkcja kwadratowa f okre$lona wzorem f(z) = ax?® + bx + ¢, (a # 0)

» ma dwa rozne miejsca zerowe rzeczywiste z; i xy wtedy i tylko wtedy, gdy jej wyr6znik
A jest dodatni.

Woéwcezas wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej
f(@) = a(z — 1) (x — =), B
gdzie x1 = —_b;a‘/A —_bga\/A.

» ma dokladnie jedno miejsce zerowe x, wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0. W tym
przypadku wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej f(x) = a(z — )2,
gdzie ¢y = — %

 nie ma pierwiastkow rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0. Wtedy wzoru
funkcji f nie mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.

oraz ry —




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D13yvTeOq
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 1
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Funkcje f, gi h dane sa wzorami
f@) = (& - 1)(20 +2)

g9(z) = 3(z +1)(z - 5)

h(z) = —2(x + 4)(x — 3)
Wodwczas

() funkcje fi g maja wspdlne miejsce zerowe

() miejscami zerowymi funkcji g s3 1 oraz—5

() miejscami zerowymi funkcji f sa 1 oraz—2

() —2jest miejscem zerowym funkcji h



https://zpe.gov.pl/a/D13yvTeOq

Cwiczenie 3

Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej,
przy czym na jednym z nich jest wykres funkcji f, na innym - wykres funkcji g, a na jeszcze innym
- wykres funkcji h.

Funkcje te okreslone sg wzorami:

f(@) = (z+1)(z - 3),

g(z) = 2(z + 1)(z + 3),

h(z) = — % (z + 3)(z — 1).

Na ktorym rysunku jest wykres funkcji f, na ktorym wykres funkcji g, a na ktérym - wykres
funkcji h?

/
/
\\
/
[

2
1 1
X X X
) 2 3 4 5 5 -4 3 -2 -\a 12 45 7 % 5 4 -\-yw o 1 2 3
4 o
3

/ x /—\<
5 2 % 2 1 |0 3 3 4 5 B/ R
El -
-2
3 &
Za p

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

a Funkcje kwadratowa okreslong wzorem y = —2% + 3z + 10 mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej wzoremy = —(x + 2)(x — 5).

a Funkcje kwadratowg okreslong wzorem y = z? — Tz + 6 mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej wzoremy = (z — 1)(z — 6).

Funkcje kwadratowg okreslong wzorem y = 222 + 3z — 5 mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej wzoremy = 2(z + 1) (z — %)

O

0 Funkcji kwadratowej okreslonej wzorem y = —2% — 2z nie da sie zapisa¢ w postaci
iloczynowej.



Cwiczenie 5

Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] »
-7 -6 -5 -4 -3 -2 1 o 1 2 4 5 6 7
-1+
2
-3
Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2.
X

Zrodto: Zespét autorski Politechniki Eddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zrédto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ay

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Rozpatrzmy funkcje okre$lone wzorami: f(z) = z — 1, g(x) = x* + 3z, h(z) = z* + 4z + 4,
k(z) = —z® + 2z + 3. Wéwczas

(] wykres funkcji g przedstawiony jest na rysunku c)



(] najednym z tych rysunkéw przedstawiony jest wykres funkcji k
(] wykres funkgji f przedstawiony jest na rysunku d)

(] Zzaden z tych rysunkéw nie przedstawia wykresu funkcji h

Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Funkcja kwadratowa y = z? — 6z + 9 ma doktadnie jedno miejsce zerowe.
(] Funkcja kwadratowa y = —2% + 3 nie ma miejsc zerowych.
(] Funkcja kwadratowa y = x2 — 10 ma dwa rézne miejsca zerowe.

(] Funkcja kwadratowa y = 222 + x ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

Cwiczenie 7

Funkcja kwadratowa f okre$lona jest wzorem f(x) = x? + 4z + c. Wowczas
(] dlac =5 funkcja f ma doktadnie jedno miejsce zerowe
(] jesli jednym z miejsc zerowych tej funkcjijest 1, toc = 5
(] jesli jednym z miejsc zerowych tej funkcji jest—1,toc = 3

(] dlac = 0funkcja f ma dwa r6zne miejsca zerowe



Cwiczenie 8
Potacz w pary wzor paraboli z jej miejscami zerowymi.

20° — 2z — 24 z=-1 =41
2:1:2—8:0—% x=-3,z=14
y=a+z—2 z=1,z=3
y:3x2—%az—|—% r=-2,xz=1

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jedno z miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = 222 + 9z + 7 jest liczba dodatnia.
(] lloczyn miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = 322 — 11z + 3 jest rowny 1.

0 Funkcja kwadratowa y = 22 — 122 + 11 ma dwa rézne miejsca zerowe, ktére sa
liczbami catkowitymi.

0 Kazde z miejsc zerowych funkcji kwadratowej y = z? — 22 — 10 nalezy do przedziatu
(—2,4).

Cwiczenie 10

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = 2(z + 3)(z — 5) to
1 — —3, Lo — 5
L1 — 3,2132 =5

1 :3,$2 =-5

o O O O

rx1 = —3,x2 = —5



Cwiczenie 11

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji kwadratowej f.

Y

44

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja f jest okreslona wzorem

O flz) =—(z=2)(z+1)

O fl@)=—(z-1)(z+2)

O flz) =(z—-1)(z +2)

O flz) =(z—-2)(z+1)



Cwiczenie 12

Wskaz wzér funkcji kwadratowej, ktérej miejsca zerowe sa liczbami o przeciwnych znakach.

O y=-5(z+2)(z+4)

O y=2z-3)(z—4)

O y=3(z+1)(z+2)

O y=—4(z+1)(z—1)



Cwiczenie 13

Funkcje liniowe f i g sa okre$lone wzorami f(z) = +a — 1 oraz g(z) = = + 1. Wskaz rysunek,
na ktorym przedstawiony jest wykres funkcjiy = f(x) - g(x).
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Cwiczenie 14

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem f(x) = —2* — 6z —5to

r1=—1,29 =5

$1:1,$2:5

O O O

x1 =129 = —5

O T :—1,$2:—5

Cwiczenie 15

Wskaz wzér funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sg liczby — 2 oraz %

O y=a+5z-3
O y=2x>+3z -2
O y=1azt+2

O y=2+3z+2

Cwiczenie 16

Do wykresu funkcji kwadratowej y = 322 — 28z — 31nalezy punkt

O ,0)
O (0,0)
O (—1,0)

O (_2a0)



Cwiczenie 17

Jednym z miejsc zerowych funkcji f okreslonej wzorem f(x) = —2% 4 bx + 10 jest liczba —2.
Wodweczas liczba b jest rowna

O 7
O -3
O -7

O 3

Cwiczenie 18

Funkcja f okre$lona wzorem f(x) = —x? 4 4z + c nie ma miejsc zerowych wtedy i tylko wtedy,
gdy

() c=14
() e<—4
() c>4

() ec=-4

Cwiczenie 19

Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
lLy=—6z(z+2)
2.y=(7T—2z)(z+11)
.y=(3z+8)(4z — 1)

4.y = (15 — 5z)(16z + 10)



Cwiczenie 20

Podana funkcja ma dwa miejsca zerowe 1, xo. Zapisz jej wzor w postaci iloczynowej

y=a(x —x1)(z — z9).
ly=2x?—22z
2.y = —3x> + 48
3.y =9z% — 49
4.y = 25z2% + 15z
Cwiczenie 21
Wykaz, ze podana funkcja ma doktadnie jedno miejsce zerowe. Wyznacz to miejsce zerowe.
lLy=2a+4c+4
2.y=—x>+2zx—1
3.y = 32% + 30z + 75

4.y = —2z> 4+ 12z — 18



Cwiczenie 22

Na kazdym z ponizszych rysunkéw przedstawiony jest fragment wykresu funkcji kwadratowej
majacej dwa rézne miejsca zerowe &1, To. Zapisz wzor kazdej z tych funkcji w postaci
iloczynowej y = a(z — z1)(z — x2).

L Ay

X
L] L] L »
-7 -6 -5 -4 -3 -2 3 4 5 6 7
_3 -
-4+
Zrédto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2. Ay
X
——

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 23

Wykaz, ze funkcja nie ma miejsc zerowych.
Ly=az*>+z+2
2.y=x>—3x+3
.y=22> —x+5
4.y=—2*+5x — 8

Cwiczenie 24

Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
lLy=2z*>+3z—5
2.y =4x? — 152 — 19
3.y=—32>— 142 — 8
4.y=—bx? 4+ 1lx — 2

Cwiczenie 25

Funkcja f okreslona wzoremf(z) = 62> + z — 1 ma dwa rézne miejsca zerowe. Wykaz, ze
zadne z nich nie jest liczbg catkowita.

Cwiczenie 26

Liczby x1 oraz x5 s3 miejscami zerowymi funkcji y = 242 — 2z — 15, przy czym 1 < Zo.
Oblicz 4z + 6x-.



Cwiczenie 27

Wyznacz miejsca zerowe funkcji.
Ly=2>—4z -6
2.y=x2+2x—5
3.y=—z?+ 6z +11
4y=—a>—8x+7

Cwiczenie 28

Funkcja f okre$lona wzorem f(z) = 2z% + 4z — 7 ma dwa rézne miejsca zerowe z1, 5. Oblicz
sume x; + x5 oraziloczyn xixs.

Cwiczenie 29

Funkcja kwadratowa f(z) = 322 — 62 — 1 ma dwa rézne miejsca zerowe. Wykaz, ze kazde
z nich nalezy do przedziatu (—1, 3).

Cwiczenie 30

Wykaz, ze niezaleznie od wartosci wspotczynnika b funkcja kwadratowa
f(z) = 22 +bx+b—1ma miejsce zerowe réwne — 1. Dla jakiej wartosci b jest to jedyne
miejsce zerowe tej funkc;ji?

Cwiczenie 31

Jednym z miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(z) = —10z2 4 bx + 1 jest liczba —%. Oblicz
b oraz drugie miejsce zerowe funkcji f.

Cwiczenie 32

Funkcja g(z) = (z — 3)(z + 4) ma te same miejsca zerowe co funkcja f okreslona wzorem
f(z) = —22% + bx + c. Wyznacz bi c.



Cwiczenie 33

Funkcja f okreslona jest wzorem f(z) = 2? + 6z + c. Ustal liczbe miejsc zerowych funkcji f
w zaleznosci od wartos$ci wspétczynnika c.



Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na
podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie

Przypomnijmy, ze kazdg funkcje kwadratowg f okreslong wzorem
f(z) = az® + bx +c,

gdzie a, b oraz c to liczby rzeczywiste, przy czym liczba a jest rozna od zera, mozemy
zapisaC w postaci kanoniczne;j

f(z) =a(z —p)° +4q,

gdzieng—fiqzi—f.

Ponadto kazdg taka funkcje kwadratowg, ktorej wyroznik jest nieujemny, mozemy tez
zapisa¢ w postaci iloczynowej

f(z) = a(z — z1)(z — 22),

b—VA . —b+VA
2a

gdzie xy = —5 = ixg = to miejsca zerowe tej funkcii.

W ponizszych przyktadach pokazemy, w jaki sposob mozna wyznaczy¢ wzor funkcii
kwadratowejna podstawie pewnych informaciji o tej funkciji lub o jej wykresie.
Przyktad 1

Funkcja kwadratowa f(z) = 2% + 4z + c osigga wartoé¢ najmniejsza réowng — 7.
Wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika c.

Rozwigzanie

Z tresci zadania wynika, Ze wspolrzedna g wierzchotka wykresu funkcji f jest rowna —7.
Mozemy z tego skorzysta¢ w jeden z nastepujgcych sposobow.

e SposOb I
Obliczamy wyr6znik funkcji f

A=4>—4.1-¢=16 — 4c

Podstawiamy do wzoru q = ;—aA.

_ —A _ —(16-4c)
9=, = —421 = I

Stad 4c — 16 = —28,4c = —12,c = —3.

e sposob II




Ze wzoru odczytujemy pierwszga wspotrzedna wierzchotka wykresu funkcji
p = 57 = —2. Wobec tego

F(=2) = (-2 4+4-(=2)+c=—7
stad ¢ = —3.
e sposob III

Ze wzoru odczytujemy pierwsza wspotrzedng wierzchotka: p = 2_—_‘11 =-2if(-2)=-T.

Wobec tego funkcje f mozna zapisa¢ wzorem w postaci kanonicznej f(z) = (z + 2)* — 7,
stad
flx)=a*+4x+4—-7=2>+4x — 3,
czylic = —3.
e sposob IV
Przeksztalcamy wzor funkcji f do postaci kanoniczne;j
fla)=2’+4x+c= (2 +4z+4) —4+c= (z+2)°+c—4.

Zatem funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg ¢ — 4 dla x = —2. Poniewaz f(—2) = —7, to

c—4=—-7czylic= -3
b

_
- N
M

flz) =2 +4z +c

-
© O

X

> = Yuw

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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E-podreczniki z matematyki

Przyktad 2

Jednym z miejsc zerowych funkciji kwadratowej f(z) = —3x2? + bx — 14 jest 7.
Wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika b.
Rozwigzanie

e SposOb I
Z tresci zadania wynika, ze
f()=-3-7+b-7T—14=0.
Zatem —147 4+ 7b — 14 = 0, stad 7b = 161, czyli b = 23.
e sposoOb II

Z treéci zadania wynika, ze funkcje f(z) = —3z2 4 bx — 14 mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej

flz) = =3(z = 7)(z — 22),

gdzie x5 to drugie miejsce zerowe funkciji f.
Posta¢ iloczynowgq przeksztalcamy do postaci ogoélnej, stad

f(x) = _3(372 — T — zox + 72(32) = —32? + (21 + 3332):13 — 21xs.


https://zpe.gov.pl/a/DJrgQocTC

Poréwnujac wspoétczynniki, stwierdzamy, ze —21xy = —14 oraz b = 21 + 3z,. Zatem
drugim pierwiastkiem jest x5 = %, wiecb=21+3- % = 23.

e sposob III

7 treéci zadania wynika, ze funkcje f(z) = —3z? + bx — 14 mozna zapisa¢ w postaci
iloczynowej

f(z) = =3(z = 7)(z — 22),

gdzie z2 to drugie miejsce zerowe funkciji f.

Jedynym wyrazem niezaleznym od  w tym wzorze jest —3 - (—7) - x2, zatem
—3-(=7) -z = —14, astad

T2 = % Liczba %jest wiec miejscem zerowym funkcji f, zatem

FE) =3 (3 bt -ra0
Wobec tego — 4 + 2b— 14 =0, 2b =142, 2p = & czylib = 23.

Przyktad 3

Wyznaczymy wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcii
kwadratowej

fz) = =(z + 1)(z - 3).
Rozwigzanie
e SposOb I
Przeksztalcamy wzor funkcji f do postaci ogdlne;j
flz)=—(z+1)(z—-3)=—(z*+2 -3z —3) = —z*+ 2z + 3.

Wobec tego wspolrzedne wierzchotka tej paraboli to: p = #}1) =1,

q= f(1) = —1% + 2 + 3 = 4. Zatem wierzcholkiem tej paraboli jest punkt W = (1, 4).
e sposob II

Poniewaz f(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = —1lub & = 3, to funkcja f ma dwa
miejsca zerowe — 1 oraz 3. O$ symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji f to
jednoczesnie symetralna odcinka, ktérego konicami sg punkty (—1,0) i (3, 0). Korzystajac
ze wzoru na wspotrzedne Srodka odcinka, stwierdzamy, ze ta symetralna przechodzi
przez punkt o wspotrzednych ( — ;3 , O), wiec jest to prosta o rownaniu z = 1. Stad
p=1lorazq = f(1) = —(1+ 1)(1 — 3) = 4. Wierzchotkiem tej paraboli jest punkt

W = (1,4).




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJrgQocTC
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Twierdzenie: O$ symetrii funkcji kwadratowej
Jezeli funkcja kwadratowa
f(z) = az* +bx +c
ma dwa miejsca zerowe x; i o, to 0§ symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji f ma

rownanie

N )

Dowod

Jak zauwazyliémy, 0§ symetrii paraboli, ktora jest wykresem funkcji f, to jednoczesnie
symetralna odcinka o koncach w punktach (z1,0) i (3, 0). Korzystajgc ze wzoru na
wspotrzedne Srodka odcinka, stwierdzamy, ze ta symetralna przechodzi przez punkt
o wspolrzednych (% , 0). Dla dowodu wystarczy wiec pokazac, ze

T1+To

2 — D
Poniewaz

b-vVAL(-bVE)

Z1+ T2 = % = &

wiec



https://zpe.gov.pl/a/DJrgQocTC

Przyktad 4

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DJrgQocTC
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 5
Wykresem funkciji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = —3z% + bx + c jest parabola
o wierzchotku W = (2, 7). Wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika b i wspoétczynnika c.
Rozwigzanie

e SposOb I

Z tre$ci zadania wynika, Ze funkcje f mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej
f(z) = =3(z — 2)° + 7. Zatem

flz) = -3(a® — 4z +4) + 7= -3z + 12z — 5,
czyli wspotczynniki majg wartosci b = 12, ¢ = —5.

e sposoOb II
Korzystajgc ze wzoroéw na wspotrzedne wierzchotka, otrzymujemy uktad rownan

_b_
e = 2
-4 _
4aq — '

Uwzgledniajgc w drugim rownaniu A = b? — 4 acoraz wstawiajac a = —3, otrzymujemy
-b _
7y 2

—(b 4—.(4;(3—)30)) _ 7


https://zpe.gov.pl/a/DJrgQocTC

stad
—b=—12
{—(b2 +12¢c) = —84

b=12
122 + 12¢ = 84

—N

=
I

j—t

[\)

2c =84 — 144

Mamy zatem

b=12

c=—5
Przyktad 6
Funkcja kwadratowa f(z) = 2z? + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe: ¢; = —5i zy = 4.
Wyznaczymy warto$¢ wspotczynnika b i wspotczynnika c.
Rozwigzanie.

e sposob

Z tre$ci zadania wynika, ze funkcje f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;.
f(z) = 2(z + 5)(z — 4)
Zatem
f(z) = 2(2% + 5z — 4z — 20) = 22° + 2z — 40.
Wspoltczynniki majg wartosci: b = 2, ¢ = —40.
e sposoOb II

Poniewaz miejscami zerowymi funkcji f sa 1 = —51i 22 = 4, wiec f(—5) = 0 oraz
f(4) = 0. Aby wyznaczy¢ wartoéci wspotczynnikow, rozwiazujemy uktad rownan.
2:424+b-44+c=0
2. (=52 4b-(=5)+c=0

324+4b+c=0
50 —=5b+c=0

4b+ ¢ = —32
—5b+ ¢ = —50



Otrzymany uklad rownan mozemy rozwigza¢ dowolng metodg, np. podstawiania lub
przeciwnych wspotczynnikow.

Wybierzmy metode podstawiania
c=—4b— 32
—5b —4b— 32 = —50

c= —4b— 32
—9b — 32 = —50

c= —4b— 32
—9b = —18

b=2

b=2
c=—4-2-32

b=2
c = —40

4b +c = —32
—5b +c = —50

{c: —4b — 32

Rozwigzanie uktadu

metodg przeciwnych wspoétczynnikow (lub kazda inng, prowadzacg do wyznaczenia
wartosci kazdego ze wspotczynnikow) pozostawiamy jako osobne ¢wiczenie.

e sposob III

Poniewaz miejscami zerowymi funkcji f s3 x = —5 oraz x = 4, wiec osig symetrii
wykresu funkcji f jest prostax = — ;4 yezyli z = —%. Mozemy wiec zapisa¢ postac

kanoniczng funkcji
2
flx)=2(z+ %) +q

Wykorzystujac jeszcze raz informacje o miejscach zerowych, otrzymamy, ze np. f(4) = 0,
stad

2-(4+ 1) +4¢=0
a=-2-(3),

czyli



Wobec tego
f(w)=2(:z:—|—%)2—% =2z +z+ )-8 =222+ 20+ 5 — 3 =222 + 2z — 40.

Zatem wspotczynniki majg wartosci b = 2, ¢ = —40.
Uwaga. Zapisujac wzor funkcji f w postaci f(z) = 2(z + %)2 + q i wykorzystujac
informacje o drugim miejscu zerowym funkcji f : f(—5) = 0, doprowadzimy do tej same;j

zaleznosci, co otrzymana powyzejq = —2 - (— %)2 =2 (%)2 Fakt ten wynika stad, ze
prosta z = — jest symetralng odcinka o koficach w punktach (—5,0) i (4, 0).
Przyktad 7
Funkcja kwadratowa f(z) = ax? + bx + c osigga najwieksza wartoéé¢ rowng 4 dla z = —2
,a najejwykresie lezy punkt A = (0, 0). Obliczymy warto$ci wspotczynnikéw a, bi c.
Rozwigzanie

e SposOb I

Z treéci zadania wynika, ze punkt W = (—2, 4) jest wierzchotkiem paraboli bedace;j
wykresem funkcji f. Wobec tego wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci

f(z) = a(z + 2)* + 4. Wiemy ponadto, ze punkt A lezy na wykresie funkcji f, zatem
f(0) = 0. Laczac oba uzyskane wnioski, otrzymujemy

F(0) =a(0+2)*+4=0,
stad 4a = —4, czyli a = —1. Stad wynika wzoér funkcji f
fl@)=—-1(z+2)° +4= —(z?+ 4z +4) +4=—2? — 4z
Wspolczynniki majg zatem wartosci:a = —1,b = —4,¢c = 0.
e sposob II

Z tresci zadania wynika, Ze jednym z miejsc zerowych funkgciji f jest 0, a osig symetrii
paraboli bedacej wykresem funkciji f jest prosta o rownaniu ¢ = —2. Wynika stad, ze —4
jest drugim miejscem zerowym funkcji f. Zatem wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci
f(z) = ax(z + 4). Wiemy ponadto, ze punkt (—2,4) lezy na wykresie funkcji f, wiec
f(—2) = 4. Laczac oba uzyskane wnioski, otrzymujemy

f(=2) =a(=2)(-2+4) =4,
stad —4a = 4, czyli a = —1. Wobec tego wzor funkciji f to
flx)=—lo(z+4) = —(2® + 42) = —2* — 4z

Wspotczynniki maja wiec wartosci:a = —1,b = —4,¢ = 0.



e sposob III

Z tresci zadania odczytujemy, ze punkt f(x) = 0 oraz punkt W = (—2,4) jest
wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f. Korzystajac ze wzoréw na
wspotrzedne wierzchotka, otrzymujemy uktad rownan

a-0°+b-04+¢=0

b _
b =—2
_A_
Ta — 4

Przeksztalcamy ten ukiad, uwzgledniajac w drugim réwnaniu A = b*> — 4ac

c=20
—b= —4a
—(b2 — 4ac) = 16a

CcC =
b =4a
b2 = —16a

Stad wniosek, ze b? = (4la)2 = —16a, wiec 16a® = —16a, czyli a> + a = 0, stad
a(a + 1) = 0. Poniewaz funkcja f jest kwadratowa, wiec a # 0. Zatem a = —1, stad
b=4-(—1) = —4.0Oznaczato,ze a = —1,b= —4,¢ = 0.

Cwiczenie 1

Ustal wspdétrzedne wierzchotka W paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej
f() = —1(x—5)(z+7).

Cwiczenie 2

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej x sume tej liczby i kwadratu liczby o 2
od niej wiekszej. Ustal zbiér wartosci tej funkcji i znajdz jej miejsca zerowe.



Cwiczenie 3

Do wykresu funkcji kwadratowej f(z) = x2 + 5z + ¢ nalezy punkt A = (—3,0). Wyznacz
wartos¢ wspotczynnika c.

Cwiczenie 4

Prosta x = —4 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji f(x) — —2% + bx.
Wyznacz wartos$¢ wspotczynnika b.

Cwiczenie 5

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f(z) = 5z — 10z + cjest (—9, + o). Ustal
wartos¢ wspotczynnika c.

Cwiczenie 6

Funkcja kwadratowa f okre$lona jest wzorem f(z) = x2 + bx + c. Wyznacz wartosci
kazdego ze wspdtczynnikow b oraz ¢, wiedzac, ze wykres funkcji f ma z osig Ox tylko jeden
punkt wspdlny A = (-3, 0).

Cwiczenie 7

Funkcja kwadratowa g okreslona jest wzorem g(z) = —22+bx+ec Funkcja ta osigga
wartos$¢ najwieksza rowng 17 dla x = —5. Wyznacz wartosci wspotczynnikéw bi c.

Cwiczenie 8

Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej g(x) = —152% +bx + csa —% i %. Wyznacz
wartos¢ kazdego ze wspotczynnikéw b, c.



Cwiczenie 9

Wykresem funkcji kwadratowej okreslonej wzorem f(z) = —42% + bx + c jest parabola

o wierzchotku W = (%, 8). Wyznacz wartos¢ kazdego ze wspdtczynnikow b, c.

Cwiczenie 10

W uktadzie wspotrzednych narysowano czes¢ paraboli, ktora jest wykresem funkcji
kwadratowej f(z) = ax? + bx + c. Wyznacz warto$¢ kazdego ze wspétczynnikéw a, bi c.
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Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 11

W uktadzie wspotrzednych narysowano czes¢ paraboli, ktora jest wykresem funkcji
kwadratowej g(x) = ax? + bx + c. Ustal warto$¢ kazdego ze wspétczynnikéw a, bi c.

a) b) <)

\ /
\
b
P
b

432\1;/34 4 3 2 1 flo 1 2 3 4 4 3 2 1 Jo1 2 3 4
! 2 =

3

-4

d) e) f)

4 -3 f2 -1 |o 2 3 4 -4 k?/f'a/)/u 12 3 4 -4 f3 2 -1 [o 1 3 4
-1 \ -1 / -1
2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12

Funkcja kwadratowa g(z) = ax® + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe x; = —6 oraz z = 10.
Najmniejszg wartoscig tej funkcji jest — 16. Ustal wartos¢ kazdego ze wspotczynnikow a, bi c.

Cwiczenie 13

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bx + c jest parabola o wierzchotku w punkcie
A = (1,9). Jednym z punktow przeciecia tej paraboli z osig Ox jest punkt B = (—%, O).
Wyznacz wartos$¢ kazdego ze wspdtczynnikow a, bi c.

Cwiczenie 14

Funkcja kwadratowa g(x) = az? + bx + c osiaga najmniejsza wartoé¢ réwna —5 dla z = 3,
a jej wykres przecina o$ Oy w punkcie A = (0, — 2). Oblicz warto$¢ kazdego ze
wspoétczynnikéw a, bi c.



Cwiczenie 15

Funkcja kwadratowa f(z) = az® + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe r; = —% iz =4, aje
wykres ma doktadnie jeden punkt wspdlny z prostg o réwnaniu y = —121. Wyznacz wartos¢

kazdego ze wspotczynnikow a, bi c.

Cwiczenie 16

Wykresem funkcji kwadratowej g(z) = azx® + bx + c jest parabola o wierzchotku w punkcie
A = (—3,5), do ktdrej nalezy tez punkt B = (1, — 27). Wyznacz warto$¢ kazdego ze
wspotczynnikow a, bi c.

Cwiczenie 17

Wykresem funkcji kwadratowej g(x) = ax® +bx + c jest parabola, na ktérej lezg punkty
A= (-1,5)i B = (2, — 1). Osia symetrii tej paraboli jest prosta o réwnaniu z = 1.
Wyznacz wartos$¢ kazdego ze wspodtczynnikow a, bi c.

Cwiczenie 18

Funkcja kwadratowa f okre$lona jest wzorem f(x) = az? + bx + ¢. Maksymalnym
przedziatem, w ktérym funkcja f maleje, jest (—3, -+ oco). Parabola bedaca wykresem funkcji
f ma doktadnie jeden punkt wspdlny z prostg o réwnaniu y = 1. Ponadto na wykresie tej
funkgji lezy punkt P = (—1, — 1). Ustal warto$¢ kazdego ze wspotczynnikéw a, bi c.

Cwiczenie 19

Punkty A = (—3,5) i B = (—1, 1) lezg na paraboli, ktéra jest wykresem funkcji kwadratowej
f(z) = az® + bx + c. Wykaz, ze punkt C' = (1, — 3) nie lezy na tej paraboli.



Cwiczenie 20

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = azx? + bx + c jest parabola, ktéra ma doktadnie
jeden punkt wspdlny z osig Ox. Na tej paraboli lezg punkty A = (1, —9) oraz punkt

B = (-3, —1). Wyznacz wartos¢ kazdego ze wspotczynnikéw a, b i c. Rozpatrz wszystkie
przypadki.

Cwiczenie 21

Wyznacz wszystkie wartosci b, dla ktorych wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji
f(z) = % — 2bx + b + 25 lezy na prostej y = .

Cwiczenie 22

Wyznacz wszystkie wartosci ¢, dla ktérych miejscem zerowym funkcji f okreslonej wzorem
f(z) = * — 2cx + ¢ + 2jest liczba z = c.



Roéwnanie kwadratowe

Przyktad 1

W prostokacie o polu rownym 56 jeden z bokow jest o 10 dtuzszy od drugiego. Obliczymy
obwod tego prostokata.

Rozwigzanie

Oznaczmy dtugos¢ krotszego boku tego prostokata przez z, gdzie x > 0. Wtedy drugi bok
tego prostokgta ma dtugo$¢ x + 10, a pole tego prostokata jest rowne z(z + 10). Wiadomo,
ze pole tego prostokata jest rowne 56. Otrzymujemy wiec rOwnanie

z(z + 10) = 56.
Przeksztalcamy to rownanie rownowaznie
z? + 10z = 56
z? 4+ 10z — 56 = 0.

Szukamy zatem miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(z) = z* + 10z — 56. Obliczamy
wyréznik tej funkcji A = 102 — 4 -1+ (—56) = 324. Wyrdznik jest dodatni, wiec funkcja ta
ma dwa miejsca zerowe

—10—-v324 __ —-10-18 __
2-1 o 2 = —14

T —
oraz

_ —10+V324 _ —10+18 __
m2 - 2.1 - 2 — 4.

Warunki zadania spetnia jedynie x = 4. Dlugos¢ drugiego boku tego prostokata jest rowna
x + 10 = 14, a obwod prostokata jest rowny 2 - (4 4 14) = 36.

Uwaga. Mozna od razu zauwazy¢, ze 4 - (4 + 10) = 56, wobec tego liczba 4 jest
rozwigzaniem réwnania z(z + 10) = 56. Jest to wiec miejsce zerowe funkcji kwadratowej
f(x) = 2% + 10x — 56. Wzor tej funkcji mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdzie jednym
z czynnikow jest x — 4

f(z) =22 + 10z — 56 = z? — 4z + 142 — 56 = z(x — 4) + 14(z — 4) = (z — 4)(z + 14).
Przyktad 2

W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dtugosc 8, a jedna z przyprostokatnych
jest o 2 krétsza od drugiej. Wykazemy, Ze pole tego trojkata jest rowne 15.

Rozwigzanie

Oznaczmy dlugosc¢ krotszej przyprostokatnej tego trojkata przez z, gdzie x > 0. Wtedy




druga przyprostokatna ma dtugos¢ x + 2. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,
otrzymujemy réwnanie

22 + (z +2)° = 8%
Przeksztalcamy to rownanie rownowaznie
x? + 2%+ 4z +4 =64
222 +4x — 60 =0
z? + 2z — 30 = 0.

Szukamy zatem dodatnich miejsc zerowych funkciji kwadratowej f(z) = z2 + 2z — 30.
Obliczamy wyro6znik tej funkcji A = 22 — 4 -1 - (—30) = 124. Poniewaz A > 0, wiec
funkcja ta ma dwa miejsca zerowe

72;@ _ 72722\/5 — _1-+31

1 —

£y = 72+2'\1/ﬁ _ —2+22\/3—1 — —1++/31.

Warunki zadania spetnia jedynie x = v/31 — 1. Wobec tego przyprostokatne tego trojkata
maja dtugosci v/31 — 1 oraz v/31 + 1, a jego pole jest rowne

Lo (v3T-1) - (VBT +1) = 4+ (VBT' —12) = £ - 30 = 15, co nalezalo wykazac.
Przyktad 3

Wyznaczymy wspolrzedne punktow, w ktorych prosta o rownaniu y = 2z + 9 przecina
parabole o réwnaniu y = 2> + 1.

Rozwigzanie

Poniewaz wspoltrzedne szukanych punktow przeciecia spetniajg kazde z rownan
y=2z+9orazy = 2> + 1, wiecz? +1 =2z + 9,stad 2> — 22 — 8 = 0.

Szukamy zatem miejsc zerowych funkcji kwadratowejy = 2> — 2z — 8. Obliczamy
wyroznik tej funkeji A = (—2)* — 4-1- (—8) = 36. Funkcja ta ma wiec dwa miejsca
zerowe

%T\{% :% = —2orazx = 2%{% :%:4.

Gdyz = —2,toy=2(-2)+9=5,agdyx =4,toy =2-4+ 9 = 17. Wobec tego prosta
o réwnaniu y = 2z + 9 przecina parabole o réwnaniu y = z2? 4+ 1 w dwoch punktach:
jeden ma wspoétrzedne (—2, 5), a drugi ma wspotrzedne (4, 17).

Tl —

Rownanie kwadratowe. Liczba rozwiazan rownania
kwadratowego



W przyktadach rozwigzanie zadania sprowadzato si¢ do znalezienia rozwigzan rownania

z niewiadoma z, ktore przeksztalcaliSmy do postaci

ax? + bx + ¢ = 0, gdziea # 0.

Kazde réwnanie takiego typu nazywamy rownaniem kwadratowym z niewiadomg .
Poniewaz rozwigzania takiego réwnania to miejsca zerowe funkciji f(z) = ax? + bx + ¢, wiec
korzystajac z omowionych wczesniej wlasnosci funkcji kwadratowej mozemy podac algorytm,
pozwalajgcy ustali¢ istnienie i liczbe rozwigzan rownania kwadratowego w zaleznoSci od
wartoéci wyréznika A = b*> — 4 ac.

Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania kwadratowego

Rownanie kwadratowe
ax2 +bx +c=0

e nie ma rozwigzan rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0,

» ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste xy = — % wtedy i tylko wtedy, gdy
A =0,
» ma dwa (rézne) rozwigzania rzeczywiste x; = *bga‘/A oraz Ty = b“/_ wtedy i tylko

wtedy, gdy A > 0.

Warto pamietac, ze przy rozwiazywaniu rownan kwadratowych nie zawsze wskazane jest
automatyczne stosowanie powyzszych wzoréw. Bardzo przydatne jest na przyklad
spostrzezenie, ze iloczyn jest rowny zero wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjeden

z czynnikow tego iloczynu jest rowny zero.

Pokazemy na kilku przyktadach, jak mozna rozwigza¢ rownanie kwadratowe.
Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie.

L(2z+1)(52—3)=0
Mozna przeksztatci¢ to rownanie do postaci 1022 — z — 3 = 0 i wyznaczy¢ jego
rozwigzania za pomoca wzoréw, ale jest to zupetnie niepotrzebne. Wystarczy przeciez
zauwazy¢, ze (2x + 1)(5z — 3) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2z + 1 = 0 lub
5z —3=0,stadz = —5 lubz = <,

2.224+16 =0
Zauwazamy, ze lewa strona rownania jest suma liczby nieujemnej z? oraz liczby 16,
a wiec jest dodatnia. Zatem rownanie z? + 16 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych.

3. (4z + 7)% = 112
Aby wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania, przeksztatcimy rownanie, korzystajac ze wzoru
na roznice kwadratow

(4z +7)* = 112

(4z 477 -112=0




(4z +7—11)(4z + 7+ 11) = 0(4z — 4)(4z + 18) = Ostad z = 1 lubz = — 4.

1.6z = 19z
z(6x — 19) = 0 Przeksztalcajgc to rownanie do postaci z(6z + 19) = 0, stwierdzamy,
ze ma ono dwa rozwigzania0i — %.

Przyktad 5

Rozwigzemy réwnanie
2+ 10z — 11 =0

e SposOb I

Obliczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego zapisanego po lewej stronie roOwnania:
A=10>—-4-1-(—11) = 144. Poniewaz A > 0, wiec robwnanie ma dwa rozwigzania

oy = W 1 orag gy = “L0AM
e sposoOb II

Mozna zauwazy¢, ze 1 jest rozwigzaniem danego rownania, gdyz 12 +10-1 — 11 = 0.
Zatem trojmian z? + 10z — 11 mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdzie jednym
z czynnikow jest x — 1:
?+10z—11=2>—-z+1lz—1l==2(z— 1)+ 11(z — 1) = (z — 1)(z + 11).
Wobec tego rownanie ma dwa rozwigzania x; = 1 oraz zo = —11.

Przyktad 6

Rozwigzemy roOwnanie
222+ 9z +7=10

e Sposob I
Obliczamy wyro6znik trojmianu 222 + 9z + 7
A=92-4.2.7=25.

Poniewaz A > 0, wiec réwnanie ma dwa rozwigzania

_ =925 7 . —94V25
e sposob II

Zauwazmy, ze — 1 jest rozwigzaniem rownania2 - (1) +9- (=1)+7=2-9+7 = 0.
Wobec tego trojmian 2z% + 9z + 7 mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdzie jednym
z czynnikow jest z + 1

202 + 9z +7T=22>+2x + Tz +7=2z(x+ 1)+ 7(x+ 1) = 2z + 7)(xz + 1).

Zatem roOwnanie ma dwa rozwigzania z; = —1 oraz zo = —%.
Przyktad 7



Rozwigzemy roOwnanie
32° + 4z +5 =345

e Sposob I

Przeksztalcamy rownanie do postaci 3z* + 42 — 340 = 0. Nastepnie obliczamy wyréznik
tréjmianu 3z? + 4z — 340

A =42 —4.3.(-340) = 4096.

Poniewaz A > 0, wiec rébwnanie ma dwa rozwigzania

_ —4-4096 __ _ 34 _ 4444096 _
T = 53 = —g orazry = 53 = 10.
e sposob II

Zauwazamy, ze 10 jest rozwigzaniem réwnania 3 - 102 4 4 - 10 + 5 = 345. Zatem tréjmian
3z® + 4z — 340 mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej, gdzie jednym z czynnikéw jest
x — 10

322 + 4z — 340 = 3z — 30z + 34z — 340 = 3z(z — 10) + 34(z — 10) = (3z + 34)(z — 10

34

Oznacza to, Ze rownanie ma dwa rozwigzania ¢y = 10 oraz s = —<~.

Przyktad 8

Rozwigzemy rOwnanie
25z — 90z + 81 =0

e SposOb I
Obliczamy wyréznik tréjmianu 2522 — 90z + 81
A=(-90)"—4-25.81=0
Poniewaz A = 0, wigc réwnanie ma jedno rozwigzanie
o= 3 =4

e sposoOb II

Zauwazmy, ze tréjmian 25z2 — 902 + 81 mozna przeksztatci¢ do postaci
(5z)° — 25z -9+ 9% = (5z — 9)°. Zatem réwnanie ma jedno rozwiazanie zo = 2.
Przyktad 9

Wykazemy, ze rownanie 3z — 4z + 2 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych.
Obliczamy wyréznik trojmianu kwadratowego 3x? — 4z + 2

A=(-4)?-4-3.2=16—-24= -8 <0.



Oznacza to, ze rownanie 3z — 4z + 2 = 0 nie ma rozwigzan rzeczywistych.
Przyktad 10

Uzasadnimy, Ze zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania 2z* + 3z — 4 = 0.
Obliczamy wyr6znik tréjmianu kwadratowego 2z* + 3z — 4

A=32—-4-2.(—4) =41.

Rozwigzaniami danego réwnania sg wigc

7374\/5 oraz zy = 732\/41 _

T =
Poniewaz v/41 nie jest liczba wymierng, wiec zadna z liczb x1, x2 nie jest liczbg wymierna.
Wobec tego zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania 222 + 3z — 4 = 0.
Uwaga. Poniewaz liczba v/41 jest niewymierna, wiec kazdy z pierwiastkow danego
rownania jest liczbg niewymierna.

Przyktad 11

Ustalimy liczbe rozwigzan rownania 2 — 2z + ¢ = 0 w zaleznosci od warto$ci
wspotczynnika c.

Wyroznik tréjmianu 22 — 2z + cjest rtowny A = (—2)?> —4-1- ¢ = 4 — 4c. Zatem dane
rownanie:

o ma dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy 4 — 4c > 0, czylidlac < 1,
» ma jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy 4 — 4c = 0, czyli dlac = 1,
e nie ma rozwigzan rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy 4 — 4c < 0, czylidlac > 1.

Uwaga. Mozna tez rownanie przeksztalci¢ nastepujaco
x? -2z = —c
2 —2z+1=—c+1
(z—-1)°=1-c

Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze lewa strona otrzymanego réwnania jest nieujemna, zatem
rownanie nie ma rozwigzan, gdy 1 — ¢ < 0, czyli gdy ¢ > 1.

Jesli natomiast ¢ = 1, to otrzymujemy rownanie (z — 1)? = 0, ktore ma jedno rozwigzanie,
=1

Pozostaje wyznaczy¢ rozwigzania rOwnania, gdy ¢ < 1. Wtedy jego lewa strona jest
dodatnia, wigc rownanie mozna zapisa¢ w postaci

(z—1)° = (\/1——0)2
stad

@12 (Vite) =0



(m—l—\/l——c)(m—l-l—\/l_—c)zo.

Zatem, gdy ¢ < 1, rownanie ma dwa rozwigzaniaz; = 1 + V1—corazzy =1—+1—c

Cwiczenie 1
Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Réwnanie z(z — 1) = 0 ma dwa rozwiazania rzeczywiste.

Réwnanie (z — 2)(x 4+ 3) = 0 ma dwa rozwiazania 2 oraz —3.

O 0O O

Oba rozwiazania réwnania (2z + 1)(3z + 7) = 0 sa liczbami dodatnimi.

(] Zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania (3z + 5)(4 — 2z) = 0.

Cwiczenie 2

Liczby 21 i 2 sa rozwiazaniami réwnania —3(z + 2)(z — 7) = 0. Wowczas

(] z1+z9=-5
O wtw="u
(] zize=-14
(] z2+ 292 =62



Cwiczenie 3

Liczby x1 i o sa rozwigzaniami rownania (2z + 5)(z — 1) = (22 +5)(3 — z) i =1 < zs.
Woéwczas

[j £E2:5
[j 1131:—3
(] z2=2

(] 221 +3zy=1

Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Réwnanie 222 = 162 — 32 nie ma rozwiazan rzeczywistych.
[j Réwnanie (3z — 1)2 = 1 ma tylko jedno rozwigzanie rzeczywiste.
(] Réwnanie (22 + 5) + 3 = 0 nie ma rozwiazan rzeczywistych.

(] Réwnanie 4z? = 2 ma dwa rozwiazania rzeczywiste.

Cwiczenie 5

Liczby z; i x5 sa rozwigzaniami réwnania z2 — 8x +5 = 0i z; < x2. Wéwczas
LT1L9 — 5}

1 <0

To > T

O o o o

T, +xT9 =8



Cwiczenie 6

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Jednym z rozwigzan réwnania 202 — 2 —10=10 jest liczba catkowita.
(7] Jedno z rozwigzan réwnania 2 4+ 2z — 5 = 0 nalezy do przedziatu (—4, — 3).
(] Kazde z rozwiazan réwnania 62> — 5z + 1 = 0 nalezy do przedziatu (0,1).

(] Zadna liczba ujemna nie jest rozwigzaniem réwnania 2 — 4z — 1 = 0.

Cwiczenie 7

Wieksza z dwoch liczb spetniajacych réwnanie —2(z + 1)(x + 4) = 0 jest

O 4
O -1
O 1

O 2



Cwiczenie 8

Liczby 1 oraz x5 sg rozwigzaniami réwnania 4(z — 2)(z + 5) = 0. Suma z; + x5 jest réwna

O -12
O 7
O 3

O -3

Cwiczenie 9

, . 2 2
Réwnanie —(z + 3)” = (—2)
ma dwa rozwigzania

nie ma rozwigzan

o O O

ma cztery rozwigzania

() majedno rozwiazanie

Cwiczenie 10

Rozwigzaniami réwnania (z — 5)(2z + 9) = z(5 — ) sa liczby

() boraz-3
() Oorazh
() Ooraz—%

9
(O b5oraz—+



Cwiczenie 11

Liczby &, oraz z, sa réznymi rozwiazaniami réwnania 2 + 10z — 24 = 0. Suma 12 + 52 jest
rowna

196

576

o O O

148

) 100

Cwiczenie 12

Wskaz réwnanie, ktére nie ma rozwigzan rzeczywistych.

22 —22+5=0

22 +52+2=0

o O O

52 —-2=0

O 22-2z-5=0

Cwiczenie 13

Liczby 1 oraz x» sa rozwiazaniami réwnania 522 + 4z — 1 = 0i z; < . Oblicz 321 + 10zs.

O -1
O 7
O -5

O 4



Cwiczenie 14

Liczby 21 oraz z2 sa réznymi rozwiazaniami réwnania 10z% + 3z — 1 = 0. Suma %1 + m% jest

rowna

O 3

Cwiczenie 15

Rozwiaz rownanie.
L(x+5)(x—6)=0
2.2z —3)(3z+7)=0
3.(4z—1)(2—x) =0

4.(8 —2x)(9z +11) =0



Cwiczenie 16

Rozwigz rownanie.

1.322 —108 =0

2.2242=0

3. —4x>+49=0

4, 22> —50=0

Cwiczenie 17

Rozwiagz rownanie.

L.22—4zx+4=0

2.22 —4x =0

3.922 +122+4=0

4.122 — 922 =0

Cwiczenie 18

Rozwiaz rownanie.

1L.224+2x—-35=0

2.22+6x+11=0

3.422 — 11z —15=0

4.322 + 52— 28 =0



Cwiczenie 19

Rozwigz rownanie.
Lz’ +4z+7=0
2.2 —6z+1=0
3.22 —8z+9=0
4.2+ 25z +3=0

Cwiczenie 20

Rozwiagz rownanie.
1.2z + 15z = 17
2.3z% + 7z = 370
3.(x —5)° =3z — 15
4.2z —7)° =28 — 8«

Cwiczenie 21

Kwadrat liczby x jest 8 razy wiekszy od liczby x — 2. Oblicz «x.

Cwiczenie 22

Jezeli dodatnig liczbe x pomnozymy przez liczbe o 5 wieksza od potowy liczby , to w wyniku
otrzymamy 168. Jaka to liczba?



Cwiczenie 23

Dwie ujemne liczby catkowite r6znia sie 0 5, a suma ich kwadratéw jest réwna 193. Znajdz te
liczby.

Cwiczenie 24

Suma kwadratow trzech kolejnych liczb catkowitych dodatnich jest réwna 245. Znajdz te liczby.

Cwiczenie 25

Wyznacz wspotrzedne punktéw wspdlnych prostej o réwnaniu y = x + 2 oraz paraboli
o réwnaniu y = 2z + .

Cwiczenie 26
Wyznacz wszystkie punkty wspéine wykreséw funkcji f(z) = z* — 3z oraz g(z) = 22* — 4.
Cwiczenie 27

W prostokacie A jeden z bokéw jest dwa razy dtuzszy od drugiego. Gdyby skroci¢ krotszy bok
tego prostokata o 1 i jednoczesnie przedtuzy¢ dtuzszy bok o 2, to otrzymalibySmy prostokat B
o polu réwnym 16. Wyznacz wymiary prostokata A.

Cwiczenie 28

W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dtugos$¢ 17, a jedna z przyprostokatnych jest
o 7 dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego trojkata.

Cwiczenie 29

Kazdy z dwoch prostokatéw ma przekatna dtugosci 25. Krétszy bok pierwszego prostokata jest
o 8 dtuzszy od krotszego boku drugiego prostokata, a dtuzszy bok pierwszego prostokata jest o 4
krétszy od dtuzszego boku drugiego prostokata. Oblicz wymiary kazdego z tych prostokatow.



Cwiczenie 30

Wyznacz wszystkie wartosci b, dla ktérych liczba b jest rozwigzaniem réwnania
x> — (b + 2)z + 10 = 0. Dla otrzymanej wartosci b wyznacz wszystkie rozwiazania tego
rownania.

Cwiczenie 31

Wyznacz wszystkie wartosci ¢, dla ktérych liczba ¢ jest rozwigzaniem réwnania
z2 — 10z + 3¢ = 0. Dla otrzymanej wartosci ¢ wyznacz wszystkie rozwigzania tego réwnania.

Cwiczenie 32

Wyznacz wszystkie dodatnie wartosci b, dla ktorych réwnanie 2 + 2bx + b = 0 ma doktadnie
jedno rozwiazanie. Dla otrzymanej wartosci b wyznacz to rozwigzanie.

Cwiczenie 33

Wykaz, e dla kazdej wartosci m réwnanie z* — (m + 3)z + 2(m + 1) = 0 ma co najmniej
jedno rozwigzanie rzeczywiste.

Cwiczenie 34

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej wartosci catkowitej k rownanie 22 — Tkx + 10k* = 0 ma dwa
rézne rozwigzania catkowite.



Nierownosc¢ kwadratowa

Przyktad 1

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = (x — 1)(x + 3)
ustalimy zbior rozwigzan nieréwnosci (z — 1)(x + 3) > 0 oraz nieréwnosci
(z—1)(x+3) <0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Drq36iDPI
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Z postaci iloczynowejwzoru funkcji f

bezposrednio odczytujemy:

o wspoiczynnik a : a = 1. Jest on dodatni, wiec parabola bedgca wykresem funkcji f ma
ramiona skierowane do gory,

» miejsca zerowe funkcji f : 1 oraz —3. Oznacza to, ze wykres funkcji f przecina o$ Ox
w dwoch punktach o wspoétrzednych (1, 0) oraz (—3,0).

Korzystajac z powyzszych spostrzezen, szkicujemy wykres funkciji f.



https://zpe.gov.pl/a/Drq36iDPl

Y><

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Ustalimy zbior rozwigzan nieréwnosci (z — 1)(z + 3) > 0.
Z otrzymanego wykresu odczytujemy, dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci
dodatnie.

Y

5.

44

fle) = (z = 1)(z + 3)

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zatem (x — 1)(x + 3) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z € (—oo, —3) U (1, + o0).
Ustalimy zbior rozwiagzan nieréwnosci (z — 1)(z + 3) < 0.

Z wykresu funkcji f odczytujemy, dla jakich argumentéw ta funkcja przyjmuje wartosci
ujemne.
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' ' flz) = (z —1)(z +3)
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\

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego (z — 1)(z + 3) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = € (—3,1).

Przyktad 2

Wypiszemy wszystkie liczby catkowite, ktore spetniajg nierowno$¢ (2z + 5)(4 — z) > 0.
Rozpatrzmy w tym celu funkcje kwadratowg okreslong wzorem f(z) = (2$ + 5)( ).

Po zapisaniu wzoru tej funkcji w postaci iloczynowej f(z) = ( + %) 4) stwierdzamy,
ze

funkcja ta ma dwa miejsca zerowe — % oraz 4,

a = —2 < 0, zatem wykresem tej funkcji jest parabola skierowana ramionami do dotu.

Szkicujemy wykres funkcji f(z) = (2z + 5)(4 — z) i zaznaczamy na nim argumenty, dla
ktorych (2x 4+ 5)(4 — x) > 0.
2oy

flz) = (22 +5)(4 — z)

.
-20 -18 -16 -14 -12-10 -8 -6 -4 '—2 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20

2

I 1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Zbiorem rozwigzan nierownosci (2z + 5)(4 — z) > 0 jest wiec przedziat (—25,4).

Zaznaczamy wszystkie liczby catkowite, ktore znajduja si¢ w tym przedziale.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ostatecznie stwierdzamy, ze liczbami catkowitymi, ktore spelniajg nierownosc¢
(2z +5)(4—=x) >0,s3:-2,-1, 0, 1, 2, 3.

Przyktad 3
Rozwigzemy nierownos¢

1.22—-9>0

Wykresem funkcji kwadratowej okreslonejwzorem f(z) = 2% — 9 jest parabola

skierowana ramionami do gory, co stwierdzamy, odczytujac ze wzoru tej funkcji wartos¢
wspoétczynnikaa (a =1 > 0).

Wzor tej funkcji przeksztatcamy do postaci f(z) = (z — 3)(z + 3). Funkcja ma zatem

dwa miejsca zerowe — 3 oraz 3.

Szkicujemy wykres tej funkcji i odczytujemy wszystkie argumenty, dla ktorych przyjmuje

ona wartos$ci dodatnie.

18 -16 -14 -12 -10 -8 -6

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—oo,

4% -2

_10-

—3)U (3, + o).

A

X

6 8 10 12 14 16 18



2. —22+42 <0

e Sposob I
Rozpatrzmy funkcje kwadratowa okreélong wzorem f(z) = —z? + 4z. Odczytujemy
warto$¢ wspotczynnikaa : a = —1 < 0. Wykresem tej funkcji jest parabola, ktorej
ramiona skierowane sg w dot.
Wzor tej funkciji sprowadzamy do postaci iloczynowej f(z) = —x(x — 4) i stwierdzamy,
ze funkcja ta ma dwa miejsca zerowe 0 oraz 4.
Sporzadzamy szkic wykresu funkcji f(z) = —x? + 4z i na jego podstawie wyznaczamy
zbior rozwiazan nieréwnosci —z2 + 4z < 0.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—o0, 0)(4, ).

e sposob II
Przeksztalcamy dang nieré6wno$¢. Po pomnozeniu obustronnie przez — 1 otrzymujemy
rownowaznie
x? — 4z > 0 Rozpatrzmy funkcje kwadratowg okreslong wzorem f(z) = z* — 4zx.
Odczytujemy: a = 1 > 0, zatem wykresem tej funkciji jest parabola, ktorej ramiona
skierowane sg do gory.
Po zapisaniu wzoru tej funkcji w postaci iloczynowej f(z) = z(z — 4) stwierdzamy, ze
funkcja ta ma dwa miejsca zerowe: 0 oraz 4.
Sporzadzamy szkic wykresu funkcji f(z) = z* — 4z i na jego podstawie wyznaczamy
zbior tych liczb rzeczywistych z, dla ktorych z2 — 42 > 0.



Zrédto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (0,4).
Przyktad 4

Rozwigzemy nieréwnoéé z> + 2z +1 > 0.

Rozpatrzmy funkcje kwadratowa okreélong wzorem f(z) = x? + 2z + 1. Przeksztalcamy ten
wzor do postaci f(z) = (z + 1)2. Poniewaz: a = 1 > 0 oraz funkcja ma jedno miejsce zerowe:
—1, wiec wykresem tej funkcji jest parabola skierowana ramionami do gore.

Szkicujemy wykres funkcji f(z) = z2 + 2z + 1 i zaznaczamy argumenty, dla ktorych
z?+2x+1>0.

flx) =2 +2z+1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—oo, — 1) U (-1, + 00).



Lz?+3<0
Poniewaz x> > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej z, wiec > + 3 > 0 dla kazdego
rzeczywistego x. Zatem zadna liczba rzeczywista nie spelnia nieréwnosci 2 + 3 < 0.
Odpowiedz: Nieréwnoséé z2 + 3 < 0 jest sprzeczna.

2. -2 —1<0
Przeksztalcamy dang nieréwnos$¢. Po pomnozeniu obustronnie przez — 1 otrzymujemy
rownowaznie 22 + 1 > 0. Poniewaz suma liczby nieujemnej 22 oraz liczby dodatnie;j 1 jest
liczba dodatnig, wiec kazda liczba rzeczywista x spetnia nieréwnoéé = + 1 > 0.
Odpowiedz: Nieréwnoéé —z2 — 1 < 0 jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista.

Przyktad 5

Rozwigzemy nieréwnoéé z* — 12z + 11 < 0.

Rozpatrzmy funkcje kwadratowa okreélong wzorem f(z) = z? — 12z + 11. Odczytujemy:

a =1 > 0, zatem wykresem tej funkciji jest parabola, ktorej ramiona skierowane s3a do gory.
Obliczamy wyréznik funkcji f(z) = z* — 12z + 11:

A= (—12)>—4-1-11 = 100 > 0Wobec tego funkcja f(z) = 22 — 12z + 11 ma dwa miejsca

ZErowe

12—+/100
2

T —

= 1loraz xy = H+T V100 — 91,

Sporzadzamy szkic wykresu tej funkcji i na jego podstawie ustalamy zbior rozwigzan
nieréwnoséci z2 — 12z + 11 < 0.

i 1
by !
811 |
1 ) flw)=2"—122+11
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32 28 24 20 -16 -12 -8 -4 172 16 20 24 28 32

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (1,11).
Przyktad 6

Rozwigzemy nieréwnoéé 2z + Tz — 4 > 0.

Ze wzoru funkcji f(z) = 2% + 7z — 4 odczytujemy warto$é¢ wspolczynnikaa:a = 2 > 0.
Wobec tego wykresem tej funkcji jest parabola, ktorej ramiona skierowane sg do gory.
Obliczamy wyréznik: A = 7% — 4 -2 - (—4) = 81 > 0, zatem funkcja f(z) = 2z + 7z — 4 ma
dwa miejsca zerowe



T, = Jgfg/ﬁ = —4 oraz xy = _7;;/81 = %

Sporzadzamy szkic wykresu tej funkcji i na jego podstawie ustalamy zbior rozwigzan

Ay |

nierownosci 2z% + 7z — 4 > 0.

flx) =22 4+72—4

1 04. X
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Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—oo, —4) U (%, + 00).

Przyktad 7

Rozwigzemy nierownos¢ —z? + 3z + 10 > 0.
Przeksztalcamy dang nieréwnos$¢. Po pomnozeniu obustronnie przez — 1 otrzymujemy
rownowaznie

2 -3z —10<0.

Rozpatrzmy funkcje kwadratowa okre$long wzorem f(z) = z? — 3z — 10. Poniewaz

a =1 > 0, wiec wykresem tej funkciji jest parabola, ktorej ramiona skierowane sg do gory.
Obliczamy wyrdznik: A = (—3)% — 4 -1 - (—10) = 49 > 0. Zatem funkcja

3’TV4_9 = —2oraz Ty = 3+T‘/4_9 =5.

f(z) = x> — 3z — 10 ma dwa miejsca zerowe z; =
Sporzadzamy szkic wykresu tej funkcji i na jego podstawie wyznaczamy argumenty, dla

ktorych z? — 3z — 10 < 0.



18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 8 10 12 14 16 18

_12.

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—2,5).
Przyktad 8

Rozwigzemy nieréwnoéé —3z?% + 2z + 21 < 0.
Przeksztalcamy dang nieré6wnos$c¢. Po pomnozeniu obustronnie przez — 1 otrzymujemy
rownowaznie

3z2 — 2z — 21 > 0.

Rozpatrzmy funkcje kwadratowa okreélong wzorem f(z) = 32> — 2z — 21. Poniewaz

a = 3 > 0, wiec wykresem tej funkciji jest parabola, ktorej ramiona skierowane sg do gory.
Obliczamy wyréznik: A = (—2)° —4 -3 - (—21) = 256 > 0. Zatem funkcja

f(z) = 32% — 2z — 21 ma dwa miejsca zerowe:

2-v256 _ 7 _ 2+V256 __
53 =—3 Orazxz—T—Z’).

Sporzadzamy szkic wykresu tej funkcji i na jego podstawie wyznaczamy argumenty, dla
ktérych 3z? — 2z — 21 > 0.

T —



f(z) = 32* — 22 — 21

-28-26-24-22-20-18-16-14-12-10 -8 -6 -4 -2 |0 214 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
1 1

I
I
I
I
I
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I
I
I
|

I
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3

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz: z € (—oo, —2+) U (3, + 00).
Przyktad 9

Uzasadnimy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej z prawdziwa jest ponizsza nier6wnosc.
1.z2+9 > 62
e Sposob I

Przeksztatcamy nieréwno$¢ w sposob rownowazny do postaci z? — 6z + 9 > 0. Wystarczy
zatem pokaza¢, ze funkcja kwadratowa y = 2% — 6x + 9 przyjmuje wytacznie wartosci
nieujemne.

Obliczamy wyro6znik trojmianu y = 2 — 6z + 9:

A=(—6)>-4-1-9=0

Wynika stad, ze funkcja y = 2 — 6z + 9 ma doktadnie jedno miejsce zerowe. Poniewaz jej
wykresem jest parabola o ramionach skierowanych do gory (e = 1 > 0), wiec dla kazdejliczby
rzeczywistej z prawdziwa jest nieréowno$¢ z2 — 6z + 9 > 0. To konczy dowod.

e sposob 11
Przeksztalcamy nierowno$¢ w sposob rownowazny.
x2+9> 6z
2 —6x+9>0

(x—3)2>0



Dla kazdejliczby rzeczywistej  prawdziwa jest nierownosc¢ (x — 3)2 > 0. To spostrzezenie
konczy dowod.

2

7
1.%4—? ZZIJ
e sposob I

Przeksztalcamy nieréwno$¢ w sposdb rownowazny do postaci ””72 —x+ % > 0. Wystarczy

2 ;. . .
pokazac, ze funkcja kwadratowa y = 2“”7 -+ % przyjmuje wylacznie wartosci nieujemne.
Obliczamy wyréznik trojmianu y = %+ — = + %

A=(-12-4-+. I =0.

ENEN]

Zatem funkcja ta ma doktadnie jedno miejsce zerowe, a poniewaz jej wykresem jest parabola
o ramionach skierowanych do gory (a = % > O) , wiec dla kazdejliczby rzeczywistej
prawdziwa jest nierownosc Z 4 % > 0. To konczy dowod.

7
e sposob 11
Przeksztalcamy nieré6wno$¢ w sposdb rownowazny.
Frize
472 + 49 > 28z
4x? — 28z +49 > 0
(22 —T7)>>0

Dla kazdej liczby rzeczywistej z prawdziwa jest nierownos¢ (2z — 7)* > 0. To spostrzezenie
konczy dowod.

1.3(z? +3) > 10z
e Sposob I

Przeksztatcamy nieréwno$¢ w sposob rownowazny do postaci 3z? — 10z + 9 > 0. Wystarczy
pokaza¢, ze funkcja kwadratowa y = 3x2 — 10z + 9 przyjmuje wylacznie warto$ci dodatnie.
Poniewaz wspotczynnik przy z? trojmianu y = 3z — 10z + 9 jest dodatni, wiec wykresem tej
funkcii jest parabola o ramionach skierowanych do gory.

Obliczamy wyr6znik trojmianu y = 3z? — 10x + 9

A=(-10*-4-3-9=-8<0.

Zatem funkcja ta nie ma miejsc zerowych.
Wobec tego dla kazdejliczby rzeczywistej z prawdziwa jest nieréwnos¢ 3z2 — 10z + 9 > 0.
To konczy dowaod.

e sposob II



Przeksztalcamy nier6wnoS¢ w sposob rownowazny.
3(z* +3) > 10z
322+ 9 > 10z
322 —10z+9 >0
9z% — 30z + 27 > 0
3z —5)°+2>0

Dla kazdejliczby rzeczywistej ¢ prawdziwa jest nieréwnosc¢ (3z — 5)2 > 0, wiec suma
(3z — 5)* + 2 jest liczbg dodatnig. To spostrzezenie konczy dowdd.
Przyktad 10

Uzasadnimy, ze jesli liczby z i y s3 rzeczywiste, to
1. 422 + 259% > 20 xy
e sSposob I
Przeksztalcamy nier6wno$¢ w sposob rownowazny.
4z — 20xy + 259> > 0
(2z —5y)° > 0

Jezeli liczby z i y s rzeczywiste, to prawdziwa jest nieréwnosé (2z — 5y)° > 0. To
spostrzezenie konczy dowod.

e sposob 11

Przeksztatcamy nieréwno$¢ w sposob réwnowazny do postaci 4z? — 20xy + 25y> > 0.
Mozemy te nier6wnosSc¢ potraktowac jako nierownos¢ kwadratowa z niewiadoma z i dowolnie
ustalong liczbe y.

Rozpatrzmy trojmian kwadratowy

f(z) = 42 — 20y - = + 25¢°.

Tréjmian ten ma dodatni wspotczynnik przy z%(a = 4).

Obliczamy wyréznik tego trojmianu

A= (—20y)2 —4-4-25y” = 0. Zatem tréjmian f ma dokladnie jedno miejsce zerowe.
Oznacza to, ze dla kazdego z i dla kazdego y warto$¢ tego trojmianu jest nieujemna. To
spostrzezenie konczy dowod.

1.5z2 + 92 +4xy > 22— 1

e Sposob I



Przeksztalcamy nier6wnoS¢ w sposob rownowazny.
b+ +4xy > 2z — 1
br?+1? +4xy — 22 +1>0
4o’ +4xy+ P + 22 —2x+1>0
2 2
2z+y) " +(x—-1)">0

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y prawdziwa jest kazda z nieréwnosci (2z + y)2 >0
oraz (z — 1)® > 0, a zatem rowniez prawdziwa jest nieréwnosé (2z + y)* + (z — 1)> > 0. To
spostrzezenie konczy dowod.

e sposob II
Zapiszmy nierownos¢ w postaci rownowazne;j.
524y +4xy — 2z +1>0
Rozpatrzmy trojmian kwadratowy.
f(z) = 5%+ (4y — 2)z + (y2 + 1)

Trojmian ten ma dodatni wspotczynnik przy z2 (a = 5).
Obliczamy wyro6znik tego trojmianu

A= (dy—2)>—4-5-(y» +1) = 16> — 16y +4 — 20> — 20 = —4 (2 + 4y + 4) = —4(y + 2

Dla kazdego y wyr6znik jest wiec niedodatni, co oznacza, ze funkcja moze mie¢ co najwyzej
jedno miejsce zerowe.

Zatem dla kazdego z i dla kazdego y wartos¢ tego trojmianu jest nieujemna. To spostrzezenie
konczy dowod.

Przyktad 11

1. Wykazemy, ze jeslia > 0ib > 0, to %2 > v/ab.
Przeksztalcamy nierowno$¢ w sposob rownowazny.

atb > Vab
a—l—bZQ\/g

a—2Vab+b>0

(\/5)2—2-\/5-\/54-(\/5)220

(vVa-vB) >0




2
Dla kazdych liczb nieujemnych a i b nierowno$¢ <\/_ — \/5) > 0 jest prawdziwa. To
spostrzezenie konczy dowod.
. ST . 1. 2ab
1. Wykazemy, ze jeslia > 0ib > 0, to v/ab > e
Przeksztalcamy nieré6wno$¢ w sposdb rownowazny.

/ 2ab
ab 2 a+b

a—i—bZ\z/Z—E

_ 2
a+b> <\/ab)
2 = Vab
ot > /ab

Nieréwnosc “'2”’ > v ab jest prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich a i b (co

udowodniliSmy w poprzednim podpunkcie), co konczy dowod.

Uwaga. Dla liczb nieujemnych a i b liczbe “T“Lb nazywamy ich $rednig arytmetyczna.

Dla liczb nieujemnych a i b liczbe vab nazywamy ich $rednig geometryczna.

Dlaliczb dodatnich a i b liczbe Z fz (zapisywang roOwniez w postaci ﬁ) nazywamy ich
a b

srednig harmoniczna.

Cwiczenie 1

Sposréd podanych nizej nieréwnosci wybierz te, ktére sg prawdziwe dla kazdej liczby rzeczywistej
T.

O O 0o d



Cwiczenie 2

Do zbioru rozwiazan nieréwnosci (1 — z)(2z + 5) > 0 nalezy liczba

O o 0O
|
S

O %)

Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

() Zbiorem rozwiazan nieréwnosci z? < 7 sa liczby nalezace do przedziatu (—7, 7).

D Zbiorem rozwigzan nieréwnosci (z + 3) (ac + 5) < 0 s3 liczby nalezace do przedziatu
(3,5).

(] Zbiorem rozwiazan nieréwnosci £ < z sa liczby nalezace do przedziatu (0, 1).

0 Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (z + 2)(4 — x) > 0 sa liczby nalezace do przedziatu
(—2,4).

Cwiczenie 4

W zbiorze rozwiazan nieréwnoséci 2 + 8z + 7 > 0

() jest doktadnie 7 liczb catkowitych
() jestliczba 0
() nie ma zadnej liczby ujemnej

() nie ma zadnej liczby dodatniej



Cwiczenie 5

Sposrod podanych nizej nieréwnosci wybierz te, w ktérych zbiorze rozwigzan sg doktadnie dwie
dodatnie liczby catkowite.

22 +42—-21<0

622 — 132 —8<0

22 +5x+4<0

O O O

(] z2—-92+20<0

Cwiczenie 6

Kazda liczba rzeczywista, ktéra spetnia nierownosé z2 + 2z — 8 < 0, spetnia tez nieréwnosé

() 22-25<0
() 22-16<0
() z2-9<0
(] 2°2-36<0
Cwiczenie 7

Do zbioru rozwiazan nieréwnosci (z + 3)(z — 4) > 0 nalezy liczba

O 3

O -2

O 5

O 1



Cwiczenie 8

Zbior rozwiazan nieréwnosci (z — 2)(x + 5) < 0 przedstawiony jest na rysunku

O—
01 O=—

O—

O

N O—

T -

X

| —
2 X
—
5 X
T >

X



Cwiczenie 9

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci (2z + 4)(z — k) < 0 jest przedziat (—4, — 2). Wynika z tego, ze

O k=-2
O k=4
O k=-4
O k=2

Cwiczenie 10

Zbiorem rozwigzan nieréwnosci z? < 9z jest

O (_37 3)

O (0,9)

O (_97 O)

O (=3,0)

Cwiczenie 11

Najmniejsza liczba catkowita spetniajaca nierownosé¢ (3z + 5)(2z — 7) < 2(3z + 5) jest

O -1
O 1
O -2

O 0



Cwiczenie 12

Zbiorem rozwiazan nieréwnosci 2 > 16 jest

O (4, +0)
O (~00,8)U(8, + )
O (—o0, —4)U (4, + )

O (-16, + )

Cwiczenie 13

Do zbioru rozwiazan nieréwnoséci 422 + 1 < 4z nalezy liczba

o O O
vofim

O %

Cwiczenie 14

Funkcje f i g okreslone sa wzorami f(z) = 2% + x oraz g(z) = = — 1. Wéwczas dla kazdej liczby
rzeczywistej x prawdziwa jest nierdwnosc

O fl(x) > g(z)
O flz) <g(z)
O g(z) <0

O flz) >0



Cwiczenie 15

Rozwiaz nieréwnosc¢.

L(z+1)(z—2) <0

2.(x—5)(4z+11) >0

3.(z—2)(6—3z) <0

4.3—z)(2z+1)>0

Cwiczenie 16

Rozwigz nieréwnosé.

1L22<25

2.8z < z?

3.3z + 222 >0

4.9-322>0

Cwiczenie 17

Rozwiaz nierdwnosé.

1.2 — 18z +81 >0

2.322 — 182 +27<0

3.22-22+3<0

4,22 —6x+10>0



Cwiczenie 18

Rozwiagz nierownosc¢.

L.22+22—-24<0

2.22 —5x—24>0

3. —z2+4x+32>0

4, x> —Tx+18<0

Cwiczenie 19

Rozwigz nieréwnosé.

1.222+72—-4<0

2.322 +102+8 <0

3. -222 — 152 — 27 <0

4, 322 -23x+8<0

Cwiczenie 20

Rozwiaz nieréwnosc¢.

1422 — 8z — 45> 0

2.1522 4+ T2 —2>0

3. —4x® + 252 — 6 < 0

4, 62 +7x+10>0



Cwiczenie 21
Rozwiaz nierownos¢ —3z2 + 2z + 5 > 0 i wypisz wszystkie liczby catkowite, ktore ja spetniaja.
Cwiczenie 22

Woyznacz zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, ktére spetniajg jednoczesnie podane nieréwnosci
522 +Tx — 24 > 0orazzx < 2.

Cwiczenie 23

Uzasadnij, ze jezeli x jest dowolng liczba rzeczywista, to prawdziwa jest nieréwnosc
25x2 4 36 > 60z.

Cwiczenie 24

Uzasadnij, ze jezeli x jest dowolng liczba rzeczywista, to prawdziwa jest nieréwnosc 3’1—a(’)2 + % > x.

Cwiczenie 25

Uzasadnij, ze jezeli x jest dowolng liczba rzeczywista, to prawdziwa jest nieréwnosc
222 + 11 > 9z.

Cwiczenie 26

Uzasadnij, ze jezeli x jest dowolng liczba rzeczywista, to prawdziwa jest nieréwnos¢
5(2® +2) > 14z

Cwiczenie 27

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnos¢
49x% + 9y? > 42xy.



Cwiczenie 28

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierédwnos¢
2% + 92 + 8z + 16 > 2xy.

Cwiczenie 29

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnos¢
z? + 10y? + 6xy > 5(2y — 5).

Cwiczenie 30

C ., .. 2 g2 . . . . .
Wykaz, ze nierdwnosc 4/ &2 > 2£b jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywiste a i b.
2 = 2



Wartos¢ najmniejsza oraz wartos$¢ najwieksza
funkcji kwadratowej w przedziale domknietym

Przyktad 1

Obliczymy warto$¢ najmniejsza oraz warto$¢ najwiekszg funkcji kwadratowe;
f(z) = 2* — 4z + 1 w kazdym z podanych przedziatow

1. (—4,1
2.(—1,3)
3.(4,7)

~—

Ustalmy wilasnos$ci funkcji f, gdy jest ona okreslona dla kazdej liczby rzeczywiste;.
Poniewaz wspotczynnik przy 22 we wzorze funkcji f jest dodatni, wiec wykresem tej
funkcii jest parabola o ramionach skierowanych do gory. Wierzchotek W' tej paraboli ma
wspolrzedne

Zatem najmniejszg warto$cia funkciji f jest
7(2) = 3.

Najmniejsza warto$¢ funkcji f mozna tez obliczy¢, korzystajac ze wzoru na druga
wspolrzedna wierzchotka paraboli

9= "4
Zauwazmy, ze

« maksymalnym przedzialem, w ktorym funkcja f jest malejaca, jest (—oo, 2),
« maksymalnym przedzialem, w ktorym funkcja f jest rosngca, jest (2, + oo)




1

funkcja malejqcoa funkcja rosnaca

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

. Przedzial (—4, 1) jest zawarty w przedziale (—oo, 2), wiec funkcja f jest w tym
przedziale malejaca.

Oznacza to, ze

najwieksza warto$cia funkcji f w przedziale (—4, 1) jest warto$¢ w lewym kranicu
tego przedziatu, czyli f(—4) = 33,

najmniejsza warto$cig funkcji f w przedziale (—4, 1) jest warto$¢ w prawym krancu
tego przedziatu, czyli f(1) = —2.

. Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli nalezy do przedziatu (—1, 3), wiec
najmniejsza warto$cia funkcji f w przedziale (—1, 3) jest f(2) = —3.

W przedziale (—1, 2) funkcja f jest malejaca, a w przedziale (2, 3) ta funkcja jest
rosnaca. Wobec tego do ustalenia wartosci najwiekszej funkcji f w przedziale (—1, 3)
wystarczy poréwnac wartosci f(—1) oraz f(3).

Obliczamy:

f(—1) = 6f(3) = —2.0znacza to, ze najwieksza wartoscig funkcji f w przedziale
(—1,3) jest f(—1) = 6.

. Przedziat (4, 7) jest zawarty w przedziale (2, + o0), wiec funkcja f jest w tym
przedziale rosnaca.

Wobec tego

najwieksza warto$cig funkcji f w przedziale (4, 7) jest warto$¢ w prawym krafcu
tego przedziatu, czyli f(7) = 22,

najmniejszg warto$cig funkcji f w przedziale (4, 7) jest warto$¢ w lewym krancu tego
przedziatu, czyli f(4) = 1.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIAf2Pg7y
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 2

Obliczymy najmniejsza wartoé¢ funkcji kwadratowej f(z) = —x? + 6z + 2 w przedziale
(—2,5).

Wspotezynnik przy 22 we wzorze funkcji f jest ujemny, zatem wykresem tej funkcji jest
parabola o ramionach skierowanych w dot.

Wierzchotek W tejparaboli ma wspotrzedne

Tw = 2.(_,61) :37yW:f(3):_32+6°3+2:11.

Zatem w przedziale (—2, 3) funkcja f jest rosnaca, a w przedziale (3, 5) funkcja f jest
malejgca.

Oznacza to, ze najmniejszg wartoscig funkcji f jest f(—2) lub f(5).

Obliczamy:

F(~2) = ~14,(5) = 7.

Najmniejsza warto$cia funkcji f w przedziale (—2,5) jest wiec —14.


https://zpe.gov.pl/a/D1Af2Pg7y

X

-30 -28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4

najmniejsza wartos¢ ' f(—2) = —14

-
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

flx) = —x*+6x+2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 3

Obliczymy najwiekszg wartoé¢ funkcji kwadratowej f(z) = —x? — 8z + 4 w przedziale

(~3,2).

Wspotezynnik przy 2 we wzorze funkciji f jest ujemny, zatem wykresem tej funkcii jest
parabola o ramionach skierowanych w dot. Pierwsza wspolrzedna wierzchotka W tej

paraboli jest rowna

flx)=—-2*-8z+4

@ —— i —— —
@ L —— L -

P najwigksza wartosé  f(—3) = 19

=

-28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 [-8 -6 -4 -2

Ty = —4

-16 ¢

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

2
|
|
|
|
|
|
|
|
|

. najmniejsza wartos¢ f(2) = —16

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Funkcja ta jest zatem rosngca w przedziale (

—o0, —4) i malejaca w przedziale (—4, c0).

Poniewaz przedziat (—3, 2) jest zawarty w przedziale (—4, 00), wiec funkcja f jest w tym



przedziale malejgca. Najwiekszg warto$¢ funkcja f przyjmuje w lewym krancu tego
przedziatu. Najwiekszg warto$cia funkcji f w przedziale (—3, 2) jest f(—3) = 19.
Przyktad 4

Obliczymy warto$¢ najmniejszg oraz warto$¢ najwiekszg funkcji kwadratowe;
f(z) = (3¢ — 4)(z + 5) w przedziale (—2, 1).
Przeksztalcamy wzor funkcji f do postaci iloczynowe;j.

f(@) =3(z - 5)(z +5)

Wspotczynnik przy z2we wzorze funkcji f jest rowny 3, zatem wykresem tej funkciji jest
parabola o ramionach skierowanych w gore.

Miejscami zerowymi funkciji f sg liczby —5 oraz %. Pierwsza wspolrzedna wierzchotka W
tej paraboli jest rowna

—5+g 11

wiec nalezy do przedziatu (—2, 1). Oznacza to, ze liczba
-3 =34 - (-3 +5) = -% =30}

jest najmniejsza wartoscia funkcji f w przedziale (—2,1).
Aby ustali¢ wartos¢ najwieksza, obliczamy wartosci funkcji w obu krancach danego
przedzialu

f(—2) = —30
£(1) = —6.

Wobec tego — 6 jest najwiekszg wartoscig funkcji f w przedziale (—2,1).
Przyktad 5

Funkcja f przyporzadkowuje kazdejliczbie z z przedziatu (—4, 1) réznice tejliczby

i kwadratu liczby o 2 mniejszej od niej. Wyznaczymy wzoér funkcji f oraz obliczymy jej
najwieksza warto$¢ w przedziale (—4, 1).

Z tre$ci zadania wynika, ze funkcja f okreslona jest wzorem

flz) =z — (z—2)%
Przeksztalcamy ten wzor
f(z) =z — (2 — 4z + 4)

stad



f(z) = —x® + 5z — 4.

Jest to wiec funkcja kwadratowa, a w jej wzorze wspotczynnik przy z? jest ujemny.
Wykresem funkcji f jest wiec parabola o ramionach skierowanych w dot.
Pierwsza wspolrzedna wierzchotka W' tej paraboli jest rowna

_ 5
Tw = 2-(—1) — 2°

wiec liczba xw nie nalezy do przedziatu (—4,1).
W przedziale (—4, 1) funkcja f jest rosnaca, co oznacza, ze najwieksza wartoscig funkcji f
jest warto$¢ w prawym krancu tego przedziatu, czyli f(1) = 0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIAf2Pg7y
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 6

Ustalimy, jaki jest mozliwie najwiekszy iloczyn dwoch liczb, o ktorych wiadomo, ze suma
pierwszejz nich i podwojonej drugiejjest rowna 12.

Oznaczmy przez y pierwszg z tych dwoch liczb, a przez z - druga z nich.

Wiadomo, ze 2z + y = 12. Z tej zaleznosSci wyznaczamy y = 12 — 2z.

Iloczyn I tych dwoch liczb zapiszemy w zaleznosci od zmiennej

I(z) = (12 — 22) - x.
Otrzymang funkcje kwadratowg I zmiennej x zapisujemy wzorem w postaci ogolne;j

I(z) = —22° + 12z.


https://zpe.gov.pl/a/D1Af2Pg7y

Poniewaz wspotczynnik przy 2?2 jest ujemny, wiec wykresem funkcii I jest parabola
skierowana ramionami do dotu.
Pierwsza wspolrzedna wierzchotka W' tej paraboli jest rowna

Tw = 5y = 3.
Oznacza to, ze dla ¢ = 3 iloczyn I jest najwiekszy. Jest on wtedy rowny
I3)=-2-32+12-3 =18.
Zauwazmy, ze gdy z = 3, to

y=12-2-3=6
Przyktad 7

Z prostokatnego arkusza tektury o wymiarach 5 dm i 7 dm wycieto w rogach kwadraty,
tak aby po odpowiednim sklejeniu otrzymac otwarte pudetko. Jaka powinna by¢ dtugos¢
boku wycinanego kwadratu, aby po sklejeniu pole powierzchni bocznej pudetka byto
najwieksze? Oblicz najwigksze pole powierzchni bocznej sklejonego pudetka.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIAf2Pg7y
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 8

Suma dlugosci przyprostokatnych trojkata prostokgtnego jest rowna 10. Obliczymy
najmniejsza warto$¢ kwadratu dlugosci przeciwprostokatnej tego trojkata.

Oznaczmy przez x dlugos¢ jednej z przyprostokatnych trojkata, a przez y - dtugosc
drugiej z nich.

Wiadomo, ze z + y = 10. Z tej zaleznoSci wyznaczamy y = 10 — z.

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa, zapisujemy kwadrat k£ dtugosci przeciwprostokatne;j


https://zpe.gov.pl/a/D1Af2Pg7y

tego trojkata
k(z) = 22 + (10 — z)?, gdzie z € (0,10).
Otrzymana funkcje kwadratowa k zmiennej x zapisujemy wzorem w postaci ogélne;j

k(z) = 2z% — 20z + 100.

Parabola o rownaniu y = 2z? — 20z + 100 ma ramiona skierowane do gory, a pierwsza
wspolrzedna jej wierzchotka jest rowna

Tw — _(2_220) = 5.

Poniewaz 5 € (0, 10), wiec najmniejsza wartoscig funkciji & jest

k(5) = 50.
Zauwazmy, ze wtedy ten trojkat jest rownoramienny, a kazda z przyprostokatnych ma
dtugosc 5.
Przyktad 9

Wiasciciel sklepu z odzieza sprowadza z hurtowni koszulki, ptacac po 12 zt za sztuke

i sprzedaje srednio 200 sztuk miesiecznie po 20 zt. Zaobserwowano, Ze kazda kolejna
obnizka ceny sprzedazy koszulki o 50 groszy zwigksza sprzedaz miesiecznag o 20 sztuk.
Jakg cene sprzedazy jednej koszulki powinien ustali¢ wlasciciel sklepu, aby jego
miesieczny zysk byt najwiekszy?

Przyjmijmy, ze cen¢ koszulki obnizano x razy o 50 groszy. Wtedy cena sprzedazy jedne;j
koszulki to (20 — 0,5z) zt, co oznacza, ze wowczas zysk wlasciciela sklepu to

(8 — 0, 5x )zt. Z obserwacji wynika, ze przy tak ustalonej cenie w ciggu miesigca zostanie
sprzedanych (200 + 2z) koszulek. Zatem miesieczny zysk w ztotych wilasciciela sklepu
jest rowny

(8 — 0,5z)(20z -+ 200),

gdzie z jest dodatnig liczbg catkowita.
Rozpatrzmy funkcje f okreslong wzorem

f(z) = (8 — 0,52)(20z + 200).

Jest to funkcja kwadratowa, ktorej wzor mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej
f(z) = —10(z — 16)(z + 10).

Parabola bedaca wykresem funkcji f ma ramiona skierowane do dotu, a pierwsza
wspolrzedna jej wierzchotka jest rowna

py = 1016 3

Zatem dla x = 3 funkcja f osiaga warto$¢ najwieksza, rowng f(3) = 1690.
Dla tej wartosci z spetnione sg warunki zadania. Wynika z tego, ze sprzedawca osiagnie



najwiekszy miesigczny zysk w kwocie 1690 zi, kiedy ustali, Ze cena sprzedazy jednej
koszulki jest rowna 18 zt 50 groszy.

Uwaga. W powyzszym przykladzie funkcja f nie jest modelem opisujacym zysk ze
sprzedazy koszulek. Natomiast korzystajac z jej wlasnosci, umiemy wskazac takg dodatnig
liczbe catkowitg x, dla ktorej zysk, wyrazajacy sie wzorem (8 — 0,5z)(20x + 200), jest

najwiekszy.
Przyktad 10

Wykazemy, ze jeslia > 0ib > O oraza + b = 2,to a® + b* > 2.

Z zaleznosci a + b = 2 wyznaczamy b = 2 — a.

Zapisujemy sume S kwadratow liczb a i b jako funkcje zmiennej a.

S(a) = a? + (2 — a)®, gdzie a € (0,2).

Otrzymana funkcje kwadratowa S zmiennej a zapisujemy wzorem w postaci ogolne;j

S(a) = 2a® — 4a + 4.

Parabola o rownaniu y = 2z% — 4z + 4 ma ramiona skierowane do gory, a pierwsza
wspolrzedna jej wierzchotka jest rowna

oy = g+ = 1.

Poniewaz 1 € (0, 2), wiec najmniejszg warto$cig funkcji S jest
S(1) = 2.

Oznacza to, ze jeSlia > 0ib > O oraza + b = 2,to a® + b > 2.

Cwiczenie 1

Jaka jest najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = —x? + 3 w przedziale (—2,1)?

O 3
O 1
O 7

O 2



Cwiczenie 2

Jaka jest najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = (x — 3)(z + 5) w przedziale
(—3,0)?

O -15
O —12
O -16
O =35
Cwiczenie 3

Najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = (2 — x)(x + 4) w przedziale (—2, 1) jest
réwna

o O O O



Cwiczenie 4

Najwieksza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = —z% + 8z — 3 w przedziale (—5, — 2) jest
rowna

O -3

() -51

O -23

() -18
Cwiczenie 5

Najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej f(z) = x — 4z + c w przedziale (0, 3) jest réwna
1. Wtedy

O O O O
i
|



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie tego wykresu ustal i zapisz wartos¢ najwieksza oraz wartos¢ najmniejsza funkcji
f w podanym przedziale.

1 (-1,1)

2.(0,3)

3. (4,5)



Cwiczenie 7
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f.

by

-5

\

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na podstawie tego wykresu ustal i zapisz wartos¢ najwieksza oraz wartos¢ najmniejsza funkcji
f w podanym przedziale.



Cwiczenie 8

Oblicz wartosé¢ najmniejszg oraz wartosé najwieksza funkcji kwadratowej
f(z) = (£ 4+ 1)* — 5w podanym przedziale.

1 (4, —2)
2. (—3,0)
3. (2,5)
Cwiczenie 9

Oblicz wartosé¢ najmniejszg oraz wartosé najwieksza funkcji kwadratowej
f(z) = —2(z — 3)® + 1 w podanym przedziale.

1. (~1,0)
2.(1,4)

3. (5, 6)

Cwiczenie 10

Oblicz wartos¢ najmniejszg oraz wartosé najwiekszg funkcji kwadratowej
f(x) = 22 — 10z + 7 w podanym przedziale.

1. (~1,3)
2. (4,6)

3.(7,10)



Cwiczenie 11

Oblicz wartosé¢ najmniejszg oraz wartosé najwieksza funkcji kwadratowej
f(z) = —2* — 22 + 5 w podanym przedziale.

1. (=5, —3)

2.(—2,0)

3.(1,4)
Cwiczenie 12

Oblicz najmniejsza warto$¢ funkeji kwadratowej f(z) = (x + 2)(x — 5) w przedziale
<_]-a 0>'

Cwiczenie 13
Oblicz najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej f(z) = (z + 1)(3 — x) w przedziale (0, 4).
Cwiczenie 14

Oblicz wartos¢ najmniejsza oraz wartos¢ najwieksza funkcji kwadratowej
f(z) = (22 — 1)(x + 3) w przedziale (—3, 1).

Cwiczenie 15

Oblicz wartos¢ najmniejsza oraz wartos¢ najwieksza funkcji kwadratowej
f(z) = (z + 2)(5 — 2z) w przedziale (—1, 0).



Cwiczenie 16

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie x z przedziatu (—2, 3) sume tej liczby i jej
kwadratu. Wyznacz wzér funkcji f oraz oblicz:

1. jej wartos$¢ najmniejsza w przedziale (—2, 3)

2. jej warto$¢ najwieksza w przedziale (—2, 3)

Cwiczenie 17

Ustal, jaka jest mozliwie najmniejsza suma kwadratéw dwéch liczb, o ktorych wiadomo, ze
suma pierwszej z nich i podwojonej drugiej jest réwna 5.

Cwiczenie 18

Jaki jest najwiekszy iloczyn dwoch liczb, o ktérych wiadomo, ze suma podwojonej pierwszej
z nich i siedmiokrotnosci drugiej jest rowna 56. Jakie to liczby?

Cwiczenie 19

Wsrod wszystkich prostopadtoscianow o podstawie kwadratowej, w ktérych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest réwna 12, jest taki, ktéry ma najwieksze pole powierzchni catkowitej.
Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego prostopadtoscianu.

Cwiczenie 20

Siatkg o dtugosci 98 m mamy ogrodzi¢ dziatke w ksztatcie prostokata. Na ogrodzonym terenie
przy jednym boku od strony siatki przewidujemy Sciezke o szerokosci 1 m, pozostatg cze$¢ ma
zajmowac klomb kwiatowy. Jak dobra¢ wymiary dziatki, aby klomb kwiatowy zajmowat
powierzchnie najwiekszg z mozliwych? Oblicz te najwiekszg powierzchnie.



Cwiczenie 21

Witasciciel sklepu spozywczego zamawia chleb w piekarni, ptacac 1,30 zt za kilogramowy
bochenek. Kiedy ustalit cene sprzedazy chleba na 2 zi, sprzedawat dziennie 60 bochenkdw.
Zauwazyt jednak, ze kazda obnizka ceny o 5 gr zwieksza liczbe sprzedanych bochenkéw o 10.
Jaka cene za jeden bochenek powinien ustali¢ wtasciciel sklepu, aby jego dzienny zysk ze
sprzedazy chleba byt najwiekszy?

Cwiczenie 22

Wykaz, zejeslia > 0ib > 0oraza + b = 10, to ab < 25.
Cwiczenie 23

Wykaz, zejeslia > 0ib > 0oraz2a + b = 6,toab < %.
Cwiczenie 24

Wykaz, zejeslia > 0ib > 0 oraz 3a + 5b = 30, to ab < 15.
Cwiczenie 25

Wykaz, zejelia > 0ib > 0oraza + b = 8, to a® + b> > 32.
Cwiczenie 26

Wykaz, zejeslia > 0ib > 0oraza + 3b = 20, to a® + b > 40.
Cwiczenie 27

Wykaz, zejedlia > 0ib > 0 oraz 5a + 2b = 58, to a® + b> > 116.



Zadania wstepne

Pokazemy teraz kilka przyktadowych zadan tekstowych, w ktorych interpretacja danych
zapisanych w ich tresci doprowadzi do rownania kwadratowego.

Przyktad 1

W roku 2015 na uroczystosci urodzin zapytano jubilata, ile ma lat. Jubilat odpowiedziat:
»Jesli wiek, ktory osiggne za 15 lat pomnoze przez wiek, ktory osiagne za 55 lat, to
otrzymam rok mojego urodzenia”. W ktorym roku urodzit si¢ ten jubilat?

Crreeeeevys
X - wiek Michata (X+15) (x + 55) 50155 r

X+ 15 - wiek Michata 23 i5lat X’ + 55x + 15x + 82

X+ 55 - wiek Michata z
aS5lat X'+ 7 1
2015 - x - rok urodzenia Michata T ipoe=a

— 2 - 0
A=71%-4.1. (-1190) = 9801 = 99°> 0

-71 + 99
x == = -7 -

2015 - 14 = 2001 £

& Michat urodzit sie w 2001 roku

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

"W roku 2015 na uroczystosci urodzin zapytano jubilata, ile ma lat. Jubilat odpowiedziatl:
»Jesli swoj wiek, ktory osiggne za 15 lat pomnoze przez swoj wiek, ktory osiggne za 55 lat,
to otrzymam rok mojego urodzenia”. W ktoérym roku urodzit si¢ ten jubilat? Oznaczmy
przez x wiek jubilata w dniu urodzin w 2015 roku. Wtedy: rok urodzenia jubilata to 2015 ?

X

Odpowiedz: Jubilat urodzit si¢ w 2001 roku.

Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/Dly6cGDAk

Liczba wszystkich przekatnych pewnego wielokgta foremnego jest rowna 135. Ile bokow
ma ten wielokat?

Oznaczmy liczbe bokow wielokata przez n. Wowczas liczba jego przekatnych jest rowna
n(n—3)
—.

Otrzymujemy rownanie
28) — 135,
Stad
n* —3n =135-2
n* — 3n — 270 = 0.
Obliczamy wyréznik

A= (-3)"—4-1-(-270) = 1089 = 33

@ — 18 oraz

Wobec tego rownanie ma dwa rozwigzania, ktérymi sg ni =
ny = 358 = 15

Drugie z rozwigzan odrzucamy, gdyz liczba bokow nie moze by¢ ujemna. Zatem ten
wielokat jest osiemnastokgtem.

Odpowiedz: Ten wielokgt ma osiemnascie bokow.

Przyktad 3

Pole powierzchni bocznej prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej jest rowne 280.
Krawedz podstawy jest o 3 krotsza od krawedzi bocznej. Oblicz objetos¢ V' tego
prostopadlo$cianu.

Oznaczmy przez x dtugos¢ krawedzi podstawy prostopadtoscianu. Wtedy dtugosc¢ jego
krawedzi bocznejjest rowna = + 3, a pole powierzchni bocznejjest rowne 4 - z - (z + 3).
Otrzymujemy rOwnanie

4x(z + 3) = 280.
Stad
z(x+3)="70
z? + 3z =170
z? +3x — 70 =0.

Obliczamy wyréznik



A=3%—-4.1-(-70) =289 =17

Wobec tego rownanie ma dwa rozwigzania, ktorymi sg
—3+417
2

T = =Toraz xy = *32*17 = —10.
Tylko pierwsze z nich spetnia warunki zadania, co oznacza, ze jest to prostopadtoscian
o wymiarach 7,71 10, a wiec jego objetos¢ V jest rowna 490.

Odpowiedz: V = 490.

Przyktad 4

_.L Xy = 2400 j (x-1)(y+4)=2400
Xy +4x—y—4 = 2400
L xy+4x—y-—4=xy

2400 2t - KOSET WYNAJECIA AUTOBUSU
X - LICZBA UCZNIOW
¥ - KWOTA (W 2t). JAKA EAPLACI UCZEN

Xoy-d=0
Y=4x-4

X - 1 - LICZBA UCENIGW
V+4 - KWOTA (W 2 ). JAKA ZAPEACI uczfa\f X(4x - 4) = 2400

/J < ™ o ~4x-2a00=0/: 4
_,‘ -

2
X" =x-600-=0

| A=1+4-600=2401> ¢
1+49
= —_= _ o

2
X=1=25_.19 = 24
: ‘ B Na wycieczke pojechato 24 uczniow,

X

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Koszt wynajecia autobusu do przewozu grupy uczniow na warsztaty matematyczne

z miejsca zamieszkania do Domu Wczasow Dzieciecych wynosi 2400 zt. Podzielono te
kwote na rowne czesci, by kazdy z uczniow zgtoszonych do udzialu w warsztatach ptacit
tyle samo. Jeden z uczniow tej grupy zrezygnowat z wyjazdu na warsztaty i w efekcie
kazdy z uczestnikow warsztatow zaptacit za przejazd o 4 zt wiecej, niz planowano.
Ustalimy, ilu uczniow brato udziat w tych warsztatach. Oznaczmy przez x liczbe uczniow,
ktorzy zglosili che¢ udzialu w warsztatach, a przez y - kwote (w ztotych) optaty za
przejazd, ktora przypadia na zgloszonego uczestnika. Wtedy x razy y=2400. Po rezygnaciji
jednego z uczniow w warsztatach uczestniczyto x ?1 osob, a kazda z nich zaptacita za
przejazd (y +4 )zt. Zatem (x ?1) razy (y +4) =2400. Wynika stad, ze x razy -y +4x ?4= 2400.
Uwzgledniajgc x razy y =2400, otrzymamy rownanie ?y +4x ?4 =0, z ktérego wyznaczymy
niewiadomg y y =4x ?4. Uwzgledniajgc z kolei te zalezno$¢ w réwnaniu x razy y=2400,
otrzymamy X razy (4x ?4) =2400. Przeksztalcamy to rownanie do postaci x kwadrat -x ?
600 =0 Obliczamy wyroznik: Delta =(?1) kwadrat ?4 razy 1 razy (?600 )= 2401 =492.
Rownanie ma wiec dwa rozwigzania, ktorymi sg x z indeksem dolnym jeden =25 oraz


https://zpe.gov.pl/a/Dly6cGDAk

x z indeksem dolnym dwa =?24. Drugie z rozwigzan odrzucamy, gdyz liczba uczniéw nie
moze by¢ ujemna. Zatem do udzialu w warsztatach zglosito sie 25 uczniow, a 24 uczniow
brato w nich udziat. Odpowiedz: W warsztatach brato udziat 24 uczniow.

Przyktad 5

Geodeta wytyczyt teren pod dwie prostokatne dziatki. Pierwsza dziatka ma
powierzchnie 5600 m?. Druga dziatka ma dlugo$¢ o 20 m wieksza i szerokoéé o 5 m
wieksza niz pierwsza oraz powierzchnie wiekszg o 1900 m?2. Obliczymy wymiary obu
dziatek.

Wprowadzamy oznaczenia:

x - dlugos¢ pierwszej dziatki (w metrach),

y - szerokoS¢ pierwszej dziatki (w metrach).

Poniewaz jej powierzchnia jest réwna 5600 m?, wiec xy = 5600.

Wtedy druga dziatka ma wymiary:

dlugosé: (z + 20) m oraz szerokosS¢: (y + 5) m,

a skoro jej pole jest rowne (5600 4 1900) m?, wiec

(z +20)(y + 5) = 7500

Uwzgledniamy w tym rownaniu zalezno$¢ xy = 5600 i przeksztatcamy je do postaci

x = 360 — 4y.
Stad
(360 — 4y)y = 5600
—4 + 360y = 5600
y® — 90y + 1400 = 0.
Obliczamy wyroéznik:

A = (—90)* —4-1-1400 = 2500 = 502.

Rownanie ma wig¢c dwa rozwiazania, ktorymi sq y; = w = 70 orazy, = 905—50 = 20.
Zatem mozliwe s3 dwa przypadki:

pierwsza dziatka ma wymiary 80 mi 70 m i wtedy druga ma wymiary 100 mi 75 m lub
pierwsza dziatka ma wymiary 280 m i 20 m i wtedy druga ma wymiary 300 m i 25 m.
Odpowiedz: Mozliwe sg dwa rozwigzania: pierwsza dziatka ma wymiary 80 m i 70 m,
druga - 100 m i 75 m lub pierwsza dziatka ma wymiary 280 m i 20 m, druga - 300 m i
25 m.



Zadania tekstowe prowadzace do réwnan
kwadratowych - predkosé, droga, czas

W kolejnych przykladach zadan tekstowych interpretujemy Srednia warto$¢ predkosci jako
dtugos¢ drogi pokonanejw jednostce czasu.
Przypomnijmy na wstepie, jak nalezy rozumie¢ tego typu zaleznosci.

Przyktad 1

Dzien _2

Trasa ma diugosé 120 km. .F' =3 h 20 minut

R v, 37,9 km

Otﬂrwmmg Wartodé nie jest dredn
drytmetyczng prediodcd, « Jabi e Iltzlirz
| - pokenywal kiddy x Camici calej trasy,

ha, =4o;3s =

vmzmkhm—

Trasa ma dlugos¢ 120 km, ™
g Vaytmetycama # Vi,

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Pewien kolarz przez trzy kolejne dni pokonywat w ramach treningu trase 120 km.
Pierwszego dnia pokonat ja w ciggu 3 godzin. Oznacza to, ze Srednia wartos¢ V jego
predkosci byta wtedy rowna V =120 przez 3 kilometrow na godzine , czyli V =40
kilometrow na godzine . Drugiego dnia pokonat te trase, jadac ze Srednig predkoscig
mniejsza o 4 kilometry na godzine niz pierwszego dnia. Oznacza to, ze czas t potrzebny
na pokonanie tej trasy byt wtedy rowny T =120 przez 36 godziny, czyli 3 godziny i 20
minut. Zatem drugiego dnia kolarz jechat o 20 minut dtuzej, niz pierwszego. Trzeciego
dnia kolarz przebyt trase, jadgc przez pierwsza potowe drogi ze Srednig predkoscig 40 3
kilometrow na godzine , a przez druga potowe, jadac ze srednig predkoscia 36 3
kilometrow na godzine . Wynika z tego, ze czas t z indeksem dolnym jeden, w ktorym
przebyl pierwsze 60 km trasy, byt rowny t z indeksem dolnym jeden =60 przez 40
godziny, czyli 1,5 godziny, a czas t z indeksem dolnym dwa potrzebny na pokonanie
drugiej polowy trasy byl rowny t z indeksem dolnym dwa =60 przez 36 godziny, czyli 1



https://zpe.gov.pl/a/DyvasBO3W

godzina i 40 minut, co oznacza, ze na pokonanie catej trasy kolarz potrzebowat wtedy 3
godzin i 10 minut. Wynika z tego, ze trzeciego dnia Srednia wartos¢ V predkosci kolarza
byla rowna po zaokragleniu do czesci setnych V = 37,89 3 kilometrow na godzine.
Otrzymana warto$c¢ nie jest wiec Srednig arytmetyczng predkosci, z jakimi kolarz przebyt
kazda z potowek calej trasy.

Rozwigzemy teraz trzy przykladowe zadania dotyczace zagadnien zwiazanych z droga oraz
predkoscia i czasem.

Przyktad 2

Pocigg towarowy mial przeby¢ pewng droge w czasie 21 godzin. W potowie drogi pociag
niespodziewanie zatrzymano na pot godziny. Aby unikna¢ spoznienia, pozostatg czes¢
trasy pocigg przebyt ze Srednig predkoscig o 2 km /h wiekszg niz planowana. Jaka byta
dtugosc¢ tej drogi i planowana predkos¢ pociggu?

Oznaczmy planowang predkos$¢ pociggu przez x (w km/h). Zatem przez pierwsze 10,5
godziny jazdy pociag pokonat potowe drogi, czyli (10,5 - ) km. Po nieplanowanym
postoju jechat jeszcze przez 10 godzin z predkoscig (z 4+ 2) km/h, pokonujac wtedy
drugg potowe drogi, czyli 10(z + 2) km.

Woéwczasl0,5 - ¢ = 10(z + 2), a stad = 40. Oznacza to, ze pocigg przejechat 840 km,

a planowana $rednia predkos$¢ jazdy to 40 km /h.

Przyktad 3

Pewien rowerzysta przebyl zaplanowang tras¢ o dtugosci 200 km, pokonujac w ciggu
kazdej godziny jazdy te samg liczbe kilometrow. Gdyby rowerzysta mogt przeznaczy¢ na
te wyprawe o 2 godziny wiecej, to w ciggu kazdej godziny mogiby przejezdzac¢ o 5 km
mniej. Obliczymy, z jakg Srednia predkoscig jechatl ten rowerzysta.

Wprowadzamy oznaczenia:

x - czas (w godzinach) jazdy rowerzysty na trasie 200 km,

y — warto$¢ $redniej predkosci (w km /h), z jakg jechat.

Wtedy

xy = 200.

Gdyby rowerzysta jechat przez (« + 2) godziny, to jego srednia predkos¢ na trasie
200 km bytaby réowna (y — 5 ) km /h.
Zatem

(z + 2)(y — 5) = 200.

Uwzgledniamy w tym rownaniu zalezno$¢ xy = 200 i przeksztatlcamy je do postaci

_ 5z+410
y=""="




Stad

22200 .z = 200

522 + 10z = 400
22+ 22 — 80 = 0.

Obliczamy wyréznik A = 22 — 4.1 - (—80) = 324 = 18 Réwnanie ma wiec dwa
—2418 __ 8. 1o = —2-18 __ ~10
2 — Oy, L2 — ) — .

Drugie z rozwigzan odrzucamy, gdyz czas nie moze by¢ ujemny.

rozwiazania, ktorymi sg 1 =

Zatem rowerzysta przejechat trase 200 km w czasie 8 godzin, co oznacza, ze jechat ze
$rednig predkoscia 25 km /h.
Odpowiedz: 25 km/h

Przyktad 4

Miasta A i B s3 oddalone o0 400 km. Pan Stanistaw pokonat te trase samochodem

w czasie o 75 minut krotszym niz pan Zenon. Wartos¢ Sredniej predkosci, z jaka jechat
pan Stanistaw na catej trasie byta o 16 km/h wieksza od warto$ci $redniej predkosci,

z jaka jechat pan Zenon.

Oblicz $rednie wartoSci:

1. predkosci, z jaka pan Stanistaw jechat z A do B,
2. predkosci, z jakg pan Zenon jechat z A do B.

Wprowadzamy oznaczenia:

x - czas jazdy pana Zenona,

y — warto$¢ $redniej predkosci (w km /h), z jakg jechat pan Zenon.
Wtedy

xy = 400.

75

Pan Stanistaw przebyt droge z A do B w czasie (ac — %) godziny, a Srednia warto$c¢ jego
predkosci byta rowna (y + 16) km/h.

Zatem
( — B)(y + 16) = 400.

Uwzgledniamy w tym rownaniu zalezno$¢ xy = 400 i przeksztatlcamy je do postaci
—3y+ 16z — 20 = 0.
Stad

CO 0znacza, ze



(&2 —16) -z = 400

8 22 — 16z — 400 = 0

422 — 5 — 125 =10

Obliczamy wyroznik A = (—=5)* — 4 -4 - (—125) = 2025 = 452,

Rownanie ma wigec dwa rozwigzania 1 = % = %, Ty = % = —b.

Drugie z rozwigzan odrzucamy, gdyz czas nie moze by¢ ujemny.

Zatem pan Zenon przejechat trase 400 km w czasie 6 godzin 15 minut, co oznacza, ze
jechat ze $rednig predkoscig 64 km /h. Wtedy $rednia warto$¢ predkosci, z jaka jechat
pan Stanistaw byta rowna 80 km/h.

OdpowiedZ: Srednia warto$¢ predkosci, z jakg pan Stanistaw jechat z A do B: 80 km /A,

$rednia warto$¢ predkosci, z jaka pan Zenon jechat z A do B: 64 km /h.

Cwiczenie 1
Suma kwadratéw dwaoch kolejnych liczb catkowitych jest réwna 685. Co to za liczby?
Cwiczenie 2

Liczba wszystkich odcinkéw, taczacych kazde dwa wierzchotki pewnego wielokata foremnego
jest réwna 210. lle bokéw ma ten wielokat?

Cwiczenie 3

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o podstawie kwadratowej jest rowne 272.
Krawedz boczna jest o 1 krétsza od obwodu podstawy. Oblicz pole P powierzchni bocznej
tego prostopadtoscianu.

Cwiczenie 4

Za pewna liczbe takich samych teczek na dokumenty sekretarka zaptacita w hurtowni 435 zt.
Gdyby cena jednej teczki byta o 5 groszy nizsza, to za te samg kwote mozna bytoby kupi¢ o 10
teczek wiecej. Oblicz cene jednej teczki.



Cwiczenie 5

Automat pracujacy ze statg wydajnoscig wyprodukowat 7200 kopert. Gdyby ten automat
produkowat o 8 kopert na minute wiecej, to na wykonanie tej liczby kopert potrzebowatby
o p6t godziny mniej. Oblicz, w ciggu jakiego czasu automat wyprodukowat koperty.

Cwiczenie 6

Pan Jan przebyt w pewnym czasie droge dtugosci 240 km. Gdyby jechat ze $rednia predkoscia
0 12 km/h wieksza, to czas przejazdu skrécitby sie o 1 godzine. Z jaka predkoscia jechat pan
Jan?

Cwiczenie 7

Pan Jan przebyt w pewnym czasie droge dtugosci 210 km. Gdyby jechat ze Srednig predkoscia
0 10 km/h wieksza, to czas przejazdu skrécitby sie 0 42 minuty. Z jaka Srednia predkoscia
jechat pan Jan?

Cwiczenie 8

Rowerzysta przebyt w pewnym czasie droge dtugosci 72 km. Gdyby jechat ze $rednig
predkos$cia o 6 km /h wieksza, to czas przejazdu skrécitby sie o 36 minut. Jaka byta $rednia
predkos$¢ rowerzysty?

Cwiczenie 9

Rowerzysta miat przeby¢ 120 km, jadac z ustalong $rednig predkosciag. W potowie drogi, ktora
pokonat, jadac zgodnie z planem, zatrzymat sie, aby porozmawiaé ze spotkanym znajomym. Po
tej przerwie kontynuowat jazde, ale zeby unikngé spdznienia, pozostatg czes¢ trasy przebyt ze
$rednia predkoscia o 6 km /h wieksza niz zaplanowana. Okazato sie, ze faczny czas jazdy
rowerzysty (nie liczac postoju) to 4 godziny i 30 minut. Z jaka $rednig predkoscig rowerzysta
planowat przejecha¢ 120 km?

Cwiczenie 10

W miasteczku sg dwa place zabaw w ksztatcie prostokatéw. Przekatna kazdego z tych
prostokatow jest rowna 85 m. Pierwszy plac ma dtugos¢ o 7 m wieksza niz drugi, ale
szeroko$¢ o 11 m mniejsza. Oblicz dtugosc i szerokos¢ kazdego z tych placéw.



Pierwiastki rownan

W tym rozdziale zajmiemy sie funkcjami, zwanymi wielomianami. Znasz juz przykiady takich funkciji. Kazda funkcja
liniowa f(x) = ax + bi kazda funkcja kwadratowa g(z) = az? + bx + c jest wielomianem. Innymi przyktadami
wielomianow sg funkcje

W(z) =z — 2z,V(z) = 22" — 322 + 3, R(z) = 10z°.
Definicja: Wielomian

Wielomianem zmiennej z stopnia n(n — liczba naturalna dodatnia) nazywamy funkcje okreslong wzorem
W(z) = apz™ + ap 12" ' + ...+ a1z + ag

gdziexz € R, a, # 0oraza,_1, a,_oa,...,as,aq sa liczbami rzeczywistymi. Liczby a,,, a,,_1, an_2, ..., a1, apnazywamy
wspotczynnikami wielomianu.

 Przyjmujemy ponadto, ze funkcja liniowa stata W(x) = ao , gdzie ay # 0, jest wielomianem stopnia zerowego,
natomiast funkcje liniowg W(x) = 0 nazywamy wielomianem zerowym i nie okrelamy stopnia tego wielomianu.

o Zgodnie z ta definicja funkcja liniowa f(x) = ax + b jest wielomianem stopnia pierwszego, gdy a # 0, a funkcja
kwadratowa

g(z) = az® +bx +c

jest wielomianem stopnia drugiego. Oczywiscie a # 0, gdyz inaczej nie bylaby to funkcja kwadratowa.
Przyktad 1

« Funkcja okreslona wzorem W (z) = 2z7+x? — 3z jest wielomianem stopnia 7. Wspotczynniki tego wielomianu sa
réwne odpowiednio a; = 2, bo taka liczba stoi przy z', ag = a5 = a4 = a3 = 0, bo te potegi x nie wystepuja we
wzorze funkcji, aa = 1, a; = —3 oraz ay = 0, gdyz wyraz wolny nie wystepuje we wzorze funkcji. Wzor tej funkcji
mogliby$my zapisa¢ w postaci

W(a:):2m7+00x6+00x5+00m4+00m3+w2—3$+0-

« Funkcja P(z) = V5 + 5z* + 72?2 jest wielomianem stopnia 3, cho¢ wielomian ten nie zostat zapisany w postaci
uporzadkowanej, jaka bytaby posta¢

P(z) = 52° + T2 + v/5z.

o Funkcja V(z) = 5z® + 7z% + v/5z nie jest wielomianem, poniewaz we wzorze tej funkcji wystepuje v/ 5z, czyli
V5. zt ,awiec zmienna z nie wystepuje tu w potedze o wyktadniku naturalnym.
o Funkcja Q(z) = % + 3z nie jest wielomianem, gdyz % = 2! nie jest naturalng potega zmiennej z.

« Funkcja R(x) = 5 jest wielomianem stopnia zerowego.
Przyktad 2

Przyjrzyj sie wykresom niektorych funkcji wielomianowych.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFCwJv2Pf
Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 3

Wielomian jest funkcja zmiennej . Mozemy obliczy¢ jego warto$¢ dla danego argumentu . Obliczmy na przykiad
wartosé wielomianu W(z) = z* — 2z dlaz = —2 orazdlaz = —v/2.

o W miejsce z podstawiamy liczbe —2 i otrzymujemy
W(-2) = (-2)®—2e(-2)=-8+4=—4

« W miejsce & podstawiamy liczbe —+/2 i otrzymujemy
—\3 _ _
W(-v2) = (-v2) —20(-v2) = -2v2+2/2 =0

Zauwazmy, ze W(—\/§> = 0, zatem liczba z = \/Ejest miejscem zerowym wielomianu W (z) = z* — 2z. Miejsce

zerowe wielomianu nazywamy czesto, podobnie jak miejsce zerowe funkcji kwadratowej, pierwiastkiem tego

wielomianu.

Na wielomianach mozemy wykonywac¢ rozne dziatania, miedzy innymi mozemy je dodawa¢, odejmowac i mnozy¢.
Dzialania na wielomianach wykonujemy podobnie jak dziatania na wyrazeniach algebraicznych.
Przyktad 4

Dodamy wielomiany V(z) = 2z°® — 32% + 3 oraz P(z) = —2z° + = — 7.
Suma tych wielomianow jest rowna

V(z) 4+ P(z) = (22° — 32° + 3) + (22 + 2 — 7)

Wyrazy podobne to takie sktadniki sumy, w ktorych & wystepuje w tej samej potedze. W rozwazanej sumie wystepuja
dwie pary wyrazéw podobnych

V(z) +P(x) =22 - 322 +3 - 22>+ 7
Wyrazy podobne redukujemy, a wiec
—3z% — 22% = —52°
oraz
+3-7=-4
Ostatecznie otrzymujemy

V(z) + P(z) = 22° — 522 + = — 4
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Zatem suma wielomianéw V' (z) i P(x) jest rowniez wielomian.
Przyktad 5

Odejmijmy wielomiany V(z) = 2z° — 32® + 3i P(z) = —2z> + = — T.
Roznica wielomianow V' (z) i P(z) jest rébwna

V(z) — P(z) = (22° — 32° +3) — (22 + 2 — 7)

Zapiszmy te réznice bez uzycia nawiasoéw, pamigtajac, ze znak minus przed drugim nawiasem powoduje, ze
opuszczajac go, zmieniamy znaki wszystkich skltadnikow sumy w tym nawiasie na przeciwne.

V(z) — P(z) =22° — 32> +3+ 222 — 2+ 7
Nastepnie, tak jak przy dodawaniu, wykonujemy redukcje wyrazéw podobnych. Otrzymujemy
V(z) — P(z) =223 — 322 +3+ 22—z +7=223— 22 — 2+ 10

Zatem réznica dwoch wielomianéw tez jest wielomianem.

Przyktad 6

Pomnozymy wielomiany W(z) = z3 — 2z oraz Q(z) = 3z — 5.
Ich iloczyn jest rowny

W(z)eQ(z) = (2° — 2z ) - (3z — 5)
Mnozymy kazdy wyraz sumy z pierwszego nawiasu przez kazdy wyraz sumy z drugiego nawiasu
z° @3z + 2% 0 (—5) — 2z 0 3z — 2z 0 (—5)
Po uporzadkowaniu wyrazenia, otrzymujemy
W(z) e Q(z) = 3z* — 5z — 622 + 10z

Zatem iloczyn dwoch wielomianow tez jest wielomianem.
Przyktad 7

Wykonamy dziatania

2

(22— 3)" —2z(e® — 22 +4) = (2?)” —2-22-3+ 32— 2225 — 22 (—2z) —2z-4 =

zt — 622+ 9 — 22t +42% — 8z
Wykonamy redukcje wyrazéw podobnych.

b — 622+ 922+ 42> — 8z = —2* — 222 — 8z + 9
Przyktad 8

Dlugosci krawedzi prostopadtos$cianu sa kolejnymi liczbami catkowitymi. Jakim wzorem wyrazi si¢ pole powierzchni
i objeto$¢ tego prostopadioscianu w zaleznosci od dtugosci najkrétszej krawedzi prostopadio$cianu?

Oznaczmy przez x dlugo$¢ najkrotszej krawedzi prostopadto$cianu. Wtedy pozostate dwie krawedzie sa rowne x + 1
oraz x + 2, gdzie z jest liczba naturalng dodatnia.



1
1
1
1
| T+ 2
1
1
1
1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przeciwlegle $ciany prostopadlo$cianu sg przystajagcymi prostokatami. Zatem pole P, powierzchni catkowite;
prostopadloscianu jest réwne

1) +2z(z+2)+2@+1)(z+2) =222+ 20+ 207 + 4z + 2(22 + 2+ 22+ 2) =422 + 60+ 222 + 2z + 4z + 4 =
Objeto$¢ v tego prostopadio$cianu jest rowna

v=z(z+1)(z+2)= (22 +2)(z+2) =2 +2® + 22° + 20 = 2* + 32 + 2z
Przyktad 9

Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktorych warto$¢ wielomianu
W(z) = az® + (1 — a®)a® +5ax +3a+ 3

dla argumentu 2 jest réwna 3.
Chcemy wyznaczy¢ wszystkie te warto$ci parametru a, dla ktorych W(2) = 3. Podstawiamy wiec 2 w miejsce x
i otrzymujemy

a-224(1-a%)-2°+5a-2—3a+3=3
Przeksztalcajgc to réwnanie do postaci
8a+4—4a?+10a —3a =0
a nastepnie porzadkujac je, otrzymujemy réwnanie kwadratowe

—4a®>+15a+4 =0

_1:17 —dorazay = —13-;;-17 _

»JA|>—l

dla ktorego A = 289. Rownanie to ma wiec dwa rozwiazania a; =

Cwiczenie 1
W(z) =2®+2®> + z+ lorazV(z) = —z? + 3z — 1. Wtedy wielomian W(z) — V() jest rowny

3 + 4z

22— 222 — 22— 2

2%+ 222 — 22 + 2

o O O O

323 — 2z +2



Cwiczenie 2

Wartosé¢ wielomianu W (z) = (z* — 9) (z + 3) dla argumentu /3 jest réwna
O -6(v3+3)
O -18V3
O 0
O 6 (\/§ + 3)
Cwiczenie 3
Ktéry z podanych wielomianéw dla argumentu x = —2 przyjmuje wartos$c¢ 0 ?
W(z) = —2z° + 4x?

W(z) = 23 — 22°

o O O

W(z) = 22" + 2° — 2z

O W(z) =z* +22°

Cwiczenie 4

Wielomian W (z) = 2z* — az® + 2% — a dla argumentu —2 przyjmuje warto$¢ —1. Wtedy

o O O O
IS
Il
|
\1|ﬁ



Cwiczenie 5

Dla wielomianu W (z) = z* — 22% 47

O W(100) = W(—100)
O W(2)>Ww(-2)
O W) >7

O w(1)>Ww(-3)

Cwiczenie 6

Woybierz wielomian, ktéry przyjmuje tylko wartosci ujemne.

W(z) = —z' — 2> -2

ol o|lo
=
&
I
5,
_|_

O W()=2*—2*

Cwiczenie 7

Wielomian W (z) = 223 — 42? + 5 jest suma wielomianu P(z) = z* + 42? + 5 oraz wielomianu Q(z).
Wtedy

O Qz) = —a* + 223
O Qz) =z* — 822
O Qz) = —z* + 223 — 822

O Qz)==z*+2z°+10



Cwiczenie 8

Wielomian W (z) = (2 — 3z)(2 + 3z) (4 + 92°) jest réwny

O (4 + 91;2)2
O 16 —81z*
O (4-92%)°

O 16 + 81z

Cwiczenie 9

Dane sa wielomiany W (z) = 327 4 423 — 225 oraz V(z) = 227 — 22° — 2%. Wtedy
(] W(z)—-V(z)=a"+ 52
(] W(z)+V(z)=>5z" + 3z® — 42°

(] W(z)+V(z) = 52" + 22° — 32°

Cwiczenie 10

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Funkcja V(z) = 2% + 7 jest wielomianem stopnia 2.
(] Funkcja P(z) = Tz jest wielomianem stopnia 1.

() Funkcja W(z) = v/7x3 + 2z — 9 jest wielomianem stopnia 9.

Cwiczenie 11

Wykonaj dziatanie W (z) - V(z), gdy W (z) = —4a® + 2z* 4 2® oraz V(z) = 2 — 2z.



Cwiczenie 12
Dane sa wielomiany P(z) = —3z* — 3z? + 7 oraz Q(z) = 2z® + 3z Oblicz.
1L P(z) + Q(=)
2. P(z) - Q(z)
3.2P(z) — 3Q(z)
4. P(z) - Q(z)
Cwiczenie 13

Oblicz wartos¢ wielomianu W(z) — 3V (z) + 2P(z) dlaz = —1, gdy
W(z) = 3z° — z* + 622

V(z) =2° +2* + 2z

P(z) =3z -3z + 7

Cwiczenie 14

Znajdz wielomian W (z) = V(z) - P(z) — 2Q(z) i okresl jego stopien, jezeli V(z) = 2z — 3, P(z) = 2 + 3,
Qz) =2® — 322 - 7.

Cwiczenie 15

Sprawdz, ktére zliczba = 0, b = 7, ¢ = 4 s3 pierwiastkami wielomianu W(af:) =23 — 722

Cwiczenie 16

Dla jakiej wartosci a wartos¢ wielomianu W (z) = z° — 5z° + (a2 — l)x — 7 dlaargumentu z = 2 jest réwna 1.
Cwiczenie 17

Dla jakiej wartosci a wielomian W (z) = azd — (55— a):v2 — a?x przyjmuje dla argumentu —1 taka sama wartos¢ jak

wielomian P(z) = 5z* + 7x?
Cwiczenie 18

Udowodnij, ze wielomiany P(z) = (22 — 9) (2% — 16) oraz Q(z) = (2? — & — 12) (2% + = — 12) przyjmuja taka sama
wartosc dla dowolnej liczby rzeczywistej .

Cwiczenie 19

Udowodnij, ze dla dowolnego z wartos¢ wielomianu W (z) = —z* +102? — 25 jest liczba niedodatnia.



Cwiczenie 20

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x takiej, ze |z| # \/5 wartos¢ wielomianu W(z) = —z% + 622 — 9 jest liczba
ujemna.



Réwnania stopnia trzeciego w postaci iloczynu

Poszukiwanie miejsc zerowych funkcji W sprowadza si¢ najczesciej do rozwigzania
réwnania W (z) = 0. Do tej pory rozwigzywali$my takie rownania, w ktorych W (z) byt
wielomianem stopnia pierwszego — wtedy otrzymywaliSmy rownanie liniowe. Jezeli W (x)
byl wielomianem stopnia drugiego, otrzymywaliSmy rownanie kwadratowe. Teraz dowiesz
sie, jak rozwigzywac niektore z rownan, w ktorych wystepuje wielomian stopnia wyzszego
niz dwa. Nie jest to zadanie tatwe. Dla dowolnych wielomian6w stopnia pigtego lub
wyzszego takie metody w ogoéle nie istnieja. Pokazemy wiec, jak mozesz sobie poradzic¢

w pewnych szczeg6lnych przypadkach.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownania:

e 22 4+64=0

Odejmujemy od obu stron réwnania liczbe 64 i otrzymujemy réwnanie > = —64. Jedyna

liczba spelniajgca to rownanie jest ¢ = v/ —64 = —4.
« 22° —162=0
2z = 162
zt = 81

Jedyng dodatnig liczbg, ktora spetnia to réwnanie, jest £ = +/ 81 =3, co wynika

z definicji pierwiastka. Zauwazmy, ze jezeli wyktadnik k potegi z* jest parzysty, to

z* = (—z)¥, co oznacza, ze jedli liczba 3 jest rozwigzaniem réwnania z* = 81, to réwniez
liczba —3 jest rozwigzaniem tego réwnania, bo (—3)4 = 3% = 81. Réwnanie ma zatem
dwarozwigzaniax = 3 oraz x = —3.

e 204+64=0.
Zauwazmy, ze to rownanie jest sprzeczne, gdyz lewa strona tego réwnania jest suma
nieujemnejliczby x° oraz 64. Jest wiec nie mniejsza niz 64 dla dowolnejliczby z. Nie
moze wiec rownac sie 0.
Twierdzenie: Rozwigzanie réwnania " = a

Dla liczby naturalnej dodatniejn, wigekszejod 1, oraz liczby rzeczywisteja # 0 réwnanie

" = ama

« jedno rozwigzanie rowne z = {/a, gdy n jest liczbg nieparzysta,
o dwarozwigzaniaréwne x = {/a oraz = —</a, gdy n jest liczbg parzystg oraz a jest
liczbg dodatnig,




e zerorozwigzan, gdy n jest liczba parzystg oraz a jest liczbg ujemna.
Przyktad 2

4 — 2% — 5 = 0 jest rbwnaniem sprzecznym.

4

Udowodnij, ze rownanie —x

Zauwazmy, ze lewa strona rownania jest suma niedodatniejliczby —x
2

, niedodatniej
liczby —z* oraz ujemnejliczby —5, wiec jest liczbg ujemna. Nie moze wigc by¢ rowna 0.
Przejdziemy teraz do rozwigzywania rownan, ktorych jedna ze stron jest iloczynem
wielomianow, a druga strona jest rowna 0. Bedziemy tu korzystac z faktu, ze iloczyn jest
rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjeden z czynnikow tego iloczynu jest rowny
0.

Przyktad 3

Rozwigzemy roOwnania
e z(zx—4)(x+2)=0

Lewa strona rownania jest iloczynem trzech czynnikow. Jesli iloczyn ten rowna sie zero,
to co najmniejjeden z czynnikow jest rowny zero, czyliz = 0lubz —4 =0lubz 42 =0
. Stad wynika, ze rOwnanie ma trzy rozwiazania ; = 0, o = 4 oraz z3 = —2.

e (2 —16)(22> + 9z —5)(z* +4) =0

W tym rownaniu takze lewa strona jest iloczynem trzech czynnikow, a prawa strona jest
rowna zero. Tak jak poprzednio wnioskujemy, ze co najmniejjeden z czynnikéw musi by¢
rowny zero, czyli 22 — 16 = 0lub 222 + 9z — 5 = 0 lub z* + 4 = 0. Rozwigzujemy
kolejno otrzymane rownania.

x? — 16 = 0 przeksztalcamy rownowaznie, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia,
do rownania

(x —4)(x+4)=0
Stad z — 4 = 0lub z 4+ 4 = 0. Otrzymujemy wi¢c dwa rozwigzania ; = 4 oraz x5 = —4.
2024+ 9z —5=0

jest rownaniem kwadratowym, ktorego A = 121. Réwnanie to ma wiec dwa rozwigzania

i ::-:gfll ::—-5
oraz
py= = = 1
zt4+4=0

zgodnie z podanym wczesniej twierdzeniem, nie ma rozwigzan.
Zatem rozpatrywane roOwnanie ma cztery rozwigzaniax; = 4,y = —4, 3 = —5 oraz



_ 1
1134—5.

Teraz pokazemy, jak niektore rownania doprowadzi¢ do takiej postaci, jakg miaty rownania

omawiane w poprzednim przyktadzie.
Przyktad 4

Rozwigzemy réwnanie z° + z? — 6z = 0.
Wylaczajgc x przed nawias, otrzymujemy réwnanie
w(m2—|—x—6) =0,
ktorego lewa strona jest iloczynem dwoch czynnikow, a prawa jest rowna zero. Zatem co

najmniej jeden z tych czynnikéw jest rowny zero, czyli z = 0 lub 2 +z — 6 = 0.
Rozwigzujemy drugie rownanie.

A=1>—4-(-6)=25

Poniewaz A > 0, wiec rownanie to ma dwa rozwigzania x; = _12_5 = —J oraz

To = % = 2. Rozwigzywane rownanie ma wiec trzy rozwigzania 1 = 0, z2 = —3 oraz
T3 — 2.

Przyktad 5

Rozwigzemy roOwnanie

xt —8x24+16=0

Zauwazmy, ze lewa stron¢ mozemy zapisac, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia,
w nastepujacy sposob

(a:2 — 4)2 =0
Korzystajgc ze wzoru na roznice kwadratow, otrzymujemy kolejno
(z—2)(z+2)*=0
(z—2)°%(z+2)°=0

Stad wnioskujemy, ze (z — 2)> = 0lub (z +2)> = 0,czyliz — 2 = 0lubz + 2 = 0.
Zatemz = 2lubx = —2.
Przyktad 6

Rozwigzemy rOwnanie
' — 2> -8z +8=0

Zeby rozwigza¢ to robwnanie, pogrupujemy wyrazy. W tym celu wytgczmy przed nawias
x3 z dwoéch pierwszych wyrazoéw oraz —8 z dwoch ostatnich. W ten sposéb otrzymamy




rownanie rownowazne
3(x—1) —8(z—1) =0,

w ktorym lewa strona jest roznicg dwoch iloczynow. W kazdym z tych iloczynow
wystepuje wspoélny czynnik (z — 1). Gdy wylgczymy go przed nawias, otrzymamy
roOwnanie

(z—1)(z* —8) =0

W ten sposob otrzymali$Smy rownanie, ktorego lewa strona jest iloczynem dwoch
czynnikow, a prawa jest rowna zero. Stad otrzymujemy z; — 1 = 0lub z® — 8 = 0.
Pierwsze rownanie spetnia jedynie liczba z = 1. Drugie réwnanie przeksztalcimy do
postaci 3 = 8. Jedyna liczba, ktora spelnia to rownanie, jest 2o = V/8 = 2. Ostatecznie
otrzymaliSmy dwa rozwigzania 1 = 1 oraz z2 = 2 rozwigzywanego rownania.

Cwiczenie 1
Potacz w pary.

x3 —5z? + 7z — 3 (x —1)%(z — 2)
2% — 422 + 5z — 2 (z +1)%(z —2)
3z — 3 (x —1)%(z — 3)
2% — 3z — 2 (z - 1)(z — 2)(z — 3)
23 — 622 4+ 11z — 6 3(x? —1) (22 +1)
z? —1 (z—1)(z+1)

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Dane sg wielomiany:
W(a:) =2> -3z
P(z) = 23 + 5a?.
Q(ar:) = z* + 322
R(x) = 5z

Potacz w pary dziatania na wielomianach z odpowiadajgcymi im wynikami.

5x® — 1522
—zt + 23 + 222
z3 + 622 — 3z
z? + 2z
—xzt — 222 — 3z

bzt + 25z3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3
Potacz w pary wielomian z jego stopniem.

6

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

P(z) — Q(x)
W(z) + R(x)
W(z) - Q(z)

W(z) - R(z)

(z + 4)%(z — 4)?

2 (z — 2) (¢ — 3)°
(x —1)(z+2)(z+ 3)
(22 — 1)8(z + 2)
2z + 2)(z — 3)
(m2 + 5) (22 +4)°
z(z* + 3)°

2z(z + 2)3(z + 5)



Cwiczenie 4
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Dane sa wielomiany W(z) = (x — 3)(x + 1), V(z) = (z — 3)(z — 1). Wtedy réwnanie
W(z)-V(xz) =0ma

() 2rozwiazania

() 4rozwigzania

() 1rozwigzanie

() 3rozwiazania

Cwiczenie 6

Liczby 1, 2, x3 sa rozwiazaniami réwnania (z + 1)(z + 2)(z + 3) = 0. Jezeli
r1 < x2 < x3,t0

1 =22+ 3

1Ty < T3

2:131 + Xy = —4

o O O O

T3 = X1+ X2



Cwiczenie 7

Woybierz réwnanie, ktére ma dwa rézne rozwigzania catkowite.

O z(z?—4)=0
O z(z—-3)(2z+1)=0
O @A -9 =0

O zt-2=0

Cwiczenie 8

Liczby —1 i 3 sg jedynymi rozwigzaniami réwnania

O (22—22-3)(z—3)=0
O 5z—1)(z+3)=0
O (a?-2z+1)(z-3)°>=0

O 2z(z*—2z-3) =0

Cwiczenie 9

Réwnanie z° — 9 = 9z — 2% ma doktadnie
() trzyrozwigzaniaz = -3,z = -1,z =3
() czteryrozwigzaniazy = —3, 20 = -1, 23 = 1,24 =3
() dwarozwigzaniaz =1,x= 9

() jedno rozwiazaniez = 1



Cwiczenie 10

Wielomian W (z) = z(z — 1)(z — 3) — (3 — 2) mozna zapisa¢ w postaci
W(z) = (z—3) (22 —z+1)

W(z) = z(z — 1)(z — 3)(3 — z)

W(z) = (z —3)(z* —z — 1)

o O O O

W(z)=(3—z)(z—1)°

Cwiczenie 11

Réwnanie 3z* — 22 = 0 mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej

O 22Bz—-1)7=0

O 2?(Bz—1)(3z+1)=0
O (\/gx— 1) (\/gac—l—l)xz =0

O a:(\/ga:—l)(\/ga:Jrl):O



Cwiczenie 12

Rownanie —4z* — 62% + 1822 = 0 mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej

O —2z*(2z-3)(z—3)=0
(O —222(2z—3)(z+3)=0
O 22*2z —3)(z+3) =0

O 22*2z+3)(z—3)=0

Cwiczenie 13

Liczba wszystkich rozwiazan réwnania x> (2:1:2 — 7) (a:2 + 16) = 0 jest rowna

trzy

cztery

o O O

piec

() dwa

Cwiczenie 14
Rozwigz rownanie.
1.223 —432 =0

2.5 1160 =0



Cwiczenie 15

Rozwiagz rownanie.

.32 —48 =0
2.2 -27=0
3.528 +20=0

Cwiczenie 16
Rozwigz réwnanie.
1.72%(z +3)*(3z — 1) = 0
2. (422 + 4z + 1) (22 4+ 10) = 0

3. (162 — 9) (252 — 1) =0

Cwiczenie 17

Oblicz taka wartos¢ m, dla ktérej rownanie (z — 3)(3z + m) = 0 ma tylko jedno
rozwigzanie.

Cwiczenie 18

lle rozwigzan ma réwnanie (a:4 — 16) (562 + 3x — 10) =0?



Cwiczenie 19
Rozwiagz rownanie.
1Lzt — 823+ 162> =0
2283 —2 -2 =0
3.2t — 52® + 722 =0
Cwiczenie 20
Rozwigz réwnanie.
La*+222—2-2=0
2.2t + 623 +22+62=0
3.32° + 42> — 62 —8=0
4.2° — 322 -4z +12=0
Cwiczenie 21
Uzasadnij, ze iloczyn pierwiastkéw réwnania 22+ 222 — 9z — 18 = 0 jest dodatni.
Cwiczenie 22
Uzasadnij, ze suma rozwiazan réwnania z°° + 22 = 502* 4 50 jest liczba catkowita.
Cwiczenie 23

Przez jaki wielomian trzeba pomnozy¢ wielomian W (x) = z2 — 4, zeby otrzymac¢ wielomian
V(z) = 2° — 42> — 222 + 8?



Cwiczenie 24

Udowodnij, ze jezeli liczba 2 jest rozwigzaniem réwnania
(z—2)°(z+7) — z(z* — ax + a) = 0, to réwnanie to nie ma wiecej rozwiazan.



Wyrazenia wymierne. Rbwnania wymierne

Wyrazenia wymierne

Rozwazajac zalezno$ci miedzy roznymi wielko$ciami, mamy do czynienia rowniez z takimi,
w ktorych wystepuja wyrazenia wymierne. Na przyktad warto$¢ predkosci sredniej
obliczamy jako iloraz drogi i czasu, w ktorym ta droga zostata przebyta.

Przyktad 1

Miejscowosci A i B s odlegle o 154 km. W potowie drogi miedzy nimi znajduje si¢
miejscowos¢ C. Rowerzysta przejechat droge z A do C, przy czym warto$¢ jego Sredniej
predkosci na trasie z A do C byta 0 6 km /h wieksza niz warto$¢ éredniej predkosci na
trasie z C'do B.

Przyjmujac, ze warto$¢ Sredniej predkosci tego rowerzysty na trasie z C' do B byla rowna
v km/h, wyrazimy za pomoca v warto$¢ jego $redniej predkosci na catejtrasie z A do B.
Z warunkow zadania wnioskujemy, ze czas t; (w godzinach) przejazdu rowerzysty z A do

Cto

_m
ty = v+6

Natomiast czas t2 (W godzinach) jego przejazdu z C' do B to

77
t2:T

Zatem $rednia predkos¢ V tego rowerzysty na trasie z A do B jest réwna

154
V= 14

77 i
v+6 + v

Wyrazenie to przeksztalcamy nastepujaco

154 154 _ 154(v+6)v _ 154(v+6)v _  (v+6)v
T T T i) T 77(vtu+6)  T72(v+3) T v+3
v+6 v (’U+6)’U
Wobec tego
_ (v+6)v
V= v+3

W powyzszym przykladzie przy zapisie czasow t; i ty oraz predkosci Sredniej V wystgpity

77 T _ (vt6)v
v+6’t2 - T’V_ v+3

w postaci ilorazu, a w mianowniku kazdego z tych wyrazen wystepuje zmienna v.

wyrazenia wymierne t; = . Kazde z nich jest zapisane
Zauwazmy, ze dla kazdejwartosci v (ktora jako wartos$¢ predkosci jest dodatnia),
wyrazenia te sg okreslone. Gdyby na przyklad ten rowerzysta jechat z C do B ze $rednia
predkoscig v = 22 km/h, to jego $rednia predkosc¢ na trasie z A do C bytaby rowna




28 km/h, a $rednia predkosc na catejtrasie z A doB— V = 222km /h = 24,64 km/h.
Nie jest to, jak wida¢, srednia arytmetyczna wartos$ci predkosci na trasachz Ado Biz B
do C.

Przyktad 2

Rowerzysta przejechat droge z A do B. W potowie drogi miedzy miejscowosciami A i B
znajduje sie miejscowos¢ C. Przyjmujac, ze na trasie z A do C rowerzysta jechat ze
$rednig predkoscig vikm /h, a na trasie z C do B - ze $rednig predkoscig v km/h,
zapiszemy wartos$¢ jego $redniej predkosci na catejtrasie z A do B.

Oznaczmy przez s droge z A do B.

Z warunkoéw zadania wnioskujemy, ze czas t1 (w godzinach) przejazdu rowerzysty z A do
Cto

S
— 2 _ _S
tl_v1_2v1

Natomiast czas t; (w godzinach) jego przejazdu z C' do B to

_ 3 _ s
t2_’l)2_2’l)2

Zatem $rednia predkos¢ V tego rowerzysty na trasie z A do B jest réwna

V = S _ s _ s 8211y
T ottty T gt 2 T s(vitug) ?
21)1 21)2 21.111.)2 ( 1 2)

czyli wyraza si¢ wzorem

— 2uvs
V T v1tve
Liczba % to tzw. Srednia harmoniczna liczb dodatnich v1, vs.
Przyktad 3

Wielkos¢ dodatnia a jest wyrazona w zaleznoS$ci od wielkosci dodatnich bi ¢
nastepujgcym wzorem

3bc
b+2c¢

a =
Przyjmujac, ze to jest mozliwe, wyrazimy

1. bw zaleznosciod aic
2.cwzaleznosciod aib

Przeksztalcamy dany wzor do postaci a(b + 2¢) = 3 bc, stad ab 4 2ac = 3 bc. Zatem

1. 2ac = 3bc — ab, awiec b+ (3c — a) = 2ac, co oznacza, ze b = 22, gdy 3c — a # 0.

2.ab = 3bc — 2ac, awiec ¢ - (3b — 2a) = ab, co oznacza, ze ¢ = 3bal°2a , gdy

3b — 2a # 0.




Réwnanie wymierne

Rownaniem wymiernym z niewiadoma  nazywamy réwnanie, ktore mozna sprowadzi¢ do
postaci

Wi(z)
WQ(.’B) _ 0

gdzie W1, W» sa wielomianami, przy czym W3 jest wielomianem co najwyzej pierwszego
stopnia

Wa(x) #0
Rozwigzemy kilka takich rownan.
Przyktad 4
Rozwigzemy roOwnanie
2 1
3z+1 ~ 8

Wyrazenie ?jﬁ, zapisane po lewej stronie rownania, jest okreslone, gdy x # —%.

Mnozymy obie strony danego réwnania przez 8 - (3z + 1) bo 8 @ (3z + 1) # 0, stad
3r+1=2-8

Oznacza to, ze 3z = 15, czyli x = 5. Dla tej warto$ci x obie strony réwnania s okreslone,
wiec liczba b jest szukanym rozwigzaniem danego rownania.

Uwaga. Po zapisaniu warunku x # — % mozna skorzysta¢ z wlasnosci proporcji i w ten
sposob przeksztalci¢ rownowaznie dane rownanie do postaci

3z+1=2-8
Przyktad 5
Rozwigzemy roOwnanie
2__ 3
z+1 = z-2

i wi2 sa okreslone, gdy x # —1iz # 2.

2
z+1
Poniewaz (z + 1)(z — 2) # 0, to mnozymy obie strony danego réwnania przez
(x+1)-(z—2),stad

Wyrazenia zapisane w rownaniu:

2z —2) = 3(z + 1)




Otrzymujemy 2z — 3z = 3 + 4, czyli —7. Dla tej wartosci x obie strony rOwnania s
okreslone, wiec liczba x = —7 jest szukanym rozwigzaniem danego rownania.
Przyktad 6

Rozwigzemy roOwnanie

z+1 _ 3z—8
z—5 = 2z+8

Wyrazenia zapisane w rownaniu: “51) i

2m+8 sq okreslone, gdy x # bix # —4.
Mnozymy obie strony danego rownania przez (z — 5) - (2z + 8), stad

(2z+8)(z+1) = (z —5)(3x — 8)
Wobec tego
222 + 10z + 8 = 322 — 23z + 40
r? —33z+32=0

Poniewaz wyréznik tego rownania jest dodatni: A = 332 — 4 - 32 = 961 = 312, wiec
rownanie ma dwa rozwigzania:

T, = —33;31 = loraz xs = —33;31 = 32.
+1 328
5 = 2218 M4
dwa rozwigzania: 1 oraz 32.
Przyktad 7
: . :
Uzasadnimy, —5 =2z — 3.

Wyrazenie —*5 jest okreslone, gdy « # 1.
Mnozymy obie strony danego rownania przez liczbe  — 1 r6zng od zera, stad

z=2z—-3)(z—1)
Wobec tego
r=2x>—-3xz—2z+3
202 — 6z +3=0

Wyrdéznik tego réwnania jest dodatni: A = 36 — 24 = 12, wiec réwnanie ma dwa

rozwigzania.
Poniewaz v A = 24/3 jest liczba niewymierna, to kazde z tych rozwigzan
o 6—3\/5 :%—éoraz:czz 6+2\/_ _ 2 i \/_
= 2:13 — 3 nie ma rozwigzan w zbiorze
liczb catkowitych.

Przyktad 8



4 3z—2

.. , . 2 .
Rozwigzemy rownanie e OEr) — 2@ T 21
Wyrazenia (x_l)z(m Ty x(x4+1) i ;E‘;:%) zapisane w rownaniu sg okreslone, gdy

x#0,zF#1lix# —1.
Mnozymy obie strony danego rownania przez z e (x + 1) @ (x — 1) wyrazenie rézne od
zera, stad

20 =4(x — 1)+ 3z — 2)(z + 1)
Wobec tego
2 = 4 — 4+ 322 — 22 + 3z — 2
322 +3z—-6=0
?+zx—-2=0

Poniewaz wyréznik tego rownania jest dodatni: A = 12 — 4 e (—2) = 9 = 32, wiec
rownanie ma dwa rozwigzania

T1 = —S3orazzy = =52 =1
Tylko dla wartosci £ = —2 obie strony rownania (a:—l)2(a: 1y = m(wil) + ;Zﬁj) sa
okreslone, wigc to rownanie ma jedno rozwigzanie: z; = —2.
Przyktad 9
Rozwigzemy rownanie 1 + 1 + 1 =L
qzemy @-N)@z-1) | (@D@+2) © (@t2)(a+s) _ 12°

Na poczatku odnotujmy, Ze wyrazenia zapisane po obu stronach danego rownania s3a
okre$lone, gdyxz # 4,z # 1, # —2,x # —5.
Przedstawimy dwa sposoby rozwigzania tego rownania.

e Sposob [

Przeksztalcamy lewg strong¢ rownania. Dodajemy wyrazenia w parach: najpierw pierwsze
do drugiego, a nastepnie otrzymang sume z trzecim:

z+2 z—4 1 _ 1
((w—4)(w—1)(z+2) + (m—4)(m—1)(w+2)) T oen T

2(z—1) 4 1 _ 1
(z—4)(z—1)(z+2) (z+2)(z+5) — 12

Pierwszy utamek mozemy skroci¢,box — 1 # 0

2 1 1
@ D@2 T @) 12

2(z+5) + z—4
(z—4)(z+2)(z+5) (z—4)(z+2)(z+5)

L
2

3(z+2) 1

@) (z+2)(z15) _ 12




3 _ 1

(@-9)(+5) — 127
Stad
(x —4)(z+5) = 36,
czyli
z? +x — 56 = 0.
Otrzymane rownanie ma dwa rozwigzania: x1 = 7 oraz z2 = —8. Dla tych wartosci x obie

strony danego rownania sg okreslone, zatem sg to jedyne rozwigzania danego rownania.
e sposob II

Zauwazmy, ze roznice wyrazen zapisanych w mianownikach kazdego z trzech utamkow
stojacych po lewej stronie rownania sg state i rowne 3. Wykorzystamy ten fakt do
przeksztalcenia rownania. Pomnozymy najpierw obie strony rOwnania przez 3:

3 3 3 1

e DD T T ey T @oEs) - 4

Nastepnie zapiszemy w liczniku réznice wyrazen z mianownika

(z—1)—(z—4) (z+2)—(z—1) (z+5)—(z+2) 1
e Oe1) T w2 T @roes) - 4

Kazde z trzech wyrazen zapiszemy jako roznice dwoch utamkow

(z—1) . (z—4) + (z+2) . (z—1) + (z+5) - (z+2) _ 1
(z—4)(z-1) (z—4)(z-1) (z—1)(z+2) (z—1)(z+2) (z+2)(z+5) (z+2)(z+5) 4

a po skroceniu otrzymanych utamkow uporzadkujemy lewa stron¢ rownania

1 1 1 1 1 1 1
z—4  z—1 + z—1  x+2 + z+2  z+5 4
1 1 1
r—4 z+5 T 4

Po pomnozeniu obu stron otrzymanego réwnania przez 4(z — 4)(x + 5) otrzymujemy:
4(z+5)—4(x—4)=(x+5)(z —4)
4z + 20 — 4z + 16 = 22 + 5z — 4z — 20
> +x—56=0

Jak wiemy z rozwigzania poprzednim sposobem, to rbwnanie ma dwa rozwigzania:

x1 = 7 oraz o = —8. Sa to jedyne rozwigzania rownania
1 + 1 + 1 _ 1
@—8)(z-1) ' (@1 (a+2) ' (@+2)(=+5) 12

Przyktad 10



Rozwigzemy roOwnanie

=0

1 1 1 1
2x+3 + 2x+4 + 2x+5 + 2x+6

Wyrazenia zapisane po obu stronach danego réwnania s3 okreslone, gdy
3 5
TF -5, TF -2, F —5,TF 3.
Przeksztalcamy lewa strone rownania. Dodajemy wyrazenia parami: pierwsze do
ostatniego, a drugie do trzeciego:

2+6+22+3 4 2z+5+42z+4 —0
(22+3)(2z+6) (2z+4)(22+5)

Stad

4x+9 4x+9 _
2213)(2e76) T @ard)ars) — 0

1 1
(4z +9) ( @13)2z16) T (2$+4)(2m+5)) =0

awiec4dx +9 =01Iub o +3)1(2m 0 + (2a;+4)1(2w+5) =0

Rozwigzujac rownanie o +3)1(2$ o T +4)1(2x 5 = 0, otrzymujemy

1 ~1
(22+3)(2z+6) — (2x+4)(2z+5)

(2z +4)(2z +5) = — (22 + 3)(2z + 6)

422 +18x+19 =10

stad 1 = —% — %,wz = —% + %. Zatem rownanie ma dwa rozwigzania: —% — %
9 , V5

oraz vy + 3 -

Cwiczenie 1

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

1
z+1

Wyrazenie + ﬁ jest rowne

O e
O wres
O @i
O =
Cwiczenie 3

Rozwigzaniem réwnania 2;:31 = %jest liczba

O 11



Cwiczenie 4

. . (z4+2)(z—1)
Réwnanie =D (@=2) 0

ma doktadnie jedno rozwigzanie
ma doktadnie dwa rozwigzania

ma doktadnie trzy rozwigzania

o O O

() nie ma rozwiazan
Cwiczenie 5

Wspolnym pierwiastkiem rownan 22=% = () oraz

(z—3)(z+1)
rz+1 r—

F = 0 jest liczba

O 3
O 5
O 1

O -1



Cwiczenie 6

Jedli z =

o O O
I

_ 2—z
O = 3yz
Cwiczenie 7

Rozwiazaniem réwnania ﬁ—f% = ””;4 jest liczba

O 2

O 3

O 4

O 1



Cwiczenie 8

z2—16
z2+1

2 +4x
z+2

Wspolnym pierwiastkiem réwnan = 0 oraz = 0 jest liczba

O 0

O 2

O -4

O 1

Cwiczenie 9

2
- I )
Réwnanie = 0

ma doktadnie jedno rozwigzanie

ma doktadnie trzy rozwigzania

nie ma rozwigzan

o O O O

ma doktadnie dwa rozwigzania



Cwiczenie 10

Rozwiagz rownanie.

1 7T _ 6
-2 T z+3
3 _ 1
2. z—5 = z+4
3 12 _ 5

* 7x+10 T 3z+4

7 _ 5
4. 4-3x = 12z

Cwiczenie 11

Rozwigz rownanie.

1 r _ z—1
o+l T ozt

2 8x+9 _ T2z
c 11-4x — z+3

3 Jz—4 __ 7—6x
*2—x  2z+5

Cwiczenie 12

Wielkosci z, y faczy zalezno$¢ xy + 2z — 3y + 5 = 0. Wyraz

1. z w zaleznosci od y i ustal, dla jakich y otrzymane wyrazenie jest okreslone

2.y w zaleznosci od z i ustal, dla jakich & otrzymane wyrazenie jest okreslone



Cwiczenie 13

Wielkosci dodatnie a, b, ctaczy zalezno$¢ a = %

. Wyraz
1.bw zaleznosciod aic
2.cw zaleznosciod aib

Cwiczenie 14

Rozwigz réwnanie.

1. mﬁl =xz+4

2. % =4x -7
Cwiczenie 15

Rozwigz rownanie.

2 2¢+5 __ bxr+12
Cr—4

3 3x+1 9x—29
r+4 4r—11

Cwiczenie 16

Rozwiaz rownanie.

4 6 __ bx+ll
L z+3 + z—3 = z2-9

3 4  _ Tz+2
2'x—0—2+w—2_ 2.4

R | z—1 -1



Cwiczenie 17

Rozwiagz rownanie.

1 4 7 _ 11246
k2 2—x =~ x2-4

2 z x4 _ 2-b6z
Cozt+2 2—x —  z°—4

3 z+1 =2 _ 2z—12
" z+3 z-3 = z2-9

Cwiczenie 18

Uzasadnij, ze zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania

Cwiczenie 19

Uzasadnij, ze zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania

Cwiczenie 20

Rozwiagz rownanie.

1 2 5 _ _z+4

* (z-3)(z+3)  z(z-3) — =z(z+3)

z(z—2) = z(x+5)

3

2x
-

x

7 =

z+1

4x + 3.

=3z — 2.



Cwiczenie 21

Rozwiagz rownanie.

1 1 1 1
L z+1 + 42 + z+3 + r+4 =0

1 1 1 1
2, 2z—5 + 2z—1 + 2z+3 + 20+7 T 0

Cwiczenie 22

Rozwiaz réwnanie i + Grgersy T EEEr — 10
Cwiczenie 23
Rozwigz rownanie.
L o5 T o9 T oo T eroey — 3
2 ee gt EeeEn T e T eoeE = b



Zastosowanie rownan wymiernych do interpretacji
zagadnien praktycznych

Praca i czas potrzebny na jej wykonanie

W ponizszych przyktadach prezentujemy zadania tekstowe dotyczace pracy i czasu
potrzebnego na jej wykonanie.

Przypomnijmy, ze praca to miara wysitku wtozonego w wytworzenie danego dobra,

a efektem pracy jest pewna warto$¢ ekonomiczna; w ponizszych zadaniach jest to
zazwyczaj wykonany towar lub ustuga.

Przez wydajnos¢ pracy bedziemy rozumieli warto$¢ produkcji wytworzonejw okreslonym
czasie (najczesciejw jednostce czasu, np. w ciggu jednego dnia, w ciggu jednej godziny).
W rozpatrywanych ponizej przykladach i zadaniach zakladamy, ze Srednia wydajnos¢
wykonywanej pracy przez opisanych w zadaniu robotnikow, firmy, automaty itp. nie
zmienia si¢ wraz z uplywem czasu.

Przyktad 1

Dwie firmy: firma A i firma B otrzymaly do wykonania pewna prace. Firma A
samodzielnie wykonataby te prace w ciagu 5 dni, a firma B sama wykonalaby te¢ prace
w ciggu 20 dni. W ciagu ilu dni wykonatyby te prace firmy A i B, pracujac razem?

Z tresci zadania wynika, ze firma A wykonywataby dziennie % zaplanowanej pracy,

afirma B - 2—10 tej pracy. Oznacza to, ze razem wykonywataby dziennie

1 1 5

+tsg =55 = % calej pracy. Zatem pracujgc razem, wykonatyby cala te prace w ciagu

Przyktad 2

W firmie $wiadczacej ustugi obrobki plastycznejsa dwa rozne automaty, ktore ttocza
plastikowe pojemniki o takiej samejwielkosci i takim samym ksztalcie. Firma przyjeta
zlecenie wykonania pewnejliczby takich pojemnikow. Gdyby oba automaty pracowaty
razem, to zlecenie zostatoby wykonane w ciggu 4 godzin. Gdyby za$ najpierw potowe
tych detali wytloczyt pierwszy automat, to drugi, do zakonczenia zleconej pracy musiatby
pracowac jeszcze przez 6 godzin. W ciggu ilu godzin pierwszy automat wyttoczytby
wszystkie pojemniki?

Poniewaz drugi automat w ciggu 6 godzin wykonat potowe zleconej pracy, wiec na
wykonanie wszystkich pojemnikow potrzebuje 12 godzin. Zatem w ciggu godziny
automat ten wykonuje % wszystkich pojemnikow.

Z tresci zadania wynika, ze oba automaty w ciggu godziny wykonuja % catej pracy, co

oznacza, ze pierwszy automat wykonuje w tym czasie % — 11—2 = 12—2 = % wszystkich




pojemnikow. Wobec tego pierwszy automat wyttoczytby wszystkie pojemniki w ciggu 6
godzin.

Przyktad 3

Firma budowlana planowata w ciggu 10 dni wykona¢ prace wykonczeniowe

w budowanym bloku mieszkalnym. W tym celu zatrudnita dwa zespoty robotnikow:
zespot A i zespot B. Po 4 dniach od rozpoczecia wspolnej pracy zespot A zrezygnowal
z udzialu w tym przedsiewzieciu, wiec zespot B sam dokonczyt te prace, na co
potrzebowat jeszcze 9 dni. W ciggu ilu dni kazdy z tych zespotow wykonalby te prace
samodzielnie?

Z tresci zadania wynika, ze w ciggu 4 dni wspolnej pracy zespoty wykonaty 4 - cale]
pracy. Do wykonania zostato jeszcze 160 calejpracy, ktorg zespot B wykonal w mqgu 9
dni. Zatem zesp6t B wykonywal w ciggu jednego dnia 1—60 . % = 11—5 catejpracy, czyli
samodzielnie wykonatby cate zamowienie w ciggu 15 dni. Oznacza to, ze zespot A
wykonywatl w ciggu jednego dnia 1—10 — % = % calej pracy, czyli wykonatby
samodzielnie calg te prace w ciggu 30 dni.

Przyktad 4

Dwie firmy A i B podjety sie wyprodukowac¢ wspolnie w ciggu 12 dni ustalong liczbe
jednakowych okien. Firma A po dwoch dniach wycofala si¢ z udziatu w realizaciji
zamoOwienia, wiec pozostatg czes¢ okien wyprodukowata firma B. W ciggu ilu dni zostato
wykonane zamowienie, jezeli dzienna produkcja firmy B stanowi < d21ennej produkciji
firmy A?

Oznaczmy przez a - liczbe okien, ktore w ciggu jednego dnia produkuje firma A. Wtedy
dzienna produkcija firmy B to %a, a obie firmy produkujg razem a + %a = %a okien
dziennie.

Poniewaz wedlug planu cate zam()wienie miato by¢ wykonane przez obie firmy w ciggu
12 dni, wigc do wykonania byto 12 - a = 20a okien.

W ciggu dwoéch dni obie firmy wykona}y razem 2 - 2a = £ a okien. Zatem firmie B
pozostato do wykonania 20a — ? a= ? a okien.

Pomewaz dzienna wydajnos¢ firmy B to ga, wiec firma B wykona t¢ prace w ciagu

%0 a: a = 25 dni.

Oznacza to, ze cale zamoOwienie zostato wykonane w ciaggu 27 (dni).

Przyktad 5

Dwa zespoty robotnikow: A i B maja wykona¢ pewna prace. Zespot A samodzielnie
wykonatby te prace o 7 dni szybciejniz pracujacy samodzielnie zespot B.

Przyjmujac, ze z to liczba dni potrzebnych zespotowi A na samodzielne wykonanie tej
pracy, wyrazimy za pomoca z t¢ cze$¢ pracy, ktora zostanie wykonana w ciggu jednego
dnia przez zespoly A i B pracujace razem.



Z warunkow zadania otrzymujemy, ze z + 7 to liczba dni, ktore zesp6t B potrzebuje na
wykonanie zleconej pracy.
Zatem

e zespOl A w ciggu jednego dnia wykonuje % catlej pracy,
1

* zespot Bw ciggu jednego dnia wykonuje —=

catej pracy.

1
z+7

Oznacza to, ze oba zespotly, pracujac razem, w ciggu jednego dnia wykonujg % +
calejpracy.
Sprowadzajac do wspolnego mianownika utamki, wyrazenie to zapiszemy w postaci

l_i_ 1 x4T4z 2247
x z+7 T z(z+7) T z(z+7)

1 1 2247
z ' z+T7 z(z+7) "

Zauwazmy, ze dla kazdejwartosci x (ktora jest liczbg dodatnig dni) wyrazenia te sa

W powyzszym przykladzie pojawity sie wyrazenia wymierne

okreslone.

Gdyby na przykiad w opisanej sytuaciji zespo6t A potrzebowal na wykonanie catejpracy 21

dni, to zespot B potrzebowalby na jej wykonanie 28 dni. Poniewaz 2—11 + 2—18 = %, wiec

oba zespoly, pracujac razem, wykonatyby calg prace w ciggu 12 dni.

z(z+7)
2z+7

liczbe dni potrzebnych do wykonania calej pracy przez zespoty A i B pracujgce razem.

Zauwazmy tez, ze w przedstawionej sytuacji za pomoca wyrazenia opisujemy

Przyktad 6

Dwa automaty, pracujgc jednoczesnie, wykonaty pewng prace. Pierwszy automat, aby
wykonac te prace samodzielnie, musiatby pracowac trzy razy dtuzej, a drugi - o godzine
dtuzej niz wtedy, gdy pracowaty razem. W jakim czasie kazdy z automatéw moze
samodzielnie wykonac te prace?

Oznaczmy przez x - czas (w godzinach), w ktorym oba automaty razem wykonaty prace.
Wtedy czas potrzebny pierwszemu automatowi i czas potrzebny drugiemu automatowi
na samodzielne wykonanie tej pracy to odpowiednio 3z oraz = + 1.

Zatem w ciaggu godziny:

e razem wykonaja % catejpracy,
e pierwszy wykona % calej pracy,
e drugi wykona %H catejpracy.

Otrzymujemy wi¢c rOwnanie

stad



(z > 0)

awiecz = 2.
Zatem pierwszy automat samodzielnie wykonatby prace w ciagu 6 godzin, a drugi -
w ciggu 3 godzin.

Przyktad 7

Dwie firmy wykonaty prace drogowe w ciggu 32 dni, przy czym najpierw potowe pracy
wykonala tylko pierwsza firma, a nastepnie reszte pracy wykonata tylko druga firma.
Gdyby obie firmy pracowaly razem, to wykonatyby te prace w ciggu 15 dni. Ilu dni
potrzebowatlaby kazda z tych firm na samodzielne wykonanie calej pracy?

Z treSci zadania wynika, ze wykonujac po potowie pracy, obie firmy pracowaly w sumie
32 dni, wiec suma liczb dni, w ciggu ktorych kazda z firm wykonuje calg prace, jest
rowna 64.

Oznaczmy przez z liczbe dni potrzebnych pierwszej firmie na wykonanie catej pracy,
wtedy liczba dni potrzebnych drugiej firmie na wykonanie catejpracy to 64 — z.
Oznacza to, ze pierwsza firma wykonuje dziennie % calejpracy, a druga 64;_3:.
Otrzymujemy wiec rOwnanie

1 1 _ 1
?+64—m—15

stad
15-(64—2)+15- 2 =z - (64 — x)
z? — 64z + 960 = 0

Rownanie to ma dwa rozwigzania: z; = 24 oraz £ = 40. Kazde z nich spelnia warunki
zadania.

Wynika z tego, ze jedna z tych firm wykonataby samodzielnie cate zlecenie w ciggu 24
dni, a druga - w ciagu 40 dni.

Przyktad 8

Automat do obrobki plastycznej wykonat 720 metalowych detali, pracujgc na nizszym
poziomie wydajnosci. Gdyby przestawic¢ ten automat na wyzszy poziom wydajnosci, to
w ciggu godziny bedzie wykonywat o 40 detali wieceji te sama liczbe detali wykona,
pracujac o 54 minuty krocej. W ciggu ilu godzin ten automat wykonat 720 detali?
Oznaczmy przez x czas, w ciggu ktorego automat wykonat wszystkie detale. Wtedy %
to liczba detali wykonanych przez ten automat w ciggu godziny.

Z tresSci zadania wynika, ze na wyzszym poziomie wydajnosci automat wytwarza



( 720

=+ 40) detali na godzineg, a do wykonania 720 detali potrzebowatby (:c — 1%)

godziny.
Otrzymujemy wiec rOwnanie

(z — 55) (Z% +40) = 720

T

stad
720 — 28 1 402 — 36 = 720
40z — 36 — 28 — ¢
102” — 9z — 162 = 0
Roéwnanie to ma dwa rozwigzania: z1 = 4% oraz ra = —3%. Tylko pierwsze z nich

spetnia warunki zadania.
Wynika z tego, ze automat wykonat 720 detali w ciggu 4,5 godziny.

Przyktad 9

Dwa zespoty robotnikow w ciagu 14 godzin wykonaty zlecone prace murarskie, pracujac
kolejno: najpierw tylko pierwszy, a nastepnie tylko drugi. Drugi zespo6t pracowat wtedy
% tego czasu, w ktorym pierwszy wykonat te prace samodzielnie. Gdyby oba zespoty
pracowaly razem, to wykonatyby te prace w ciggu 4 godzin. Illu godzin potrzebowatby
kazdy z tych zespotow, aby wykonac te prace samodzielnie?
Oznaczmy przez x - czas (w godzinach), w ktorym praca zostataby wykonana, gdyby
pracowat tylko pierwszy zespot.
Drugi zespo6t pracowat zatem przez %x godzin, a wiec pierwszy pracowat przez
(14 — 552) godzin.
Ponadto wiemy, ze oba zespoty, pracujgc razem, wykonatyby w ciggu godziny % calej
pracy i pierwszy zespot wykonatby w tym czasie % calej pracy, wiec drugi w ciggu
godziny wykonatby (% — %) zleconej pracy.
Wobec tego otrzymujemy rownanie

(s —3) + (14— g2) - 5 =1

z
stad
dhe - E=0
x? — 48z + 560 = 0

Rownanie to ma dwa rozwigzania: z; = 20 oraz o = 28. Oba spelniajg warunki zadania.
Mam wiec dwie mozliwosci:



1. z = 20, wtedy zespot pierwszy do wykonania catej pracy potrzebuje 20 godzin,
a drugi - 5 godzin,

2.z = 28, wtedy zespot pierwszy do wykonania catej pracy potrzebuje 28 godzin,
adrugi - 4 godzin i 40 minut.

Przyktad 10

Dwa rozne automaty wykonujg pewng prace. Gdyby pierwszy automat pracowat sam
przez 3,5 godziny, to do zakonczenia pracy oba automaty musiatyby pracowac razem
jeszcze przez 4,5 godziny. Drugi automat pracujgcy samodzielnie wykonuje te prace

w czasie o 7 godzin krotszym niz pierwszy. W ciggu ilu godzin kazdy z automatow moze
samodzielnie wykonac te prace?

Oznaczmy przez z - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat tylko
I automat. Wtedy (z — 7) to czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie
pracowat tylko II automat.

Stad

co prowadzi do rownania
22> — 39z + 112 =0

Rownanie to ma dwa rozwigzania: ¢; = 16 oraz x5 = 3,5. Tylko pierwsze z nich spelnia
warunki zadania. Wobec tego pierwszy automat moze samodzielnie wykonac te prace
w ciggu 16 godzin, a drugi — w ciggu 9 godzin.

Przyktad 11

Dwa automaty wykonaty pewng prace. Najpierw pracowat tylko pierwszy, a potem prace
dokonczyt drugi. Pierwszy automat pracowat wtedy % tego czasu, w ktorym drugi
automat moze wykonac calg prace.

Gdyby oba automaty pracowaly razem, to woéwczas wykonatyby calg prace w czasie o 6
godzin i 40 minut krotszym, przy czym pierwszy automat wykonatby % tej pracy, ktora
wykonatby wowczas drugi.

W jakim czasie kazdy z automatow moze wykonac te prace samodzielnie?

Oznaczmy:

przez x — czas (w godzinach), w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat
tylko pierwszy automat,

przez y - czas (w godzinach), w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat
tylko drugi automat.

Poniewaz w czasie wspolnej pracy pierwszy automat wykonuje % pracy, ktora wykonuje
drugi, wiec y = %a:.

W ciggu godziny pierwszy automat wykonuje % catej pracy, drugi - % catejpracy.



Zatem, kiedy automaty pracowatly jeden po drugim, to pierwszy automat wykonat

%y- % = % . %:c : % = % calej pracy.

Wobec tego drugi automat wykonat % catej pracy, wiec pracowat przez %y godzin.
Oznacza to, ze cata praca zostata wykonana w ciggu

%y + %y = %y godzin.

Stad, wynika, ze gdyby oba automaty pracowaty razem, to wykonatyby calg prace w ciggu
(%y — %) godzin.

Zatem

8xr — 60 = 4x
r =15

Oznacza to, ze pierwszy automat samodzielnie wykonatby te prace w ciaggu 15 godzin,
a drugi - w ciaggu 12 godzin.

Cwiczenie 1

Firma budujaca pewien odcinek autostrady zatrudnita do prac geodezyjnych trzy zespoty:
G1, G2iG3. Zespdt G1 wykonatby te prace w ciggu 12 dni, zespét G2 - w ciggu 15 dni,
a zespot G3 - w ciggu 60 dni. W ciggu ilu dni zostang wykonane prace geodezyjne, gdy
wszystkie trzy zespoty beda pracowac jednoczesnie?

Cwiczenie 2

Do wykonania pewnej pracy mozna uzy¢ kazdego z dwdch automatéw. Pierwszy z nich
samodzielnie wykonuje te prace w ciggu 4 godzin, a drugi - w ciggu 5 godzin. Oba automaty
wiaczono do wspdlnej pracy na 2 godziny. lle czasu potrzebowatby kazdy z tych automatow,
zeby dokonczy¢ prace samodzielnie?



Cwiczenie 3

W firmie $wiadczacej ustugi obrébki plastycznej pracuja trzy rézne automaty, ktére ttocza
metalowe detale. Firma przyjeta zlecenie wykonania pewnej liczby takich detali. Gdyby
automaty pracowaty oddzielnie, to pierwszy z nich wykonatby zlecong liczbe detali w ciggu 16
godzin, drugi - w ciggu 10 godzin, a trzeci - w ciggu 24 godzin. Do wykonania tej pracy
najpierw wtaczono na 2 godziny tylko pierwszy automat, nastepnie drugi pracowat sam przez
5 godzin. lle godzin musiat potem pracowac trzeci automat, zeby dokonczy¢ zlecong prace?

Cwiczenie 4

Do wykonania pewnej liczby detali mozna uzy¢ kazdego z dwéch automatow. Oba automaty,
pracujac jednoczesnie, wykonatyby te liczbe detali w ciggu 4 godzin. Gdyby pierwszy pracowat
samodzielnie przez 5 godzin, to oba automaty, aby wykona¢ wymagang liczbe detali, musiatyby
pracowac jeszcze przez 3 godziny.

W jakim czasie kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?

Cwiczenie 5

Pewna firma planowata wykona¢ w ciggu 12 dni prace zbrojeniowe przy budowie wiaduktu
drogowego, wykorzystujac do tego celu dwa zespoty zbrojarzy: zespot A i zespét B. Po 3
dniach od rozpoczecia wspdlnej pracy zesp6t B zostat przeniesiony do pracy w innym miejscu,
wiec zespot A dokonczyt te prace sam. W tych warunkach prace trwaty dwa razy dtuzej, niz
planowano. W ciaggu ilu dni kazdy z tych zespotéw robotnikéw wykonatby samodzielnie
zlecone prace zbrojeniowe?

Cwiczenie 6

Dwa rézne automaty wykonuja razem dang prace w ciggu 5 godzin. Gdyby najpierw przez 3
godziny pracowat tylko pierwszy automat, a nastepnie przez 6 godzin pracowat tylko drugi, to
wykonatyby razem 70 % catej pracy. W ciagu ilu godzin kazdy z tych automatéw wykonuje
catg prace?

Cwiczenie 7

Dwa zespoty robotnikéw, pracujgc wspadlnie, wykonaty pewna prace. Aby wykonac te prace
oddzielnie, pierwszy zespot musiatby pracowac o 4 godziny dtuzej, a drugi 3,5 raza dtuzej niz
wtedy, gdy pracowaty razem. W jakim czasie kazdy z tych zespotdw moze samodzielnie
wykonac te prace?



Cwiczenie 8

Do wykonania pewnej liczby detali mozna uzy¢ kazdego z dwdch automatéw. Oba automaty,
pracujac jednoczesnie, wykonatyby te liczbe detali w ciggu 6 godzin. Gdyby pracowaty
kolejno: najpierw pierwszy samodzielnie wykonatby potowe detali, a nastepnie drugi
samodzielnie dokonczytby prace, to wymagana liczbe detali wykonatyby w ciggu 16 godzin.
W jakim czasie kazdy z tych automatow moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?

Cwiczenie 9

Do zbiornika o pojemnosci 840 m? mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. W ciagu jednej
godziny pierwsza rura dostarcza do zbiornika o 7 m? wody wiecej niz druga rura. Czas
napetniania zbiornika wodg tylko z pierwszej rury jest o 6 godzin krétszy od czasu napetniania
tego zbiornika woda tylko z drugiej rury. Oblicz, w ciggu ilu godzin pusty zbiornik zostanie
napetniony, jesli woda bedzie doprowadzana przez obie rury jednoczesnie.

Cwiczenie 10

Do zbiornika o pojemnosci 900 m? mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. W ciagu jednej
godziny pierwsza rura dostarcza do zbiornika o 7,5 m? wody mniej niz druga rura. Czas
napetniania zbiornika woda tylko z pierwszej rury jest o 20 godzin dtuzszy od czasu
napetniania tego zbiornika woda tylko z drugiej rury. Oblicz, w ciagu ilu godzin pusty zbiornik
zostanie napetniony, jesli woda bedzie doprowadzana przez obie rury jednoczesnie.

Cwiczenie 11

Dwa rézne automaty wykonujg razem pewnga prace w ciggu 2 godzin. Pierwszy automat,
pracujac samodzielnie, potrzebuje na wykonanie tej pracy o 3 godziny mniej niz drugi automat
pracujacy samodzielnie. W ciggu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te
prace?



Cwiczenie 12

Dwa rézne automaty majg wykonaé pewng prace. Gdyby pierwszy automat pracowat sam
przez pottorej godziny, to aby dokonczyé prace oba automaty musiatyby pracowac razem
jeszcze przez 5,5 godziny. Pierwszy automat pracujacy samodzielnie wykonuje te prace

w czasie o 3 godziny dtuzszym niz drugi automat pracujacy samodzielnie. W ciggu ilu godzin
kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te prace?

Cwiczenie 13

Dwa rézne automaty wykonaty pewna liczbe detali, przy czym pierwszy automat najpierw
przez godzine pracowat sam, a nastepnie oba razem pracowaty jeszcze przez pewien czas. Po
trzech godzinach od momentu rozpoczecia pracy pierwszego automatu wykonano 45 % catej
pracy, a po jej zakonczeniu okazato sie, ze kazdy z automatéw wykonat po tyle samo detali.
W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?

Cwiczenie 14

Dwa automaty wykonaty pewng prace, pracujac kolejno: najpierw tylko pierwszy, potem tylko
drugi. Pierwszy automat pracowat wtedy % tego czasu, w ktérym drugi automat moze
wykonac catg prace.

Gdyby oba automaty pracowaty razem, to wéwczas wykonatyby cata prace w czasie 0 8,5
godziny krétszym, przy czym pierwszy automat wykonatby % tej pracy, ktérg wykonatby
woéwczas drugi. W jakim czasie kazdy z automatéw moze wykonac te prace samodzielnie?



Proporcjonalnos¢ odwrotna

W rozdziale o funkcjach omowione zostaty zaleznosci wprost proporcjonalne. Teraz
zajmiemy si¢ wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi.
Przyktad 1

Szkota przeznaczyta kwote 270 z na wydruk ulotek promocyjnych. Ceny proponowane
za ustuge wydruku tej samej ulotki w roznych drukarniach zebrano w tabeli.
Tabela. Dane

cena wydruku 1
ulotki (p) [zt]

liczba ulotek (r) [szt] 2700 | 1800 @ 1350 @ 1080 | 900 | 675 @ 600 & 540

0,0 = 0,15 | 0,20 0,25 | 0,30 0,40 0,45 0,50

Za kazdym razem koszt wydruku wszystkich ulotek jest taki sam: p @ r = 270.
Zauwazmy, ze im wyzsza cena jednostkowa wydruku, tym mniej ulotek mozemy

wydrukowac za podang kwote.
Przyktad 2

Dlugos¢ oddanejdo uzytku (do 2015 roku) autostrady A1l od wezta £6dZ Péinoc (woj.
lodzkie) do wezta Rusocin (woj. pomorskie) to ok. 300 km. Czas potrzebny na przejazd
tego odcinka jest uzalezniony od Sredniej predkosci, z jaka porusza sie pojazd. Zaleznosci
miedzy tymi wielkoSciami przedstawia tabela.

Tabela. Dane
Srednia
predkosé 80 85 90 95 | 100 110 | 120 130
(v) [km /h]
E:)afh?rzejam” 3,75 gk5 ok.3,3 ok.32 3  ok27 25 ok23

Zauwazmy, ze jesli zwieksza sie $rednia predko$¢ samochodu (v), to czas przejazdu (t)
jest coraz krotszy.




ooy OK. 300 KM

X

'L"f Y, Czas potrzebny do pokonania tego
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predkosci, z jaka porusza sie pojazd.
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srednia km
predkos'évI:T:I 80 85 90 95 100 | 110 | 120 | 130

czast[h] | 3,75 [ok. 3,5/ok. 3,3|ok. 3,2 3 [ok.2,7| 2,5 |ok.2,3

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje samochod poruszajgcy sie po drodze zaznaczonejna mapie Polski.
Dtugos¢ oddanejdo uzytku (do 2015 roku) autostrady Al od wezta £.6dZ Potnoc (woj.
t6dzkie) do wezta Rusocin (woj. pomorskie) to ok. 300 km. Czas przejazdu tego odcinka
jest uzalezniony od Sredniej predkosci v, z jakg porusza si¢ pojazd. v =80 kilometrow na
godzineg, to czas przejazdu t = 3,75 godziny, v =85 kilometrow na godzine, to czas
przejazdu t okoto 3,5 godziny, v =90 kilometréw na godzineg, to czas przejazdu t okoto 3,3
godziny, v =95 kilometréw na godzine, to czas przejazdu t okoto 3,2 godziny, v =100
kilometréw na godzine, to czas przejazdu t = 3 godziny, v =110 kilometrow na godzing, to
czas przejazdu t okoto 2,7 godziny, v =120 kilometroéw na godzine, to czas przejazdu t =2,5
godziny, v =130 kilometrow na godzine, to czas przejazdu t okoto 2,3 godziny. Zauwazmy,
ze jesli zwieksza si¢ Srednia predkos$¢ samochodu ( v), to czas przejazdu ( t) jest coraz
krotszy.

Przyktad 3

Rozpatrzmy wszystkie prostokaty o bokach x , y, ktorych pole jest rowne 12.


https://zpe.gov.pl/a/DcN2NwaMD

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcN2NwaMD
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Pola prostokatow sg rowne x e y = 12. lloczyn jest staly, a zwiekszenie dtugosci jednego
z bokow powoduje proporcjonalne zmniejszenie dtugosci drugiego boku.

Wielkosci przedstawione w powyzszych przyktadach charakteryzujg sie tym, ze wzrost
jednej z nich powoduje takie zmniejszenie drugiej, ze iloczyn tych wielko$ci pozostaje
staly. O takich wielkosciach bedziemy mowic¢, ze sg odwrotnie proporcjonalne.
Definicja: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Mowimy, ze dwie dodatnie wielkoSci « i y s3 odwrotnie proporcjonalne wtedy i tylko
wtedy, gdy ich iloczyn jest staly i rozny od zera.
Definicja: Proporcjonalnos¢ odwrotna

Funkcja f opisujgca zalezno$¢ miedzy dodatnimi wielko$ciami odwrotnie
proporcjonalnymi x i y nazywana jest proporcjonalnoscia odwrotng, ailoczyn x e y = a
nazywany jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;j.

Z faktu, ze liczby x i y s3 dodatnie, wynika, ze wspotczynnik a takze jest dodatni.
Zalezno$¢ miedzy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi i y mozemy zapisac
rowniez w postaciy = - .


https://zpe.gov.pl/a/DcN2NwaMD

Wykres funkgji

Zajmiemy sie teraz funkcjami opisanymi takim samym wzorem jak proporcjonalno$c
odwrotna, czyli f(z) = £, ale okre$lonymi dla dowolnejliczby 2 # 0. Przyjmiemy, ze
wspoétezynnik a # 0. Przy a = 0f(x) = 0 jest nieokreslona dla z = 0, wiec jej dziedzing jest

R{a}.

Zastanowmy sie, jak wyglada wykres funkcji opisujacej proporcjonalnos¢ odwrotna.
Przyktad 1

Narysuj wykres funkciji y = %, gdy z # 0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMjeeayli
Zrédto: Zespét autorski Politechniki kédzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Otrzymany wykres nazywamy hiperbolg. Hiperbola sktada si¢ z dwoch ramion
potozonych symetrycznie wzgledem punktu (0,0). Charakterystyczne dla tego wykresu
jest to, ze kazde z jego ramion zbliza si¢ do osi uktadu wspolrzednych, ale w zadnym
punkcie nie przecina ani osi Ox, ani Oy.

Przyjrzymy sie innym wlasnosciom funkcji f (cc) = %
Przyktad 2

Odczytaj z wykresu wilasnosci funkcji f (:v) = % .



https://zpe.gov.pl/a/DMjeeayJi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

e Ramiona hiperboli lezg w I i III ¢wiartce ukiadu wspotrzednych.

» Funkcja f jest okreslona dla wszystkich & # 0 (wykres funkcji nie przecina osi Oy).

« Zbiorem wartosci jest przedziat (—oo, 0) U (0, +00).

» Funkcja f nie ma miejsc zerowych (wykres funkcji nie ma punktow wspoélnych z osia
Ox).

 Funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatlow (—oo, 0) oraz (0, +o0).

 Funkcja f przyjmuje wartoéci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (0, +00) oraz

warto$ci ujemne dla argumentow z przedziatu (—oo, 0).
Przyktad 3

Korzystajac z wykresu funkcji f(z) = <, narysujwykres funkcji g(z) = —1.

T



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMjeeayli
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauwazmy, ze g(z) = — f(x), zatem wystarczy przeksztalci¢ hiperbole f(z) = =
symetrycznie wzgledem osi Ox.

——

_ = =T
-8 -7

6 5" 33 -2 -1 |0 1 _2—8—7Z 5 6 7 8
N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odczytamy z wykresu wiasnosci funkeji g(z) = — <.

» Ramiona hiperboli lezg w ILi IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

« Funkcja g jest okreslona dla wszystkich & # 0 (wykres funkcji nie przecina osi Oy).

« Zbiorem wartosci jest przedziat (—oo,0) U (0, +00).

» Funkcja g nie ma miejsc zerowych (wykres funkcji nie ma punktoéw wspolnych z osig
Ox).

« Funkcja g jest rosnaca w kazdym z przedziatéow (—oo, 0) oraz (0, +00).

 Funkcja g przyjmuje wartoéci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (—oo, 0) oraz
warto$ci ujemne dla argumentoéw z przedziatu (0, +o0).

Przyktad 4


https://zpe.gov.pl/a/DMjeeayJi

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DMjeeayli
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

Narysuj wykres f (x) = %. Odczytaj z wykresu najmniejsza wartos¢ funkcji w przedziale
(0, 1)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Odpowiedz. Najmniejsza warto$¢ funkeji f(z) = 4 w przedziale (0, 1) jest réwna 4.
Przyktad 6

Punkt P = (3, —2) lezy na wykresie proporcjonalnoéci odwrotnej f(z) = <. Wyznacz
warto$¢ wspotczynnika a.


https://zpe.gov.pl/a/DMjeeayJi

Z tego, ze punkt P = (3, —2) lezy na wykresie f(z) = %, wynika, ze —2 = %, czyli
a = —6.
Przyktad 7

Narysuj wykres funkcji f(x) = —%. Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentéw funkcija f
przyjmuje wartosci mniejsze od — 3.

X
-8 -7 ——F—"8
-21
-31
-4 -
_5 L
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
. , . _ 3 . . ;. . . . ,
Odpowiedz. Funkcja f(x) = —=- przyjmuje wartoéci mniejsze od —3 dla argumentoéw

z przedziatu (0,1).

Cwiczenie 1
Potacz w pary wzér hiperboli z punktem, ktéry do niej nalezy.

y=—2o7 +4 (—1,1)
Y= mi2 +2 (0,0)
——2_ 14

y m—% (_3’_1)
y= 1 +2 (2,0)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Przesuniecia wykresu wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych

W rozdziale poswigconym witasnosciom funkcji mowiliSmy o przesuwaniu wykresu funkcji
wzdtuz osi uktadu wspotrzednych. Teraz wykorzystamy te wiadomosci do przesuwania
hiperboli.

Przyktad 1

Narysuj wykres funkcji f(z) = 2 + 2.

Zauwazmy, ze do narysowania wykresu funkcji f mozemy wykorzysta¢ hiperbole
g(a:) = % Jesli przesuniemy ja o 2 wzdtuz osi Oy, to otrzymamy wykres funkcij
fl@) =5 +2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOxgZwRzU
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Na podstawie wykresu omowmy wiasnosci funkciji f(z) = % + 2.

« Funkcja f jest okreslona dla wszystkich x # 0 (wykres funkcji nie przecina osi Oy).
 Zbiorem wartosci jest przedziat (—oo, 2) U (2, +00).
» Miejscem zerowym funkcji jest o = — %
« Funkcja f jest malejaca w kazdym z przedziatéw (—oo, 0) oraz (0, +00).
e Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw ze zbioru
(—o00, =4 ) U (0, +00) oraz wartosci ujemne dla argumentow z przedziatu (—3,0).

2
Przyktad 2



https://zpe.gov.pl/a/DOxgZwRzU

_3
rz—4°

Podobnie jak poprzednio do narysowania wykresu funkcji f wykorzystamy hiperbole

Narysuj wykres funkcji f(x) =

g9(x) = % Jesli przesuniemy ja 0 4 w prawo wzdtuz osi Ox, to otrzymamy wykres funkcji

f(z) = 9534-

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOxgZwRzU
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

3
r—4 "

Na podstawie wykresu oméwmy wihasnoéci funkciji f(z) =

« Funkcja f jest okreslona dla argumentow z przedziatu (—oo,4) U (4, +00).

« Zbiorem wartosci jest przedziat (—oo,0) U (0, +00).

o Funkcja nie ma miejsca zerowego.

 Funkcja f jest malejagca w kazdym z przedziatéw (—oo, 4) oraz (4, +00).

 Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (4, +00) oraz
wartosci ujemne dla argumentow z przedziatu (—oo, 4).

Przyktad 3
Narysuj wykres funkcji f(z) = —=2 — 3.
Do narysowania tego wykresu wykorzystamy wykres funkcji g(z) = —2 i jego

przesuniecie o b wzdtuz osi Ox i —3 wzdtuz osi Oy.

7 wykresu mozemy odczyta¢ wlasnosci funkcji f(z) = — =2 — 3.

 Funkcja f jest okreslona dla argumentow z przedziatu (—oo, 5) U (5, +00) .

 Zbiorem warto$ci jest przedziat (—oo, —3) U (—3, +00).

e Miejscem zerowym funkciji jest zg = 4.

» Funkcja f jest rosngca w kazdym z przedziatéw (—oo, 5) oraz (5, +00).

o Funkcja f przyjmuje warto$ci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (4,5) oraz
wartosci ujemne dla argumentow ze zbioru (—oo,4) U (5, +00).


https://zpe.gov.pl/a/DOxgZwRzU

Przyktad 4

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DOxgZwRzU
Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1

Sprawdz, ktéry z punktow A = (4, @) B = (3%, 2), C= ( — 2‘/§ , %3 ) nalezy do

wykresu funkcji f(z) = 27‘/§


https://zpe.gov.pl/a/DOxgZwRzU

Cwiczenie 2

Wyznacz wspétczynnik a tak, aby do wykresu funkcji f(z) = < nalezat punkt
0 wspotrzednych

5. (3v3,-5V3)

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = m_+53 — 5. Okredl, dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje

wartosci nieujemne.

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = % + 3. Okreéél jej dziedzine i zbiér wartosci. Dla jakich
argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci mniejsze od 6?



Cwiczenie 5

Okresl dziedzine i zbidr wartosci funkcji f opisanej wzorem

2. f(z) = =% +23

3.f(z) ==L —15

4. f(z) = =25 + 18

_ 5
Cwiczenie 6

Funkcja f opisana jest wzorem f(z) = % + 54. Wyznacz wartos¢ m, dla ktérej funkcja f
nie ma punktéw wspdlnych z prostg o réwnaniuy = m.

Cwiczenie 7

Wyznacz takie wartosci liczby p, dla ktérych punkt A = (4,12) nalezy do wykresu funkcji

flz) = —%.



Zastosowania funkcji wymiernych do interpretacji
zagadnien praktycznych

Zadania tekstowe z zastosowaniem rownan
wymiernych

W ponizszych przykitadach prezentujemy zadania tekstowe dotyczgce pracyi czasu
potrzebnego na jej wykonanie.

Praca to miara wysitku wlozonego w wytworzenie danego dobra.

Efektem pracy jest pewna warto$¢ ekonomiczna. W ponizszych zadaniach jest to
najczesciej towar lub ustuga.

Wydajnos¢ pracy to warto$¢ produkcji wytworzonejw okreslonym czasie (najczesciej
w jednostce czasu, np. w ciggu jednego dnia, w ciggu jednej godziny).

Przyktad 1

Dwa rozne automaty wykonujg razem dang prace w ciagu 5 godzin. Gdyby pierwszy
automat pracowatl sam 3 godziny, a nastepnie drugi pracowat sam przez 6 godzin, to
wykonatyby razem 70 % catej pracy. W ciggu ilu godzin kazdy automat wykonuje catg
prace samodzielnie?

Oznaczmy:

e przez x - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat tylko
pierwszy automat,

e przezy - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat tylko drugi
automat.

Poniewaz w ciggu godziny pierwszy automat wykonuje % catejpracy, drugi - % calej
pracy, a razem wykonuja catg prace w ciggu 5 godzin, to
1,1 1
T Ty T %
W ciggu 3 godzin pierwszy automat wykonuje % calejpracy, a drugi w ciggu 6 godzin
wykonuje % catejpracy.
Ponadto po 3 godzinach samodzielnej pracy pierwszego automatu i po 6 godzinach
samodzielnej pracy drugiego automatu wykonane zostanie 70 % catej pracy, zatem

3 6 _ 7
T Ty T 10
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Po rozwigzaniu otrzymanego rownania mamy x = 6, stad y = 30.
Odpowiedz. Pierwszy automat - 6 godzin, drugi automat - 30 godzin.

Przyktad 2

Dwa rozne automaty wykonujg pewng prace. Gdyby pierwszy automat pracowat sam
przez 3,5 godziny, to do zakonczenia pracy musiatyby razem pracowac jeszcze przez 4,5
godziny. Drugi automat pracujgcy samodzielnie wykonuje te prace w czasie o 7 godzin
krotszym niz pierwszy automat pracujacy samodzielnie. W ciggu ilu godzin kazdy

z automatow moze samodzielnie wykonac te prace?

Szkic. Oznaczmy przez x - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie
pracowat tylko pierwszy automat. Wtedy z — 7 to czas, w ktorym praca zostanie
wykonana, gdy bedzie pracowat tylko drugi automat.

Stad

4 as(d+ ) -1
co prowadzi do rownania
2z — 39z + 112 =0

Tylko jedno rozwigzanie (x = 16) otrzymanego rownania spetnia warunki zadania.
Odpowiedz. Pierwszy automat - 16 godzin, drugi automat - 9 godzin.

Przyktad 3

Dwa automaty wykonaty pewna prace, pracujgc kolejno: najpierw tylko pierwszy, potem
tylko drugi. Pierwszy automat pracowat wtedy 5/9 tego czasu, w ktorym drugi automat
moze wykonac¢ cala prace.

Gdyby oba automaty pracowaty razem, to wowczas wykonalyby catg prace w czasie o 6
godzin i 40 minut krotszym, przy czym pierwszy automat wykonatby % pracy, ktora
wykonatby wowczas drugi.

W jakim czasie kazdy z automatow moze wykonac te prace samodzielnie?

Oznaczmy:

e przez x - czas (w godzinach), w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie
pracowat tylko pierwszy automat,

e przezy - czas (w godzinach), w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie
pracowat tylko drugi automat.



Poniewaz w ciggu wspolnej pracy godziny I automat wykonuje % tego, co wykonuje
drugi,toy = %:1:.

W ciggu godziny pierwszy automat wykonuje % catej pracy, drugi - % catejpracy.
Zatem kiedy automaty pracowaly jedne po drugim, to pierwszy automat wykonat
%y- % = % . %w : % = % calej pracy.

Wobec tego drugi automat pracowal wtedy przez %y godzin, czyli cata praca zostata
wykonana w ciaggu %y + %y = % y godzin.

Stad gdyby oba automaty pracowaty razem, to pracowatyby przez % Y — % godzin.
Poniewaz wtedy wykonatyby calg prace, to

(Ry-2)(L+1)

(B -te-P)(3+4)=1

I
—

[S)]

8z — 60 = 4z

x = 15.
Odpowiedz. I automat - 15 godzin, I automat - 12 godzin.

Przyktad 4

Dwa rozne automaty wykonujg razem zadang prace w ciggu 5 godzin. Gdyby pierwszy
automat pracowatl sam 3 godziny, a nastepnie drugi pracowat sam przez 6 godzin, to
wykonatyby razem 70 % catej pracy. W ciggu ilu godzin kazdy automat wykonuje cata
prace samodzielnie?

Oznaczmy

e przez x - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat tylko I
automat,

e przezy - czas, w ktorym praca zostanie wykonana, gdy bedzie pracowat tylko II
automat.

Poniewaz w ciggu godziny I automat wykonuje % calejpracy, drugi - % calejpracy,
a razem wykonuja calg prace w ciggu 5 godzin, to

1 1

1 _1
T Ty T3

W ciggu 3 godzin I automat wykonuje % calej pracy, a drugi w ciggu 6 godzin wykonuje
% catej pracy.

Ponadto po 3 godzinach samodzielnej pracy I automatu i po 6 godzinach samodzielnej
pracy IT automatu wykonane zostanie 70 % catej pracy, zatem
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wiec
265 -3) =1

Po rozwigzaniu otrzymanego rownania dostajemy ¢ = 6, skad y = 30.
Odpowiedz. I automat - 6 godzin, IT automat - 30 godzin.

Przyktad 5

Automat wykonat 720 detali, pracujac na nizszym poziomie wydajnosci. Gdyby
przestawic¢ ten automat na wyzszy poziom wydajnosci, to w ciggu godziny bedzie
wykonywat o 40 detali wieceji wtedy wykona 720 detali, pracujac o 54 minuty kroce;j.
W ciggu ilu godzin ten automat wykonat 720 detali?

Rozwigzanie.

{Xy =720
(z — 35) (y + 40) = 720

stad 10z — 92 — 162 = 0,2 = 4% (x = —3% nie speinia).
Odpowiedz. 4,5 godziny.

Przyktad 6

Dwa automaty, pracujgc jednoczesnie wykonaty pewna liczbe detali. Aby wykonac takg
liczbe detali, pracujgc samodzielnie pierwszy automat musiatby pracowac 3 razy dtuzej,
a drugi - o 1 godzin¢ dluze;j.

W jakim czasie kazdy z automatow moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?
Rozwigzanie.

1 11
3_a:+a:+1_a:7

1
z+1

Odpowiedz. I: 4 godziny, II: 12 godzin.

iz =2.

stad % =



Cwiczenie 1

Do wykonania pewnej liczby detali mozna uzy¢ kazdego z dwdch automatéw. Oba automaty,
pracujac jednoczesnie, wykonatyby te liczbe detali w ciggu 4 godzin. Gdyby pierwszy pracowat
samodzielnie przez 5 godzin, to aby wykona¢ wymagang liczbe detali oba automaty musiatby
pracowac jeszcze przez 3 godziny.

W jakim czasie kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?

Cwiczenie 2

Do wykonania pewnej liczby detali mozna uzy¢ kazdego z dwéch automatow. Oba automaty,
pracujac jednoczesnie, wykonatyby te liczbe detali w ciggu 6 godzin. Gdyby pracowaty
kolejno: najpierw pierwszy samodzielnie wykonat potowe detali, a nastepnie drugi réwniez
samodzielnie dokonczyt prace, to wymagang liczbe detali wykonatyby przez 16 godzin.

W jakim czasie kazdy z tych automatéw moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?

Cwiczenie 3

Dwa automaty, pracujac razem, wykonaty pewnga prace w ciggu 3 godzin. Gdyby pracowaty
kolejno i najpierw tylko pierwszy wykonat potowe pracy, a nastepnie tylko drugi wykonat
reszte, to wykonatyby catg prace w ciggu 8 godzin. W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw
moze samodzielnie wykonac te prace?

Cwiczenie 4

Dwa automaty wykonaty pewng prace, pracujac kolejno: najpierw tylko pierwszy, potem tylko
drugi. Pierwszy automat pracowat wtedy 5/6 tego czasu, w ktérym drugi automat moze
wykonac catg prace.

Gdyby oba automaty pracowaty razem, to wéwczas wykonatyby catg prace w czasie o 8 i p6t
godziny krotszym, przy czym pierwszy automat wykonatby 3 /5 tego, co wykonatby woéwczas
drugi. W jakim czasie kazdy z automatéw moze wykonac te prace samodzielnie?

Cwiczenie 5

Dwa rézne automaty wykonaty pewna liczbe detali, przy czym pierwszy automat najpierw
przez godzine pracowat sam, a nastepnie oba razem pracowaty jeszcze przez pewien czas. Po
trzech godzinach od momentu rozpoczecia pracy pierwszego automatu wykonano 45 % catej
pracy, a po jej zakonczeniu okazato sie, ze kazdy z automatéw wykonat po tyle samo detali.
W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te liczbe detali?



Cwiczenie 6

Dwa rézne automaty majg wykonaé pewng prace. Gdyby pierwszy automat pracowat sam
przez poéttorej godziny, to do zakonczenia pracy musiatyby pracowac razem jeszcze przez 5,5
godziny. Pierwszy automat pracujacy samodzielnie wykonuje te prace w czasie o 3 godziny
dtuzszym niz drugi automat pracujacy samodzielnie. W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw
moze samodzielnie wykonac te prace?

Cwiczenie 7

Dwa rézne automaty wykonujg razem pewng prace w ciggu 2 godzin. Pierwszy automat,
pracujac samodzielnie, potrzebuje na wykonanie tej pracy o 3 godziny mniej niz drugi automat
pracujacy samodzielnie. W ciggu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te
prace?

Cwiczenie 8

Trzy r6zne automaty, pracujac razem, wykonaty pewna prace. Gdyby kazdy z tych automatéow
miat wykonac te prace sam, to pierwszy wykonatby jg w czasie o 1 godzine dtuzszym, drugi -

w czasie 0 17 godzin dtuzszym, a trzeci - w czasie o 27 godzin dtuzszym, niz gdy wykonaty te

prace razem. W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac te prace?

Cwiczenie 9

Trzy r6zne automaty, pracujac razem, wykonaty pewnga prace. Gdyby kazdy z tych automatoéow
miat wykonac te prace sam, to pierwszy wykonatby jg w czasie o 2 godziny dtuzszym, drugi -
w czasie o 4 godziny dtuzszym, a trzeci - w czasie o 10 godzin dtuzszym, niz wtedy gdy
wykonaty te prace razem. W ciggu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac
te prace?

Cwiczenie 10

Trzy r6zne automaty, pracujac razem, wykonaty pewna prace. Gdyby kazdy z tych automatéow
miat wykonac te prace sam, to pierwszy wykonatby jg w czasie o 1 godzine dtuzszym, drugi -
w czasie o 7 godzin dtuzszym, a trzeci - w czasie o 16 godzin dtuzszym, niz wtedy gdy
wykonaty te prace razem. W ciagu ilu godzin kazdy z automatéw moze samodzielnie wykonac¢
te prace?



Pojecie ciggu. Cigg jako funkcja zmiennej
naturalnej
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Klasa IIb pojechata na bialg szkote. Tomek, Malgosia, Julka, Franek i Jurek stojg w kolejce do
wyciggu narciarskiego. Kazde z nich zajmuje konkretng pozycje w kolejce. Mozemy
powiedzie¢, ze kazdej z pozycji, czyli kolejnejliczbie naturalnejod 1 do 5,
przyporzadkowana jest konkretna osoba. Takie przyporzadkowanie nazywamy ciagiem.
Liczbie 1 (pierwszemu miejscu w kolejce) przyporzadkowany jest Tomek.

Liczbie 2 (drugiemu miejscu w kolejce) przyporzadkowana jest Malgosia.

Liczbie 3 (trzeciemu miejscu w kolejce) przyporzadkowana jest Julka.

Liczbie 4 (czwartemu miejscu w kolejce) przyporzadkowany jest Franek.

Liczbie 5 (pigtemu miejscu w kolejce) przyporzadkowany jest Jurek.
Przyktad 1



https://zpe.gov.pl/a/DpLrb1VJR

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Definicja: Definicja ciagu

» Ciggiem nazywamy funkcje, okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich.
Wartosci tej funkcji dla kolejnych liczb naturalnych nazywamy wyrazami ciaggu.

» Jezeli cigg jest nieskonczony, to jego dziedzing jest zbior dodatnich liczb
catkowitych. Dziedzing ciggu skoniczonego jest zbior {1,2 ,...,n}, gdzie n jest
ustalong dodatnig liczbg catkowita.

» Ciag dwuwyrazowy jest parg uporzadkowang, z ktora spotkalisSmy si¢, np. podajac
wspolrzedne punktu w prostokatnym uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie.
Zwro¢my uwage, ze pary uporzadkowane (1, 3)i (3, 1) sgrozne.

» Cigg opisany w przyktadzie powyzej jest skonczony, poniewaz w kolejce stoi 5 0sob,
czyli skonczona liczba oséb. Dziedzing tego ciagu jest zbior {1, 2, 3,4, 5}.

» Jezeli elementy jakiego$ zbioru ponumerujemy, a wiec ustalimy kolejnos¢ tych
elementow, to w ten sposob otrzymamy ciag.

W praktyce bedziemy zajmowac si¢ najczesciej ciggami liczbowymi, czyli takimi, ktorych
wyrazy s3 liczbami. Cigg oznaczamy zazwyczaj (a, ) , (b, ), (¢, ), itd. Natomiast a,,
oznacza n-ty wyraz ciagu (a, ), na przyktad drugi wyraz ciagu (a,) to as.

Jezeli ciag z podanego wyzej przyktadu 1 oznaczymy (a,,), to a; =Tomek, a; =Malgosia,
as =Julka, a4y =Franek, a; =Jurek.

Przyktad 2


https://zpe.gov.pl/a/DpLrb1VJR

Rozpatrzmy ciag (a,,) sktadajgcy sie z 5 wyrazow, ktore sg kolejnymi poczatkowymi
liczbami pierwszymi. Przypomnijmy, ze najmniejszg liczbg pierwsza jest 2. Zatem

a1 =2,ay=3,a3=9,a4=17, a5 =11

Cigg liczbowy, podobnie jak inne funkcje, mozna opisa¢ na roézne sposoby, np. narysowac

jego wykres. Oto wykres tego ciggu:
da,

121

101

'3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 3

Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciggu okreslonego wzorem a,, = n? + 3n. Aby
obliczy¢ wyraz o numerze n, nalezy podnies¢ numer wyrazu do kwadratu i dodac¢ do
niego potrojony numer tego wyrazu.

W ten sposob obliczamy

a1 =1"+3e1=4
az=2>+32=10
a3 =3"+3e3 =18
as =4>+3e4 =28
as =5°+3e5 =40
ag = 6%+ 3 e 6 = 54
Tak samo mozemy obliczy¢ wyraz o dowolnie wybranym numerze, np.
ags = 65” + 3 & 65 = 4420

a100 = 1002 + 3 @ 100 = 10 300



Podany przez nas wzor ma te wlasnos¢, ze kazdy wyraz ciggu jest uzalezniony od numeru
tego wyrazu, tego typu wzor okreslajgcy cigg nazywamy wzorem ogolnym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpLrblVIR
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 4

Dany jest cigg utamkow takich, ze licznik kazdego z tych ulamkow, a wigc kazdego

wyrazu tego ciggu rowny jest numerowi, a mianownik jest o 1 wiekszy od licznika. Zatem

cigg ten ma postac (%, %, %, %, . ) Jego n-ty wyraz mozemy opisa¢ wzorem ogolnym

_n_

an = —37- Znajac wzor, mozemy obliczy¢ dowolny wyraz tego ciggu, np.
_ 7 _ 13
73 = 7341 — T4
Przyktad 5

Dany jest ciag nieskonczony (a,) o wzorze ogolnym a, = L. Wypiszmy wszystkie

wyrazy ujemne tego ciggu.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu to utamek -,

dodatni, gdyzn > 1. Zatem ulamek jest ujemny, gdy jego mianownik jest ujemny, czyli

ktorego licznik, czyli n + 1, jest

gdy2n — 7 < 0,awiec n < 3,5. Wynika stad, ze ujemnymi wyrazami sg tylko trzy
poczatkowe wyrazy:

==t m=3F=La= it =4
Przyktad 6
. . . . (—1)"e(n*—25)
Cigg (a,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = ~———5—".

1. Oblicz wyrazy ay, as, as, ajp.
Korzystajgc z wzoru ogolnego, mamy:
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—1)'e(12-25
a = )1J(r2 ) =g

2
g — CDe@22) o1 g1
2 = 2+2 - 4 4
(1D%e(3°-25) 15 41
a3 =733 =73 =33

Qi — (—1)100(102—25) 75 6l
10 — 10+2 — 12 — Y71

1. Wykaz, ze a5 < ag oraz ag > ar.

Obliczmy
_ (CDe(-25) _ (EDe(@-25) o1 (D'e(P2) 4 g
a="—53 =0a="g3 =g @="73 =7 =23,

CO 0znacza, ze as < ag Oraz ag > aj.
Przyktad 7

Ciag (an) okreslony jest wzorem ogélnym a, = (n + 3)(2n — 5).

1. Uzasadnij, ze zaden wyraz ciggu (ay ) nie jest rowny zero.
Przypu$cmy, ze ktorys z wyrazow jest rowny zero, a wiec a, = 0. Zatem
(n+3)(2n—5)=0,czylin+3=01lub2n — 5 =0.Stadn = —3 lubn = 2,5.
Zadna z tych réwnoéci nie jest prawdziwa, gdyz n to numer wyrazu ciagu i jest
dodatnig liczbg catkowita. To oznacza, ze zaden wyraz tego ciggu nie jest rowny 0.

2. Ktory wyraz tego ciggu jest rowny 6?
Podobnie jak poprzednio, rozwigzujemy réwnanie a, = 6, czyli (n + 3)(2n — 5) = 6.
Po przeksztatceniu tego rownania otrzymujemy rownanie kwadratowe
2n? +n — 21 = 0, ktore ma dwa rozwigzanian = —3,5 lub n = 3. Tylko drugie
z tych rozwigzan jest to dodatnia liczba catkowita, wiec n = 3. Oznacza to, ze tylko
trzeci wyraz tego ciagu jest rowny 6.

Przyktad 8

Ciag (an) okreslony jest wzorem ogolnym a, = v'3n + 6. Ktory wyraz tego ciggu jest
rowny 2v/3?

Rozwigzujemy rownanie v 3n + 6 = 2V/3, czyli v3n 4+ 6 = V12. Stad wynika, ze

3n + 6 = 12, wiec n = 2. Zatem jedynie ay = 2v/3.

Przyktad 9

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = v/n—2. Oblicz a1, as, as.
Obliczamy

ap =v1-2=v-1=-1,a,=+v2-2=0,a3 =v3-2=1

Zauwazmy, ze podanie kilku poczatkowych wyrazéw ciggu nie pozwala jednoznacznie
obliczy¢ kolejnych jego wyrazow ani okresli¢ wzoru ogélnego tego ciggu. Rozpatrzmy



nieskonczony cigg (—1,0, 1, ... ). Mozna bytoby przypuszczac, ze jest to cigg

z poprzedniego przykladu, a wiec ciag okreglony wzorem ogdlnym a,, = v/n—2. Mozna

bytoby tez przyja¢, ze wzor ogolny tego ciggu to a, = n — 2 lub a, = (n — 2)°. Wowczas

jednak inne bylyby juz czwarte wyrazy tych ciggow. W pierwszym a4 = V2, w drugim

a4 = 2,aw ostatnim a4 = 32.

Jezeli oprocz podania poczatkowych wyrazow ciggu okreslimy rowniez zasade¢ opisujaca

tworzenie kolejnych jego wyrazow z poprzednich wyrazow, to wtedy cigg okreslimy

w sposoOb jednoznaczny. Na przyktad gdybySmy przy okreslaniu ciggu nieskonczonego
(—1,0,1,...) podali jeszcze, ze kazdy jego wyraz, poczawszy od wyrazu drugiego, jest o
1 wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, to woéwczas obie te informacje

moglibySmy zapisa¢ krotko w postaci a1 = —1, any1 = an, + 1dlan > 1. W ten sposob

mozna obliczy¢ kolejne wyrazy ciggu:

aa=a1+1=—-14+1=0,a3=a2+1=0+1=1l,as=a3+1=1+1=2

Jednak aby obliczy¢ np. a100 = agg + 1, musimy najpierw obliczy¢ agg, ags, agr itd.
Zauwazmy jednak, ze ten sam ciag opisuje wzor ogolny a, = n — 2, ktory pozwala
obliczy¢ dowolny wyraz ciggu, np.

aioo = 100 — 2 = 98
Przyktad 10

Wyznacz wzor ogolny ciagu, ktorego pierwszy wyraz jest rowny 7, a kazdy nastepny
wyraz jest o 3 wiekszy od poprzedniego.

Informacje podane w poleceniu mozemy zapisa¢ w postaci a1 = 7, ap+1 = an + 3 dla
n > 1.

Pierwszy wyraz ciggu to a1 = 7. Obliczmy kilka nastepnych wyrazow tego ciggu:

a2 =a1+3=7+1e¢3 =10
a3 =a2+3=a1+3+3=7+2e3 =13
ast=a3+3=a1+2e3+3=7+33=16

Zauwazmy, ze trzeci wyraz jest wiekszy od pierwszego wyrazu o dwie trojki, czylio 2 e 3,
czwarty jest wiekszy od pierwszego o trzy trojki, czyli o 3 e 3. Zatem wyraz o numerze n
jest wiekszy od wyrazu pierwszego o n — 1 trojek. Wzor ogolny tego ciggu mozemy wiec
zapisa¢ w postaci

an=7+(n—1)e3

Zbadamy teraz, rozpatrujgc kilka przyktadow, jak zachowuja si¢ kolejne wyrazy ciggu.
Interesowac nas bedzie, czy wyrazy ciggu rosng, maleja, czy nie zmieniaja sie¢.
Przyktad 11



Rozpatrzmy nieskonczone ciagi (a,), (b,), (¢,,) okreslone wzorami og6olnymi
an, = % en—5,b, = % —3,¢cp=(n— 4)2. Obliczymy trzy pierwsze wyrazy kazdego

z tych ciggow:

Zauwazmy, ze

« Obliczone wyrazy ciagu (a,) sg coraz wieksze, a wiec rosng. Tak tez sie dzieje
z kolejnymi wyrazami tego ciagu, gdyz przy coraz wigekszym n ros$nie tez wartos¢
wyrazenia % n — 5. Mowimy wowczas, ze ciag jest rosnacy.

To samo mozemy tez stwierdzi¢, gdy zauwazymy, ze wykres ciaggu (ay,) sktada sie z
punktow lezgcych na prostej o rownaniu y = %a: — 5. Ta prosta jest wykresem rosngce;j
funkciji liniowej. Zatem i ciag (a,) jest rosnacy.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Obliczone wyrazy ciggu (b,) sa coraz mniejsze, nastepne rowniez maleja. Jest tak
dlatego, ze przy zwiekszaniu n maleje utamek %, a to oznacza, ze maleje tez roznica

2 3. Ciag (b,) Jest wiec malejacy.

Podobnie jak poprzednio do tego samego wniosku mozemy dojS¢, zauwazajgc, ze wykres
ciagu (b,) sklada sie z punktow lezacych na hiperboli o réwnaniu y = 2 — 3. Ta
hiperbola jest wykresem funkcji, ktora w przedziale (0, + oco) jest malejgca. Zatem i ciag
(by,) jest malejacy.



b

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

« Obliczone wyrazy ciggu (c,) maleja, czwarty wyraz jest mniejszy od trzeciego
(¢4 = 0 < 1 = ¢3), ale juz kolejne wyrazy nie sg coraz mniejsze. Pigty wyraz jest
wiekszy od czwartego (cs = 1 > 0 = ¢4). Ciag ten nie jest wiec malejacy, nie jest tez
rosngcy. To samo mozemy zauwazy¢, patrzac na wykres (¢, ), ktory sktada sie
z punktéw lezgcych na paraboli o réwnaniu y = (z — 4)2. Parabola ta jest wykresem
funkcji malejgcejw przedziale (—oo, 4), a rosngcejw przedziale (4, +00). Funkcja ta
nie jest wiec monotoniczna w przedziale (1, +00), a w tym przedziale lezg wszystkie
numery wyrazow ciggu.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Ciag rosnacy

dn

Ciag (an) jest rosnacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

an < an+1,

[

3 |
- ————— -0

3¢-— @

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje punkty w uktadzie wspotrzednych, ktore ilustrujg cigg rosngcy. Dla

argumentow n oraz n +1 (n

Ciag malejacy

Ciag (an) jest malejacy,
2 . jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

dn » an+1

e—@2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje punkty w ukladzie wspolrzednych, ktore ilustrujg cigg malejgcy. Dla

argumentow n oraz n +1 (n (a z indeksem dolnym n +1).
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Ciag nierosnacy

Ciag (an) jest nierosnacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

=
=
3

- —=——_— 8%

|
L]
o — 93

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje punkty w ukladzie wspolrzednych, ktore ilustrujg cigg nierosngcy. Dla
argumentow n oraz n +1 (n

Ciag niemalejacy

Ciag (an) jest niemalejacy,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

a¢-— -0
- ————e

1 an < an+1,

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje punkty w ukladzie wspotrzednych, ktore ilustrujg cigg niemalejacy.
Dla argumentow n oraz n +1 (n
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Ciag staly

Ciag (an) jest statly,
jezeli dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n

30—-—"
+o- — o

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje punkty w ukladzie wspolrzednych, ktore ilustrujg cigg staty. Dla

argumentow n oraz n +1 (n

Ciag naprzemienny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja w dwoch uktadach wspolrzednych prezentuje punkty, ktore ilustrujg ciggi
naprzemienne o wzorach: (a z indeksem dolnym n) =(-1) do potegi n, (a z indeksem dolnym
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n) =[(-1) do potegi n] razy n.

Definicja: Ciaggi monotoniczne

» Cigg nazywamy rosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolne;j
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$c¢

Ap+1 > Ay

» Cigg nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nierownosc

» Ciag nazywamy stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sg sobie rowne, a wiec
jezeli dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn zachodzi rownosc

ap+1 = Qp

» Ciag nazywamy niemalejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wigc jezeli dla dowolne;j
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieréwno$¢

Apt1 Z an

» Ciag nazywamy nierosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$¢

Apt1 S an

Jezeli ciag jest rosnacy, malejacy, nierosngcy, niemalejacy lub staly, to méwimy, ze ten cigg
jest monotoniczny. O innych ciggach méwimy, ze nie s3 monotoniczne.
Przyktad 12

Ciag okre$lony wzorem a,, = (—1)" e n nie jest monotoniczny. Wystarczy obliczy¢ trzy
pierwsze wyrazy tego ciggu: a; = —1, a2 = 2, a3 = —3. Poniewaz as > a;iasg < ag,
wiec ciag nie jest monotoniczny.




Cwiczenie 1
W tabeli podane zostaty wszystkie wyrazy ciagu (a,,).

Tabela. Dane

1. Narysuj wykres ciagu (a,,).

2. Rozstrzygnij, czy ciag (a,,) jest monotoniczny.
Cwiczenie 2
lle wyrazéw ujemnych wystepuje w ciagu a,, = (n — 20)(2n + 5)?
Cwiczenie 3

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, = n® — 5n + 1.

(] Pierwszym wyrazem dodatnim tego ciagu jest as.

(] Siédmy wyraz tego ciggu jest rowny 15.

Cwiczenie 4

Podaj wzor ogdlny, jakim moze by¢ okreslony
1. ciag siedmiowyrazowy (a,): (4, 6,8,10,12,14,16)
2. ciag oSmiowyrazowy (by): (2, 5,10, 17,26, 37, 50, 65)
3. ciag szesciowyrazowy (cy): (—1, %, — %, %, — %, %)

4. ciag dziewieciowyrazowy (dy): (2\/5, \/1_3, \/ﬁ, v 15,4, \/1_7, 3\/5, V19, 2\/5)



Cwiczenie 5

’ . r . . 2 . .
Ktoére wyrazy nieskoriczonego ciggu opisanego wzorem a,, = % dlan > 1 s3 liczbami
catkowitymi?

Cwiczenie 6
Nieskonczony cigg opisany jest wzorem a,, = n? — 6n + 5.

1. Wyznacz wyraz a; i wyraz aqy.

2. Wyznacz wszystkie ujemne wyrazy tego ciggu.

3. Udowaodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n mamy a,, > —4.
Cwiczenie 7

Dany jest ciag a,, = ”J;m . Czy istnieje wyraz tego ciggu rowny 3%?

Cwiczenie 8

n+3

Dany jest nieskoficzony ciag (a,,) okreslony wzorem ogélnym a,, = pro

Ktoére wyrazy tego
ciggu sg wieksze od %?

Cwiczenie 9

Oblicz piaty wyraz ciagu (a, ) okreslonego nastepujaco a1 = 3orazan+1 = (—1)" ea, +n
dla dowolnej liczby catkowitej n > 1.



Cwiczenie 10

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, = % .

1. Oblicz wartos¢ wyrazenia as + 2ag.
2. Okre$l monotoniczno$¢ ciagu (a,).

Cwiczenie 11

3

lle wyrazéw nieskorniczonego ciggu okre$lonego wzorem a,, = P

(5,2)7

nalezy do przedziatu

Cwiczenie 12

Niech a,,0znacza liczbe wszystkich naturalnych dzielnikow dodatniej liczby catkowitej n, gdzie
1 < n < 7.Sporzadz wykres ciggu (an) . Ktéry wyraz tego ciggu jest najwiekszy?



Cwiczenie 13

Dane sg ciagi (a,,) i (b,) o wzorach ogélnycha, =n+5i b, =3n—T.

Suma ciagow (a,) i (b, )nazywamy ciag (¢, ) o wzorze ogélnym ¢, = a,, + b, .

Roznica ciagdw (ay,) i (b,) nazywamy ciag (d,,) o wzorze ogélnym d,, = a,, — by,.
lloczynem ciagéw (a,,) i (b,) nazywamy ciag (e, ) o wzorze ogdlnym e,, = a,,b,,.

llorazem ciagéw (a,,) i (b,) nazywamy ciag (f,) o wzorze ogdlnym f,, = Z—: Ciag (f,) jest
okres$lony dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, poniewaz zaden wyraz ciagu (bn) nie
jest rowny 0.

1. lle wyrazéw dodatnich ma ciag (d»)?
2. Ktory wyraz ciagu (ey,) jest rowny zero?
3. Czy liczba 1 jest jednym z wyrazéw ciagu (fr)?
4. Ktoére wyrazy ciagu (c,) sa mniejsze od 10?
5. Czy ciag (fn) jest monotoniczny?
6. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktorych prawdziwa jest rownosc ¢, 14 = ep—q + 1.
7. Wykaz, ze trzeci wyraz ciagu (ey, ) jest kwadratem liczby naturalnej.
Cwiczenie 14

W nieskoniczonym ciagu (ay) kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest dwa razy wiekszy od
réznicy wyrazu poprzedniego i liczby 1. Wyraz a7 = 66. Oblicz wyrazy ciggu od pierwszego do
szostego.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpLrblVIR
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpLrblVIR
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DpLrblVIR
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 15
Potacz w pary.

(255 4) 2- 1
(0,14,2,1%,..) e
(1,245,151, o
(1L14,13,18,..) 2 4 LI
(2,14,14,14,..)) L

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Ciag arytmetyczny

Ciag arytmetyczny

Przyktad 1

’y)"“% Otrzymalismy ciag, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 370, a kazdy

v nastepny wyraz jest wiekszy od poprzedniego o 12,

© tr r 2
370, 382, 394, 406 Fialaa

Q, =370 it ;
r=12 C'g arytmetyczny

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje chlopca uczacego si¢ jezyka angielskiego. Pierwszego dnia nauki
powtorzyt wszystkie znane mu stowa, ktore znat i okazato sie, ze tacznie pamieta 370
stow. Postanowil, ze kazdego nastepnego dnia nauczy si¢ 12 nowych stow. lle stow Tomek
bedzie znat po 3 dniach, a ile po 15 dniach nauki? Po pierwszym dniu nauki Tomek znat
370 stow. Po drugim dniu bedzie znat 370 +12= 382 stowa, po trzecim 370 +12 +12 =370 +2
razy 12 =394 stowa, po czwartym 370 +3 razy 12 =406 stow, i tak dalej. Jezeli przez (a

z indeksem dolnym n) oznaczymy liczbe stow, ktore Tomek bedzie znat po n dniach
nauki, to otrzymujemy: a z indeksem dolnym jeden =370, a z indeksem dolnym dwa =382,
a z indeksem dolnym trzy =394, a z indeksem dolnym cztery =406, ... . Zastanéwmy sig, ile
stow bedzie znat Tomek po 15 dniach nauki. Kazdego dnia (poza pierwszym) Tomek
poznaje 12 nowych stow, wiec przez 14 dni (od drugiego do pietnastego wigcznie) pozna
14 razy 12 nowych stoéw, a wiec po 15 dniach nauki bedzie znat a z indeksem dolnym
pietnascie =370 +14 razyl2 =538 stow. W ogdlnym przypadku, po n dniach nauki Tomek
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bedzie znat (a z indeksem dolnym n) =370 +(n?1) razyl2 stow. OtrzymaliSmy ciag,

w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 370, a kazdy nastepny wyraz jest wiekszy od
poprzedniego o 12. Zatem cigg ten mozemy opisa¢ za pomocg dwoch rownosci:

az indeksem dolnym jeden =370 i a z indeksem dolnym n +1 = a z indeksem dolnym n +12
dla n wigksze lub rowne 1. Rozpatrywany przez nas ciag, to przyktad ciggu
arytmetycznego.

Definicja: Cigg arytmetyczny

Cigg (a,) nazywamy arytmetycznym, jezeli ma co najmniej 3 wyrazy i kazdy jego wyraz,
poczawszy od drugiego, jest sumg wyrazu poprzedniego i pewnej ustalonejliczby. Liczbe
te nazywamy roznica ciaggu i oznaczamy jg 7.

Jesli wiec ciag jest skonczonyima k > 3 wyrazéw, to a1 = a, + r dla dowolnejliczby
catkowitej1 < n < k — 1. Jedli natomiast cigg jest nieskonczony, to a,,.1 = a,, + r dla
dowolnejliczby catkowitejn > 1.

Ciagg arytmetyczny

a1=3
8n41 = @ntr
r>0

Y Bt
A @n ai=2 f
An+1 = @nt+r a:=1
r=0 r . @n+1 = @ntr

r<0

n
o
+
|
°

T e e e
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja prezentuje trzy wykresy ciggu arytmetycznego w uktadach wspotrzednych.
Przykiad 1. Dany jest pierwszy wyraz ciggu a z indeksem dolnym jeden =3, kolejny wyraz
ciggu a z indeksem dolnym n +1 = (a z indeksem dolnym n) +r, gdzie r roznica ciggu
arytmetycznego. Dla r =2 otrzymano kolejne wyrazy ciggu a z indeksem dolnym dwa =5,

a z indeksem dolnym trzy = 7, a z indeksem dolnym cztery =9. Jezeli r>0, to punkty bedace
wyrazami ciggu lezg na prostej, ktora ilustruje funkcje rosngca. Przyklad 2. Dany jest
pierwszy wyraz ciggu a z indeksem dolnym jeden =2, kolejny wyraz ciggu a z indeksem
dolnym n +1 = (a z indeksem dolnym n) +r, gdzie r roznica ciggu arytmetycznego. Dlar =0
otrzymano kolejne wyrazy ciggu a z indeksem dolnym dwa =2, a z indeksem dolnym trzy =2,
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a z indeksem dolnym cztery =2. Jezeli r =0, to punkty bedace wyrazami ciggu leza na
prostej, ktora ilustruje funkcje stalg. Przykiad 3. Dany jest pierwszy wyraz ciaggu

a z indeksem dolnym jeden =1, kolejny wyraz ciggu a z indeksem dolnym n +1 = (a

z indeksem dolnym n) +r, gdzie r roznica ciggu arytmetycznego. Dla r =-1,5 otrzymano
kolejne wyrazy ciggu a z indeksem dolnym dwa =-0,5, a z indeksem dolnym trzy =-2,

a z indeksem dolnym cztery =-3,5. Jezeli r

Zauwazmy, ze jezeli znamy a4, czyli pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, oraz roznice r
tego ciggu, to mozemy wyznaczy¢ dowolny wyraz tego ciagu.

as = a1 +r
a3 =as +r=a;+2r
ag=as3+r=a,+ 3r
as =a4+r=ay+4r...

Wystarczy zatem do wyrazu a;doda¢ (n — 1) razy réznice r tego ciggu. Otrzymali$my w ten
sposOb wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyliBAW4;
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Twierdzenie: Wzoér ogélny ciggu arytmetycznego

Kazdy wyraz ciggu arytmetycznego (a, ) o roznicy r jest rowny a,, = a1 + (n — 1)r.
Zalezno$¢ miedzy dwoma kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a wiec rownosc

Gnt1 = Qp + T Mozemy tez zapisaC w postaci rownowazneja,.i — a, = 7.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyliBAW4j
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyliBAW4;
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 2

Sprawdz, czy nieskonczony ciag okreslony wzorem ogolnym a,, = 2 — 3n jest ciggiem
arytmetycznym. Jezeli tak, to oblicz jego roznice.
Zbadamy réznice a, 1 — a, dwoch kolejnych wyrazéw ciagu (a,,). Wyznaczmy najpierw
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ani1=2-3(n+1)=2-3n—-3=-3n-1
Wtedy
pi1—ap=-3n—-1—-(2—-3n)=-3n—-1—-2+3n=-3

Otrzymana roznica jest stala (nie zalezy od n), co oznacza, ze rozwazany cigg jest
arytmetyczny, a otrzymana liczba —3 to wilasnie roznica tego ciagu.
Zauwazmy, ze

ag=2—-3el1l=-1

Wzor na n-ty wyraz to a,, = —1 + (n — 1)(—3), co jest zgodne z tym, ze a,, = 2 — 3n.
Przyktad 3

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) jest rowny 7, a rznica tego ciggu jest rowna
—2. Oblicz dziesiaty oraz trzydziesty drugi wyraz tego ciggu.
Korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, mamy

a0 =T+ (10 —1)(-2) =7 - 18 = —11

az =74+ (32—-1)(—2) =7—-62 = —55
Przyktad 4

Pigty wyraz pewnego ciggu arytmetycznego jest rowny 5%, a sibdmy wyraz tego ciggu
jest rowny 7. Podaj wyraz jedenasty tego ciggu.
Obliczymy jedenasty wyraz ciggu dwoma sposobami.

e Sposob I
Zapiszemy, korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, wyrazy as i ar
as = a1 +4r
oraz
a7 = a1 + 6r

Otrzymujemy ukiad rownan z dwiema niewiadomymi a1i r

{a1—|—4r:5%
a1+6r:7

Rozwigzmy ten uktad:

{a1—|—4r:5%
a1:7—6r



2
3 =3

Mozemy teraz, ponownie stosujac wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, obliczy¢
wyraz jedenasty

ar :al+10r:3+10.%:9%
e sSposob II

Zauwazmy, ze wyraz siodmy rozni sie od pigtego wyrazu o 2r, gdyz a; — ag = r oraz
ag —as = r.Zatem 2r =7 — 5% = %. Szukany wyraz jedenasty rézni si¢ od wyrazu
siodmego o 4r. Zatem

a11:a7+4r:7+20%:9%

Zwro¢my uwage, ze kazdy ciag arytmetyczny jest monotoniczny.

e Ciag arytmetyczny rosnacy ™ Ciag arytmetyczny malejacy
3 3
2 2
L P @ ® 1 ® [3] P
@® @
0 2 o O n 0 @ o— n
o 6 ® = a 5 6 7 8 0o 4 2 3 a 5 s ® a
1 1
2 -2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Animacja

Twierdzenie: Monotonicznos$¢ ciggu arytmetycznego

Jezeli roznica ciggu arytmetycznego jest dodatnia, to cigg ten jest rosnacy. Jezeli roznica
ciggu arytmetycznego jest ujemna, to ciag ten jest malejacy. Jezeli roznica ciggu
arytmetycznego jest rowna zero, to ciagg jest staty i jego wszystkie wyrazy sa rowne a;.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyliBAW4]
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Zauwazmy, ze kazdy punkt wykresu ciggu arytmetycznego a, = a1 + (n — 1)r lezy na
prostejo rownaniu y = ay + (z — 1)r, czyli y = rx + a; — r, gdzie r oraz a; (r6znica

i pierwszy wyraz ciggu) to ustalone dla danego ciggu liczby. Wspotczynnik kierunkowy tej
prostej jest rowny roznicy ciggu. Tak wiec ciag(a,,) jest:

e rosngcy, gdy rosngca jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wiec gdy
wspotczynnik kierunkowy r tej prostejjest dodatni, czyli r > 0;
« malejacy, gdy malejaca jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wigc gdy
wspotczynnik kierunkowy r tej prostejjest ujemny, czyli r < 0;
« staly, gdy stala jest funkcja liniowa, ktorej wykresem jest ta prosta, a wiec gdy
wspotczynnik kierunkowy r tej prostej jest rowny zero, czyli » = 0.
Przyktad 5

Cigg (a,) jest arytmetyczny oraz a; + as = 8 i as ® ag = 19. Oblicz pierwszy wyraz oraz
roznice ciggu (a,).

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego mozemy zapisaCc wyrazy as, as i ag

w zaleznosci od a; i r. Mozemy wtedy zapisa¢ rOwnanie a; + a5 = 8, podane w tresci
zadania, w postaci a; + (a; + 4r) = 8. Stad a; = 4 — 2r. Podobnie mozemy zapisac¢
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réwnanie ay ® ag = 19 w postaci (a; + r)(a; + 7r) = 19. W ten sposob otrzymujemy
rownanie z jedng niewiadomg r

(4—2r+r)(4—2r+7)=19
Przeksztalcamy je w sposOb rownowazny
(4—r)(4+5r)=19
16 + 16r — 5r* =19
—5r? +16r —3 =0

Obliczamy wyr6znik tego rownania A = 256 — 60 = 196 > 0. Zatem réwnanie to ma
dwa rozwigzaniar; = 3 oraz ry = %

To oznacza, ze istniejg dwa ciagi arytmetyczne, ktorych wyrazy speiniaja podane w tresci
zadania warunki. Gdyr = 3,toa1 =4 —-2r=4—-2e3 = —-2,agdyr = %, to

a1=4—2r=4—2o%:%.

Cwiczenie 1
Potacz w pary wzér ogdlny ciggu arytmetycznego z odpowiednimi wartosciami a; ir.

an =5n— 4% @ =5 r=-—1
an=—3n—43 @ =3, 7=5
1

an:—%n+5% a =-9, r=—3
_ 1 _ _ 1
anp = —9n + 5% ay =95, T=7%
an:%n—f)% alz%, r=-—5
1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2
Uporzadkuj tak, aby uzyskaé malejacy cigg arytmetyczny.

L a
110 v
23 =
L a
210 h

2 a
_3 v
3 =
13 =
1 a
10 v

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Wyrazami nieskonczonego ciagu (a,,) s kolejne liczby naturalne, ktére przy dzieleniu przez 6
daja reszte 2, a trzeci wyraz tego ciggu ag = 56. Oblicz siedemdziesiaty wyraz tego ciagu.

Cwiczenie 4

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

(] Ciagc, = 2n — 3 jest ciggiem arytmetycznym rosnacym.
(] Ciagan = n? + 7 jest ciggiem arytmetycznym.

(] Ciagb, = % + 2 jest ciggiem arytmetycznym o réznicy 2.
Cwiczenie 5

Liczby a, 2, b, ¢, 3, d w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny. Wyznacz a, b, cid.



Cwiczenie 6

Pomiedzy liczby 6 i 30 wstaw siedem liczb, tak aby razem z liczbami 6 i 30 tworzyty cigg
arytmetyczny.

Cwiczenie 7

Dany jest ciag arytmetyczny (an), w ktorym aip = 10\/5 +9orazr = \/5 + 1. Wyznacz
réwnanie prostej, w ktdrej zawarty jest wykres ciagu (ay).

Cwiczenie 8

Ktory z rysunkéw przedstawia wykres ciggu arytmetycznego?

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9

Wyrazy kazdego nieskonczonego ciagu arytmetycznego (a,,) spetniaja warunek

(] as+as=az +ay

D a6—|—a8:2a7

[:] as + ar = aio

Cwiczenie 10

Liczby 5, — 2, — 9 sa trzema poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego okreslonego
dlan > 1. Wzér ogdlny tego ciggu ma postac.

—Tn + 12

m — 12

—Tn — 12

o O O O

™+ 12



Cwiczenie 11

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym r» = 6 i a9 = 55. Wtedy pierwszy wyraz ciggu
jest rowny

O -5

() 5

O 1

O -1

Cwiczenie 12

Ciag arytmetyczny (ay,) jest okreslony wzorem a, = 2n + 6 . Wtedy

O ae+ a2 = 38
O ag+a; =48
() ag+ajp =28
() a¢+ a2 =18



Cwiczenie 13

Ciag arytmetyczny jest okreslony wzorem a,, = 4n — 21. lle wyrazéw tego ciggu jest
dodatnich?

O 7

(O 4

O 5

O 6

Cwiczenie 14

Sprawdz, czy podany ciag jest arytmetyczny. Jezeli tak, to podaj jego réznice.
2
an = 547

_ n+2
by =3 - 242

¢, =n?+5n

Cwiczenie 15
Potacz w pary cigg arytmetyczny z odpowiadajaca mu réznica.

-2 (52:33 13—,
3 (23:45,63,83,.. )
2 (42,4¢,5%,52,)
3 (33,3,25.2,...)
-1 (33,33,43,43,..)
2 (5¢,42,45,4%,...)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16
Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego, wiedzac, ze ag = % orazajy = 5.
Cwiczenie 17

Oblicz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,), ktérego roznica jest rowna r = —7 oraz
6smy wyraz jest rowny ag = 23.

Cwiczenie 18
Wyznacz takie liczby a, b, cid, zeby ciag (3, a, b, c, 8, d) bytarytmetyczny.
Cwiczenie 19

Oblicz pierwszy wyraz i réznice malejacego ciagu arytmetycznego (a,,), w ktérym
as + a7y = —17o0razaz e as = 11.

Cwiczenie 20

Ciag arytmetyczny sktada sie z trzech wyrazéw. Ich suma jest réwna 12, a suma ich
kwadratow jest réwna 66. Oblicz wyrazy tego ciggu.

Cwiczenie 21

Miary katéw w pewnym czworokacie tworza ciag arytmetyczny. Najwiekszy z kagtéw ma miare
105°. Oblicz miary pozostatych katéw tego czworokata.



Cwiczenie 22

Rozwazmy cigg tréjkatéw rownobocznych, ktérych dtugosci bokéw tworza cigg arytmetyczny.

1. Czy obwody tych trojkatow tworza ciag arytmetyczny?

2. Czy pola tych tréjkatéw tworzg cigg arytmetyczny?

Cwiczenie 23

Wykaz, ze jezeli cyfry liczby trzycyfrowej tworzg cigg arytmetyczny, to liczba ta jest podzielna
przez 3.

Cwiczenie 24

Oblicz, ile wyrazéw ma cigg arytmetyczny, w ktérym suma dwoéch pierwszych wyrazéw jest
rowna 23, suma dwoch ostatnich wyrazéw jest réwna 119, a wyraz jedenasty jest réwny 40.

Cwiczenie 25

Wykaz, ze jezeli w ciggu arytmetycznym prawdziwe s3 zaleznosci a,, = m oraza,, = n dla
n # m, to réznica tego ciagu jest rowna — 1.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DyliBAW4j
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Ciagi - wilasnosci ciggow arytmetycznych

WHtasnosci ciagu arytmetycznego
Przyktad 1

Rozwazmy dowolny cigg arytmetyczny (a,) okreslony dlan > 1 i dowolnie wybrany jego
WYTraz a,,.

Poszukamy zaleznosci pomiedzy wyrazem a,, ciggu oraz wyrazami z nim sgsiadujacymi,
czyli wyrazem o numerze o jeden mniejszym a,_; oraz wyrazem o numerze o jeden
wiekszym a,, 1. Zauwazmy, ze s3 to trzy kolejne wyrazy ciggu. R6znica pomiedzy
kolejnymi dwoma wyrazami jest stata.

Mamy wiec
ap — Qp—1 = Apt1 — Gy
stad
a, = an+1;—an—1

Wiasnosé: Wiasnosci wyrazow ciggu arytmetycznego

Ciag (a,) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz tego ciggu (poza
pierwszym i ostatnim, jesli ciag jest skonczony) jest srednig arytmetyczng wyrazow
sgsiednich

a, = 21251 dlan > 1

Niekiedy tatwiej korzystac z tej rownosci zapisanej w postaci

2a, = Qnt1 + Gp1
Przyktad 2

Liczby z — 2, 3, = + 6 s3 w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciggu arytmetycznego. Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.

Korzystajgc z wlasnosci ciggu arytmetycznego, mamy 3 = %, stad 6 = 2z + 4,
czyli x = 1. Zatem trzy pierwsze wyrazy tego ciggu to —1, 3, 7. Roznica ciggu jest rowna
7 — 3 = 4. Czwarty wyraz ciggu jest zatem rowny a4 = 11.




3, Liczby x - 2, 3, x + 6 s3 w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim
wyrazem ciggu arytmetycznego. Obliczymy czwarty wyraz tego ciggu.

o

P

FrrvrevyEeg
g i o
K=l2 13 ix+6 - o
a4
7+4=11

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Przyktad 3
, : 1 1 :
Sprawdz, czy ciag ( VR \/5, V21 ) jest arytmetyczny.
1.1 V3Ll | V31
Poniewaz ~2-12 — 2 ;r = = 2\2/5 = /2, wiec ten cigg jest arytmetyczny.
Przyktad 4

Wyznacz kilka poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,, ), wiedzac, ze jego
poczatkowe wyrazy spetniajg warunki a; + a2 + ag = 12 oraz a; e az ® a3 = 28.
Poniewaz 2as = a; + ag, to pierwsze rownanie mozemy zapisa¢ w postaci 3as = 12, stad
ay; = 4. Poniewaza; = ay —r =4 —rorazasz = as +r = 4 + r, rbwnanie

a; ® az ® a3 = 28 zapisujemy w postaci

44 —-r)(4+71) =28

16 — r2 = 7,stad r = 3 lubr = —3. Otrzymali$émy wiec dwa ciagi arytmetyczne postaci
(1, 4, 7, 10,...)oraz (7, 4, 1, —2,...).


https://zpe.gov.pl/a/D11SU2yUM

Wyznaczymy kilka poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) wiedzgc, ze jego
poczatkowe wyrazy spetniajg warunkia, + a, + az; = 12 oraz a, - a,- ay = 28.

LCrreeerevrF g

T 2r Ay, ... wyrazy ciggu arytmetycznego

Q+a,+a, =12 9,-a,-a, =28
2 ©iz ==

|
1
W

a,, 4; a
e F=31ubr

(1,4,7,10, ...) oraz (7, 4, 1,-21.1n

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Zauwazmy, ze twierdzenie mozemy uog6lni¢. Wybierzmy dowolny wyraz a,,, ktory nie jest
pierwszym ani ostatnim wyrazem ciggu, a nastepnie catkowitg dodatnig liczbe k < n.

Mamy wowczas
a, =a;+ (n—1r
apir=a1+n+k—1)r
anp=a1+ (n—k—1)r
Wtedy
On ikt Onk a1+(n+k—1)r—5a1+(n—k—1)r _ 2a1+2§n—1)7’ —ay + (n . 1)T — a,

2

Mozemy zatem sformutowac twierdzenie.
Wiasnosé: Uogolnienie wtasnosci wyrazow ciggu arytmetycznego

Dla dowolnego wyrazu ciggu arytmetycznego n > 1 oraz dowolnej dodatniejliczby

catkowitej k < m mamy
Qn—k+Qnik

a, — 9

Zauwazmy, Ze Wyrazy @, , an, an+t S3 trzema kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego o roznicy kr. Zatem twierdzenie to wynika takze z twierdzenia



https://zpe.gov.pl/a/D11SU2yUM

o zaleznoSci pomiedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D11SU2yUM
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Przyktad 5

W pewnym ciggu arytmetycznym wyraz piaty jest rowny 23, a wyraz pietnasty 37. Oblicz
wyraz dziesiaty.

__astais __ 23437 __
ajg — 5 = 5 =30

Cwiczenie 1

Jaka liczbe nalezy wpisa¢ pomiedzy liczby 7 i 20, zeby otrzymac trzywyrazowy ciag
arytmetyczny?

Cwiczenie 2

Liczby a, b, 22 w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, przy czym a + b = 26. Oblicz
aib.

Cwiczenie 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 4

Liczby 5 — 3, z? + 3z, 322 — 3 sa w podanej kolejnosci trzema poczatkowymi wyrazami
ciggu arytmetycznego. Oblicz réznice tego ciggu.

Cwiczenie 5

Dla pewnych liczb x i y wartosci wyrazen  + 4y, 3z + 2y, x+2y+ 2, 3x +y — 3 sa
czterema poczatkowymi, kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (an). Wyznacz liczby z iy
, a nastepnie pigty wyraz tego ciagu.

Cwiczenie 6

Nieskonczony ciagg liczbowy (an) okreslony jest wzorema,, = 3 — % Wyznacz taka liczbe z,
dla ktorej ciag (a3, ag, x) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 7

m+4 m+2 m+l
6 > 4 7 3

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej m ciag ( ) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 8

Liczby 5, a, 25 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny. Zatem a jest réwne

O 15
O 20
O 30

O 10



Cwiczenie 9

Jaka liczbe nalezy wstawi¢ pomiedzy liczby \/5 + 2 oraz 3\/5 — 4, zeby wraz z nimi utworzyta
trzywyrazowy ciag arytmetyczny?

Cwiczenie 10

Wyznacz liczbe x, dla ktérej liczby x + 7,2z + 9, 3x + 11 w podanej kolejnosci tworza ciag
arytmetyczny.

Cwiczenie 11

Liczby 62 + 8, 2x% + br — 3, 7 — Tz sa w podanej kolejnosci trzema pierwszymi wyrazami
ciggu arytmetycznego. Wyznacz .

Cwiczenie 12

Ciag ( mil : 23;1 : ﬁﬁ ) jest arytmetyczny dla pewnej liczby € R </mo>{—1,0}.

Wyznacz te liczbe.
Cwiczenie 13

Ciag(z+3y—4, —x+y+1, x+vy, 3¢+ 2y, ...)jestarytmetyczny. Wyznaczz iy
oraz oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu.

Cwiczenie 14

Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe z, dla ktérych liczba x, podwojona cyfra jej jednosci
i podwojona cyfra jej dziesigtek sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Cwiczenie 15

Wiedzac, ze w pewnym ciggu arytmetycznym (an) mamy a4 = 1 oraz ag = 17, wyznacz
czternasty wyraz tego ciagu.



Cwiczenie 16
W pewnym ciggu arytmetycznym a; = 4 oraz a5 = 17. Znajdz ay + a3 + ay.
Cwiczenie 17

Niech a, b, c bedg dowolnymi dodatnimi liczbami, takimi Ze ciag (a2, b2, 02) jest
1 1 1
b+c’ cta’ a+b

arytmetyczny. Udowodnij, ze ciag liczb ( ) tez jest arytmetyczny.



Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego

Suma wyrazow ciggu arytmetycznego
Przykiad 1

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespdt autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja ilustruje sume S z indeksem dolnym n poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego
az indeksem dolnym n. Suma S z indeksem dolnym n poczatkowych n = utamek w liczniku
a z indeksem dolnym jeden plus a z indeksem dolnym n mianownik 2 koniec utamka razy n.

Przyktad 2

Podobng metode mozemy zastosowac¢ do zsumowania n poczatkowych wyrazoéw dowolnego ciggu
arytmetycznego. Oznaczmy symbolem S,, sume n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,), czyli

S, =a1 +as + ...+ a,. Zapiszmy zatem sume S,, dwukrotnie: raz sktadniki zapiszemy od
pierwszego do ostatniego, drugi raz odwrotnie, czyli

Sn =a1+a+...+a,_1+a,
S, =0, +a, 1+...+as+a;
Kazdy wyraz ciagu (a,) mozemy zapisa¢ w postaci a,, = a; + (n — 1)r, wiec

Sp=a+(a+r)+...+ (a1 +(n—2)r)+ (a1 + (n—1)r)
Sn=(@+n-1r)+(ar+n—-2)r)+...+(a1+7)+ a1

Zauwaz, ze w kazdejkolumnie otrzymujemy sume 2a; + (n — 1), a to jest suma a; + ay,.
Poniewaz kolumn jest n, wiec 25, =n e (2a; + (n — 1)r ) = ne (a; + a,).

W ten sposob udowodniliSmy twierdzenie o sumie wyrazow ciggu arytmetycznego.
Twierdzenie: O sumie wyrazow ciggu arytmetycznego

Suma S,, poczatkowych n wyrazoéw ciggu arytmetycznego (a, ) jest rowna
S, = w on = Uil gp

Przyktad 3

Oblicz sume 1 + 2 + 3+... + 100.
Sumowane liczby tworzg cigg arytmetyczny, w ktorym a1 = 1 oraz aigoo = 100. Mamy wiec

S100 = 2% « 100 = 5050
Przykiad 4

Oblicz sume stu poczatkowych liczb naturalnych, ktore podzielone przez 3 daja reszte 2.
Pierwsza liczbg naturalng, ktora podzielone przez 3 daje reszte 2 jest 2, druga 5, trzecig 8. Liczby te
tworzg cigg arytmetyczny o roznicy 3. Suma poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna
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Siop = 29 ¢ 100 = 2024993 ¢ 100 = 15050.
Przyktad 5

Rozwigz rownanie 3 + 7+ 11 + ... + (4n — 1) = 595 z niewiadoma n.

Liczby, ktore sumujemy po lewej stronie rownania, sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego

o pierwszym wyrazie a; = 3, roznicy r = 4. Suma ta sktada si¢ z n wyrazow. Poniewaz n jest liczba
wyrazow, wiec jest liczbg catkowita dodatnig. Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu
arytmetycznego mamy

Sp = w en=23n+2n(n—1)=2n>+n
Z tresci zadania wynika, ze
2n® +n = 595
Otrzymali$my réownanie kwadratowe 2n* + n — 595 = 0, ktére ma dwa rozwigzanian; = —17,5 oraz

ng = 17. Tylko druga z liczb jest catkowita dodatnia. Zatem rozwigzaniem réwnania jest liczba 17.
Przyktad 6

Liczby 9, 5, 1 sa w podanejkolejno$ci trzema poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego (anr).
Oblicz sume aio + a11 + a2 + ... + aso.
Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest rowny a1 = 9, a réznica ciggu jestrownar =az —a1 =5 — 9 = —4.

e sposob
Zauwazmy, ze

a1 +a2+...+az0=a1+a2+...+ag+ano+an+a2+...+a30 — (a1 +a2+...+ag) = 83

Poniewaz
Sgo = 24129 930 = (18 — 116) @ 15 = —1470
oraz
Sg — 2(11;»87‘ ° 9 — 18;32 S 9 — _63’
wiec
ajg+ay +ap+...+az = —1470 + 63 = —1407
e sposob II
Mozemy zauwazyc¢, ze wyrazy ajg, @11, @12, - - - , @39, Ktore mamy zsumowac, sg kolejnymi wyrazami

ciggu arytmetycznego (b, ), ktory sktada sie z 21 wyrazow i w ktorym
b =a1p=a;+9r=-27
oraz
bo1 = azg = ay + 29r = —107

Suma 21 poczatkowych wyrazow tego ciggu jest wiec rowna




Sy = it ¢ 21 = =207 ¢ 91 — 1407

Cwiczenie 1

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 2

Suma kolejnych 100 liczb naturalnych jest réowna 7250. Jakie to liczby?

Cwiczenie 3

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

0 Suma n wyrazow ciggu arytmetycznego o wyrazie ogélnym a,, = 2n — 7 jest rowna 352. Ciag
sktada sie z 22 wyrazéw.

0 Suma n wyrazow ciggu arytmetycznego o wyrazie ogélnym a, = 2n — 7 dlan > 1 jest réowna
352. Ciag sktada sie z 22 wyrazéw.

Cwiczenie 4
Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych podzielnych przez 3.
Cwiczenie 5

Dtugosci kolejnych bokéw pewnego wielokata tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 5. Najdtuzszy bok
wielokata ma dtugos¢ 28, a obwdd wielokata jest rowny 93. lle bokéw ma ten wielokat?

Cwiczenie 6

Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego (a,,) jest réwna S,, = MLTB” dla

kazdegon > 1. Wtedy

() Rdznica tego ciagu jest rowna 3

O Pigty wyraz tego ciggu jest rowny 5



Cwiczenie 7

Roéznica pewnego ciggu arytmetycznego jest rowna 2, natomiast sumy n oraz n + 2 jego poczatkowych
wyrazéw sa rowne S,, = 176 oraz S,,, 5 = 240. Oblicz n.

Cwiczenie 8

Sume pewnego ciggu arytmetycznego mozna zapisa¢ wzorem: 2n? — 12n.

Potacz w pary.

—10 as
6 as
2 ay

—2 as
—6 a4

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9

W ciagu arytmetycznym a; = 5 oraz agg = 9. Wtedy suma S3g = a1 + as + ... + agg jest rowna

() 1890

O 210

O 225

O 270

Cwiczenie 10

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, ktére podzielone przez 5 daja reszte 2.

Cwiczenie 11

Oblicz sume wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych.



Cwiczenie 12

Dany jest ciag arytmetyczny (a,,), w ktérym a; = 3 oraz r = 4. Wyznacz najwieksze n, dla ktérego
S, < 80.

Cwiczenie 13

W pewnym ciaggu arytmetycznym ag = 11 oraz a4 = 1 znajdz sume poczatkowych dwudziestu jeden
wyrazéw tego ciggu.

Cwiczenie 14

Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, ktérego wzdér ogdlny jest postaci
_ 2n—1

a, — 3

Cwiczenie 15

Suma pietnastu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego jest réowna S15 = 135, a roznica tego ciggu
jest réwna r = 3. Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciggu od wyrazu szesnastego do wyrazu
trzydziestego.

Cwiczenie 16

lle liczb trzeba wstawié miedzy liczby —13 oraz 8, aby otrzymac cigg arytmetyczny, ktérego suma jest rowna
—25?

Cwiczenie 17

Wyznacz pierwszy wyraz i réznice ciagu arytmetycznego, w ktérym sumy osmiu i trzynastu poczatkowych
wyrazow s rowne Sg = —2% , S13 = 6%.

Cwiczenie 18
Rozwiaz rownanie 4> e 4* e 45 e ... @ 42" = (0,257

Cwiczenie 19

Wykaz, zen+2n+3n+... +n? = —5



Cwiczenie 20

Wyznacz sume dwudziestu pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,), wiedzac, ze
ag + aio + aie + ajg — 20

Cwiczenie 21

Wiedzac, ze siodmy wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 0, oblicz sume trzynastu pierwszych wyrazéw
tego ciggu.

Cwiczenie 22

Wykaz, ze 1002 — 992 + 98% — 972 + 962 — 952 + ... + 4% — 32 + 22 — 12 = 5050.



Ciag geometryczny

Ciag geometryczny

Przyktad 1

Spotykamy sie czasem ze stwierdzeniem, ze zeszyt, w ktorym piszemy, ma format A4 albo
A5. Co to oznacza? Miedzynarodowa norma definiuje 3 serie formatéw A, B i C, przy
czym formaty C zwigzane s3 z okresleniami formatoéw kopert.

Format A0 odpowiada prostokatowi o powierzchni 1 m?, przy czym jego wymiary s3 tak
dobrane, zeby stosunek dtuzszego boku do krotszego byt rowny V2. 2. Mamy wiec wymiary

arkusza formatu A0: 1188 mm i 1\1/8_8 mm. Format A1 jest potowa formatu A0, czyli

krétszy bok arkusza formatu A0 to dluzszy bok arkusza formatu A1 i stosunek dtuzszego

boku do krétszego jest rowny /2. Zatem kartka formatu A1 ma wymiary: 1\1/8_8 mm i

1188
(v2)

Otrzymujemy ciag liczb, z ktérych kazda nastepna, oprocz pierwszej, jest v/2 razy

1188 1188 1188 1188 1188

VR (\/_) ’(\/5)3’ (\/5)4,... . Jakie wymiary

mniejsza od poprzedniej, czyli (

bedzie miat arkusz formatu A5?
Wymiary arkusza formatu A5 bedg szo6sta i siodma liczbg w tym ciggu. Obliczamy

1188 297

MV

oraz

_ g __ _1188 1188
5 = (\/5)6 = 148,5

Zatem kartka formatu A5 ma wymiary 22 5 mm j 1188 — 1485 mm.
W praktyce wymiary arkuszy s zaokraglane do petnych milimetrow. Otrzymujemy w ten
sposoéb cigg (1188, 840,594,420,297, ... ).




| 74 mm
594 mm t 297 mm 148 mm -

A8 52 mm
A5 i

A6 105 mm
A3 -

A4 210 mm

841 mm A1

A2 420 mm

1189 mm
I I

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oba przyklady opisujg ciagi, w ktorych kazdy kolejny wyraz jest iloczynem wyrazu

poprzedniego przez pewng ustalong liczbe. Takie ciggi nazywamy ciggami

geometrycznymi.

Definicja: Ciag geometryczny

Ciagg (a,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli ma przynajmniej 3 wyrazy, jego
pierwszy wyraz jest rozny od 0, a kazdy nastepny wyraz jest iloczynem poprzedniego
wyrazu i pewnej ustalonejliczby. Liczbe te nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego
i oznaczamy przez q.

Jesli cigg jest skoniczony i ma k > 3 wyrazéow, toa; # 0ia, 1 = a, ® g dladowolnej
liczby catkowitej1 < n < k — 1. Jesli natomiast ciag jest nieskonczony, toa; # 0 i
an+1 = a, ® q dla dowolnejliczby catkowitejn > 1.

Z definicji wynika, ze

jesli g # 0, to, wobec warunku a; # 0, wszystkie wyrazy ciaggu geometrycznego (a,,) sa
rozne od zera

jesli g = 0, to wyrazy cigguas, as,ay,...sarowne 0, czyli jest to ciag postaci

ai, 0,0, 0, “o

Ciag geometryczny w pewnym sensie jest podobny do ciggu arytmetycznego. W ciagu
arytmetycznym kolejny wyraz jest sumg poprzedniego wyrazu i pewnej ustalonej liczby.
W ciggu geometrycznym kolejny wyraz jest iloczynem poprzedniego wyrazu oraz
pewnej ustalonejliczby. Dlatego techniki, ktorymi bedziemy si¢ postugiwac

w rozwiazywaniu zadan dotyczgcych ciggéow geometrycznych i ciggow
arytmetycznych, bedg podobne, lecz wykonywane obliczenia beda inne.

Zeby sprawdzi¢, czy ciag jest geometryczny, postepujemy podobnie jak w przypadku
ciggu arytmetycznego. Tam badaliSmy, czy roznica pomiedzy kolejnymi wyrazami jest



stata. W przypadku ciaggu geometrycznego, ktorego iloraz jest rozny od zera, wystarczy
il jest staty dla kazdejliczby catkowitejn > 1.

zbadac, czy iloraz ——
« Dowolne trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego, w ktorym a1 # 01 ay, # 0,
ay

an—1"

spelniajg rownosé 2L — ktora mozemy zapisaC w postaci
p J3 a q Yy zap p

2 _
ap™ = Qp41 ® 0p—1

Dowolne trzy kolejne, rézne od 0 wyrazy ciggu geometrycznego spetniajg rownose

an+1 __ [¢7%%
Qnp, Ap—1 ’

ktorg mozemy zapisa¢ w postaci a,,> = a, 1 ® a,_1

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCzQVB399
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
Wiasnosé: Wiasnosc ciaggu geometrycznego

Ciag (a,,) o wyrazach réznych od 0 jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnejliczby catkowitejn > 1 (1 < n < k, ciag (a,) jest k—wyrazowy) prawdziwa
jest rownosc

2 _
ap~ — Gpy1 @ Ap—1

Jezeli wyrazy ciggu (a,,) sa liczbami dodatnimi, to rowno$¢ a,? = a, 1 ® a,,_1 mozemy

zapisaC w postaci a, = /G, 11 ® Q1.

Oznacza to, ze wyraz ay, jest Srednig geometryczng wyrazow sasiednich.

Zauwazmy, ze jezeli w ciagu (an) jest a1 # 0 oraz istniejg wyrazy réwne 0 i wyrazy rézne od
0, to z definicji wynika, ze nie jest to cigg geometryczny, mimo ze moze speinia¢ warunek
an2 = Qn+41 ®Aan—1


https://zpe.gov.pl/a/DCzQVB399

Na przyktad ciag (2,0, 0, 3) spetnia warunki ay® = a; ® a3 oraz as> = ay e a4, lecz nie jest
to cigg geometryczny.
Przyktad 2

Sprawdz, czy ciag (\/5 —1,1, V2 + 1) jest ciggiem geometrycznym.
Poniewaz wszystkie wyrazy ciggu sg rozne od zera, wiec mozemy skorzystac

z twierdzenia o wlasnosci ciagu geometrycznego. Wystarczy wiec sprawdzi¢, czy

a22 — aj] ® as.

Iloczyn
al.a?,:(ﬁ—l).<ﬁ+1):2—1:1:12:a22,

wiec wnioskujemy, ze ten cigg jest geometryczny.
Przyktad 3

W ciggu geometrycznym kolejne wyrazy majg postac
al
a2 = aiq
as = axq = (a19) ® ¢ = a,¢*
as = asq = (a1¢?) ® ¢ = a1g®

i tak dale;j.

Zauwazmy, ze kazdy kolejny wyraz ciggu jest iloczynem wyrazu pierwszego oraz pewnej
liczby czynnikow q. Czynnikow g jest o 1 mniej, niz wynosi numer wyrazu, ktory chcemy
obliczy¢, a wiec wyraz a,, jest iloczynem wyrazu a;oraz n — 1 czynnikow q . Zatem n-ty

wyraz ciggu jest rowny a,, = a;q" ' .

Twierdzenie: Wz6r ogdlny ciggu geometrycznego

Jezeli a; jest pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego (a,,) i q jest ilorazem tego ciagu,
to dla dowolnejliczby catkowitejn > 1 mamy a,, = a;q" ' .




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCzQVB399
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Przyktad 4

Oblicz 6smy wyraz ciggu geometrycznego, w ktorym a; = 81 oraz ¢ = — %

Zastosujemy podany wcze$niej wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego. Osmy wyraz
ciggu jest wiec rowny

ag =a1q  =8le (—%)7 =-3'e37=-33%=_1
Przyktad 5

Ktorym wyrazem ciggu geometrycznego (a,,), w ktérym a; = 3 oraz ¢ = 5, jest liczba
18757

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego mamy 3 e 5°~1 = 1875. Stad
otrzymujemy 5" ! = 625 = 5%, Zatemn — 1 = 4, czyli n = 5. Liczba 1875 jest wiec
pigtym wyrazem ciagu (a,,).

Przyktad 6

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,) jest rowny a; = 1, a trzeci wyraz tego ciggu
jest o 2 wiekszy od drugiego wyrazu tego ciggu. Oblicz iloraz q tego ciggu.

Drugi i trzeci wyraz ciggu sg rowne as = a,q, a3 = a;q>. Poniewaz a; = 1, to

ay; = 1eqg=gqorazas =1 eq? = q> Wyrazy te roznig sie 0 2, czyli ag — a; = 2, wiec
q*> — q¢ = 2. Otrzymali$my rownanie kwadratowe z niewiadomg q. Ma ono dwa
rozwigzania ¢ = —1 oraz ¢, = 2. S3 wiec dwa takie ciggi geometryczne o ilorazach

q1 = —1loraz g = 2.


https://zpe.gov.pl/a/DCzQVB399

Przyktad 7

Pomiedzy liczby %4 oraz 9 wstaw takie dwie liczby, zeby otrzymac czterowyrazowy cigg
geometryczny.

Liczba 9 jest czwartym, a liczba % pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego. Stad
9= % q3, gdzie q oznacza iloraz tego ciggu. Zatem q = %. Drugi wyraz tego ciggu jest
wiecrownyz = & eg =S ¢ 32 =16, atrzeciy=zeg=160 3 = 12.

Przyktad 8

Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (a,,), w ktorym ag + a5 = 540 oraz
ag — ag = 1296.

Korzystajgc ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, kolejne wyrazy ciaggu
geometrycznego zapisujemy as = a1q2, ay = a1q3, as = a1q4, ag = a1q5. Rownania dane
w zadaniu zapisujemy wiec w postaci uktadu rownan

{a1q5 +a1¢* = 1944
a1q9° — a1q° = 1296

a1q*(g+1) = 1944
a,q® (q2 — 1) = 1296

a1q*(q+1) = 1944
a1g®(g — 1)(g+1) = 1296

Z pierwszego rownania wynika, ze a; # 0, ¢ # 0 oraz ¢ + 1 # 0. Gdyby tak nie bylo,
rownanie byloby sprzeczne, gdyz po lewej stronie mielibySmy 0, a po prawej 1944.
Dzielimy wigc stronami drugie rownanie przez pierwsze. Wtedy otrzymujemy

a1¢®(g—1)(g+1) _ 1296
a1q*(g+1) 1944
czyli
g1 _ 2
qg 3

Stad 3¢ — 3 = 2q. Zatem q = 3. Z rownania a1q*(q 4+ 1) = 1944 i ¢ = 3, otrzymujemy

ar = q41(?1%1) = 341(?%44:11) =6

Ciagg geometryczny moze by¢ malejgcy, rosnacy, staty, niemalejgcy, nierosngcy albo w ogole
moze nie by¢ monotoniczny. Zalezy to od wartosci ilorazu oraz znaku pierwszego wyrazu.
Na przyklad cigg geometryczny, w ktorym a; = 4 oraz g = 2, a wiec ciag
(4,8,16,32,64,...) jest rosnacy, gdyz kazdy kolejny wyraz ciggu jest dwa razy wiekszy od
poprzedniego i pierwszy wyraz jest dodatni.

Korzystajgc z ponizszego apletu, zbadaj monotonicznosc¢ kilku ciggow geometrycznych.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DCzQVB399
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.

Cwiczenie 1
Przeciagnij pasujace elementy z dolnej sekcji do gorne;.

cigg arytmetyczny

cigg geometryczny

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Cwiczenie 2
Potacz w pary wzor ogolny ciggu geometrycznego z odpowiednimi wartosciamia; i q.

an =—16- (—5)"

an =%-8"
a, =—16- (%)n a; = -8, ¢g= ;
=16+ (4)" P —
a, =16- (3)" @m=2 qg=x

a, =16 - (%)n

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy podany cigg jest geometryczny. Jezeli jest, to znajdzZ jego iloraz.

1. an = (0,3)"
2n
2. bn — T




Cwiczenie 4

Potacz w pary cigg geometryczny z odpowiadajgcym mu ilorazem.

5 (—2,6,-18,...)
3 (3,6,12,...)
-2 (12,6,3,...)
—1 (—-12,6,-3,...)
3 (3,-6,12,...)
2 (2,6,18,...)

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Wyznacz wzdr ogdlny ciagu geometrycznego (ar ), w ktérym

l.a; = 10 orazas = %

125

2.a3 = %orazagz 5

Cwiczenie 6

Ustaw wyrazy w odpowiedniej kolejnosci, tak zeby utworzyty ciag geometryczny, ktérego
iloraz jest mniejszy od 1.

125 25 4 8 16

L= 2,92, 5, 25 1
32 8 V3 3

2. 128\/3, ?,W,2,T,§



Cwiczenie 7

Dane sa dwa wyrazy ciggu geometrycznego ag = 20, ag = 80. Wtedy

(] g=2lubg= -2

D 0,7:50

(] as=5

Cwiczenie 8

Liczby x — 1, 2x + 2, 6x + 6 s3 kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu geometrycznego.
Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 9

Suma trzech wyrazoéw tworzacych cigg geometryczny jest rowna —7, a ich iloczyn jest réwny
27. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.

Cwiczenie 10

Udowodnij, ze jesli (a,,) jest ciagiem geometrycznym, to dla kazdej liczby catkowitej n > 1
prawdziwa jest rownosc a,,a, 13 = Qpi1aQp12-



Cwiczenie 11

W ciggu geometrycznym pierwszy wyraz jest réwny 3, a iloraz % Dwudziesty wyraz tego
ciggu mozna zapisa¢ wzorem

azy = % e (3)20

Qazy = % ® (3)19

o O O

)19

=

axp =3 e (
O axp=3e (%)20
Cwiczenie 12

Piaty wyraz rosngcego ciggu geometrycznego jest rowny 5+ a siodmy 21%. lloraz tego ciagu
jest réwny

O -2
O -4
O 4

O 2



Cwiczenie 13

Ktory z ciggdw jest geometryczny?

O 1+v3  2+v3 3+V3
6 6 ° 6

O 3+v3  1+v3 3443
6 9 18

O 3+v3  1+v3 3+3
6 > 6 18

3+v3  3+v3
O -

3+v3
3 18

)

Cwiczenie 14

W ciggu geometrycznym mamy as = % orazas = %. Wtedy

a; ® ag —

o[

ol

a; ® ag —

o O O

0,10013:E

O a10a3:1

Cwiczenie 15
W ciaggu geometrycznym dane sg a; = 3 oraz ay, = 192. Oblicz iloraz tego ciggu.
Cwiczenie 16

Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny (a,,), w ktérym ag = 1 orazay = %. Wyznacz
pierwszy wyraz tego ciagu.



Cwiczenie 17

W ciggu geometrycznym (a,,) dane s wyrazy a, = ‘11—2 orazag = %. Wyznacz wzor ogblny
tego ciaggu.

Cwiczenie 18

Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie a; = —3 orazilorazie ¢ = —2. Ktérym
wyrazem tego ciagu jest liczba 967

Cwiczenie 19

Stosunek sumy trzech pierwszych wyrazow ciggu geometrycznego do sumy wyrazéw
pierwszego i trzeciego jest rowny % Oblicz iloraz tego ciggu.

Cwiczenie 20

Jaka liczbe trzeba dodac do kazdej z liczb:—2, 2, 22, zeby otrzymane liczby byty kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego?

Cwiczenie 21
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22

Wykaz, ze jezeli (a,,) jest ciagiem geometrycznym o wyrazach réznych od zera, to kazdy
2
an

z ciagéw (by,) i (c,) okreSlonych wzorami b, = -= oraz ¢, = ag, tez jest geometryczny.



Cwiczenie 23
Znajdz x, wiedzac, ze

1. ciag (2, x, 98) jest geometryczny. Oblicz iloraz tego ciagu.
2. ciag (2 + \/g, 1+ \/5, :c) jest geometryczny. Oblicz iloraz tego ciggu.

Cwiczenie 24

Pomiedzy liczby 432 oraz 250 wstaw takie dwie liczby a i b, zeby ciag (432, a, b, 250) byt
geometryczny.

Cwiczenie 25

Ciagg geometryczny sktada sie z oSmiu wyrazéw. Suma pierwszych szesciu wyrazow jest réwna
1, a suma szesciu ostatnich jest réwna 16. Oblicz iloraz tego ciggu.

Cwiczenie 26

Wyznacz pierwszy wyraz oraz iloraz ciagu geometrycznego (a,,), w ktérym ay + 17a5 = 1
orazas + a4 + ag = 1.

Cwiczenie 27

Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego, ktore sa
liczbami catkowitymi roznymi od zera, jest podzielna przez sume tych wyrazéw.

Cwiczenie 28

Wykaz, ze liczby 5, 6 i 7 nie mogg by¢ wyrazami tego samego ciggu geometrycznego.



Suma wyrazow ciggu geometrycznego

Twierdzenie: Twierdzenie o sumie n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Jezeli (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to suma S,, jego n poczatkowych wyrazow jest rowna
Sy = a1 L dlag# Lalbo S, = nay dlag = 1.

Skoroq #1,t01 -

. #0
obie Stl‘ony réwnos' q , Zatem

Ciprzezl-q
1-g"

Sh=a, e a

1-q

Mmozemy podzielij¢

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przyktad 1

Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego (a, ), w ktérym a; = % oraz q = 2.
lloraz ciggu geometrycznego (an) jest rozny od 1, wiec suma Sip jego dziesieciu poczatkowych wyrazow jest

réwna
o, 1=¢"® 1 120 1 1210 1 10 _ 10241 __ 1023 _ 1
Sw=aTy =yey =y =7y (20-1) =5 = =5l
Przyktad 2
Oblicz sume wyrazéw od 6smego do dwunastego ciggu geometrycznego (a,,), w ktérym a; = 3 oraz ¢ = —2.

Suma, ktorg nalezy obliczy¢, to ag + ag + . .. + a12. Zrobimy to dwoma sposobami.
e sposob I

Zauwazmy, ze wystarczy obliczy¢ sumy Sy, oraz S;, odpowiednio dwunastu i siedmiu poczatkowych wyrazow
tego ciggu, a nastepnie od pierwszejz obliczonych sum odja¢ druga.

Sip=a L =30 LA — 30 120 — 1 2 =1 4096 = 4095

St=arh =36 =3 LT = 1427 =1+128 =129



https://zpe.gov.pl/a/DyzYhyZKb

Zatem
ag +ag—+...+ap2 = 512 —57 = —4095 — 129 = —4224
e sposob II

Zauwazmy, ze ciag, ktérego kolejnymi wyrazami sa ag, ag, ..., @19, to pieciowyrazowy ciag geometryczny,
ktorego pierwszym wyrazem jest osmy wyraz ciagu (a,,), i ktorego iloraz jest taki sam, jak iloraz ciagu (a,) czyli
q = —2.Zatem

5

5
as+ag+...+an=ase L =aig’ e L =3e(-2) e oG = —3e128¢ L2 — 128633 = —4224

1—q
Przyktad 3

Dany jest ciag geometryczny (a, ), w ktorym a; = 27 oraz a4 = 1. Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu trzeba

dodac, zeby otrzymac 40%?
Na poczatek obliczmy iloraz tego ciagu. Poniewaz ay = a1q°, wiec ¢* = Z—‘l‘ = 21—7 Stad ¢ = % Pozostaje obliczy¢

n, dla ktérego S, = 40%. Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéow ciggu geometrycznego otrzymujemy

Rownanie to przeksztalcamy rownowaznie

Z 3
1-(5)" =575
(3)" =1-3%
(3)" =5

Stad n = 5. Zatem nalezy doda¢ pie¢ poczatkowych wyrazow ciggu (ay,,).
Przyktad 4

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,,) jest okreslona wzorem S,, = 3""! — 3 dla kazdej liczby catkowite;
n > 1.

1. Oblicz czwarty wyraz ciagu (ay,).
2. Udowodnij, ze ciag (a,) jest geometryczny oraz oblicz iloraz tego ciggu.

Rozwiazanie

1. Zauwazmy, ze czwarty wyraz ciggu jest rowny Sy — Ss, czyli
ag=(3"-3)—(31-3)=3"-3"=3%(3—-1) =8le2 =162

2. Wyznaczmy wzor na n-ty wyraz ciagu (a,). Postepujemy podobnie jak w punkcie a). Dla kazdejliczby
catkowitejn > 1 otrzymujemy

an =8, =S 1=(3""1—-3) - (3" —3)=3""1-3"=3"(3-1) =2e3"=6e3""!
To oznacza, ze (an) jest ciggiem geometrycznym, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny a; = 6 ailoraz ¢ = 3.
Przyktad 5

Stosunek sumy o$miu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego do sumy jego czterech poczatkowych
wyrazow jest rowny 82. Oblicz iloraz tego ciggu.



8ay

Trzeba zauwazy¢ najpierw, ze ¢ # 0. Gdyby ¢ = 0 to Sg = 8a1, Sy = 4aq, wigc g—i = = 2 # 82. Wobec tego
ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego wyznaczamy sume o$miu i sume czterech
jego poczatkowych wyrazow

4

1—¢8 1—q
Sy = a1 7=, 54 = a17—
Ich stosunek jest rowny 82, zatem
148 4 4
g2 EE _ 1 _ (0 _ g
a 1-g4 1*(]4 17q4 q

Stad q¢* = 81, czylig = 3lubgq = —3.

Cwiczenie 1

Oblicz sume o$miu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) okreslonego wzorem a,, = 512 @ (%)"
Cwiczenie 2

Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (ay, ), w ktérym az = —4 oraz ag = 32.
Cwiczenie 3

Oblicz sume sze$ciu poczatkowych wyrazéw o numerach parzystych ciagu geometrycznego (an), w ktérym a; = 3
1
orazq = 5.

Cwiczenie 4

tamana o dtugosci 1270 mm sktada sie z odcinkéw, z ktérych pierwszy odcinek ma dtugos¢ 640 mm, a kazdy
nastepny jest dwa razy krétszy od poprzedniego. Oblicz, z ilu odcinkéw sktada sie ta tamana.

Cwiczenie 5

Oblicz sume 7 wyrazéw ciagu geometrycznego (an), w ktérym a; = 88—1 orazq = %

Cwiczenie 6

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢ = V2, jezeli suma Sg = 30 + 30V/2.

Cwiczenie 7

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (an) jest réwny —8, iloraz tego ciggu jest réwny % oraz suma pierwszych n
wyrazéw jest réwna—15% \Wyznacz n-ty wyraz tego ciagu geometrycznego.



Cwiczenie 8

lle wyrazéw ciagu geometrycznego (ay,), ktory jest dany wzorem ogdlnym a,, = (—2)"“, trzeba zsumowad, zeby
otrzymac¢ —340?

Cwiczenie 9

W pewnym sze$ciowyrazowym ciggu geometrycznym suma wyrazéw stojacych na pozycjach nieparzystych jest rowna
63, a suma wyrazow stojaca na pozycjach parzystych jest réwna 126 . Wyznacz szdsty wyraz tego ciggu.

Cwiczenie 10

Oblicz sume wyrazéw od széstego do dziesiatego ciagu geometrycznego (a,,), w ktérym a; = 5 oraz g = 2.

Cwiczenie 11
Wyznacz piaty wyraz ciggu geometrycznego, w ktérym Sy = 21 oraz S3 = 129.
Cwiczenie 12

Oblicz sume sze$ciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a, ) o numerach nieparzystych, w ktéryma; = 7
1
orazq = —+.

Cwiczenie 13

W pewnym ciagu suma n poczatkowych wyrazéw wyraza sie wzorem S,, = 41 — 4. Wykaz, e jest to ciag
geometryczny.

Cwiczenie 14

Stosunek sumy dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego do sumy pierwszych pieciu wyrazéw ciggu
geometrycznego jest réwny 33. Oblicz iloraz tego ciagu.

Cwiczenie 15

Wykaz, Zze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé
(5 _ 3) + (52 o 32) 4 (53 o 33) N (5n B 371) _ 5n+17223n+1+1 .

Cwiczenie 16

Uzasadnij, ze suma wszystkich poteg liczby 3 o wyktadnikach naturalnych mniejszych od 10 jest réwna 3102—_1



Cwiczenie 17

Wiedzac, ze w pewnym ciggu geometrycznym pierwszy wyraz jest rowny ap, ostatni wyraz jest réwny a,, oraz suma
wszystkich n wyrazéw jest réwna S,,, wyznacz sume odwrotnosci wyrazéw tego ciggu.

Cwiczenie 18

Wykaz, ze réznicaliczb 11...1 — 22... 2, gdzie w zapisie odjemnej wystepuje 2n jedynek, a w zapisie odjemnika n

S~ ~

2n n
dwaojek, jest kwadratem liczby naturalne;j.

Cwiczenie 19

Obliczsume 2 + 22 + 222 + ... + 2...22, gdzie w zapisie ostatniego sktadnika wystepuje n dwdjek.

~
n



Procent sktadany

Procent sktadany

Lokate bankowg mozemy traktowac¢ jako umowe zawartg miedzy klientem a bankiem, na mocy ktérej klient powierza bankowi okreslona
kwote na ustalony termin. W zamian za to, po uptywie tego terminu, bank wyptaca klientowi wptacong kwote powiekszong o odsetki,
ktore zostaly naliczone zgodnie z warunkami zapisanymi w umowie. Istotny wplyw na wysoko$¢ ostatecznie wyptaconej kwoty ma,
oczywiscie, oprocentowanie lokaty, ale wazne jest rowniez to, co dzieje si¢ z naliczonymi po kapitalizacji odsetkami:

* mog3 one zosta¢ przelane na inny rachunek tego samego klienta - wtedy kwota lokaty si¢ nie zmienia i odsetki naliczone przy
kolejnej kapitalizacji bedg takie same - taki sposob obliczania odsetek nazywa si¢ procentem prostym,;

» mog3 zosta¢ dopisane do lokaty - wtedy kwota lokaty zwieksza si¢ o odsetki, ktore biorg udzial w wypracowaniu zysku w kolejnym
okresie - ten sposob nazywamy procentem skladanym.

W zadaniach w tym rozdziale, méwiac o lokacie bankowej, przyjmiemy, ze kazdorazowo po kapitalizacji odsetki dopisywane s3 do lokaty
i lokata nie zostala zerwana przed uptywem ustalonego terminu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia dwéch chlopcow, z ktorych kazdy wptlacit 4000 zt do banku na roczna lokate. Jeden wptacit do banku, gdzie lokata
ma oprocentowanie 4% a drugi wybrat bank, gdzie oprocentowanie miesieczne jest 4%. Po roku pierwszy chtopiec otrzymuje 4160 zt

a drugi 4163 ztotych. Jak to sie stato? Bank pierwszy - kapitalizuje odsetki na koniec lokaty, czyli mamy 4000 razy 1,04 =4160 zt. Bank
drugi - kapitalizuje odsetki co miesiac, czyli mamy: cztery dwunaste % , czyli co miesiac 4000 x 1,00333333, potem 4013,33 x 1,0033333
itd. Zmiany beda jeszcze wigksze, gdy czas lokaty bedzie dluzszy oraz kwota wieksza. Zatem warto$¢ zarobionych pienigdzy zalezy nie
tylko od wysoko$ci oprocentowania ale tez od czestosci kapitalizacji odsetek.

Przyktad 1

Pani Joanna wplacita 1000 zt do banku na pigcioletnig lokate ,Premium”. Warunki lokaty zakladaja roczne oprocentowanie

w wysokosci 5 % i roczng kapitalizacje odsetek. Jaki kapitat zostanie zgromadzony na lokacie po 5 latach od jej zalozenia?
Przesledzimy krok po kroku zmiany tejlokaty.

Kapitat poczatkowy K, jest rowny K, = 1000 zt.

Lokata bedzie utrzymywana przez 5 lat i kapitalizacja bedzie nastepowala co rok. Mamy zatem 5 okresoéw kapitalizacji (n = 5) .
Oprocentowanie w okresie kapitalizacji jest rowne 5%.

Obliczmy kapitat zgromadzony po kolejnych latach

e po pierwszym roku
K7 = 1000 z} + 5% e 1000 zt = 1000 zt e (1 + %) = 1000 zt e 1,05 = 1050 zt.

Kwota lokaty zwiekszyta sie 0 5% z 1000 zt, czyli o 50 zt.

e podrugim roku
Podstawe do naliczenia odsetek stanowi teraz kwota 1050 zt, czyli otrzymamy

Ky = 1050 zt + 5% ¢ 1050 zt = 1050 zt @ (1 + %) = 1050 zt @ 1,05 = 1000 zt ® 1,05 © 1,05 =
= 1000zt o (1,05)> = 1102,50 zt.

Kwota lokaty zwiekszyta sie 0 5% z 1050 z}, czyli 0 52,50 zt.

e po trzecim roku

Podstawe do naliczenia odsetek stanowi teraz kwota powiekszona o kolejne odsetki, czyli 1102,50 zt. Po nastepnej kapitalizacji
otrzymamy

K3 =1102,50 zt + 5% e 1102,50 z = 1102,50 zt e (1 + 535 ) = 1102,50 zt @ 1,05 == 1000zt @ (1.05)% © 1,05 = 1000zt ® (1.05)* = 115



https://zpe.gov.pl/a/DcV6vN47s

Kwota lokaty zwiekszyta si¢ 0 5% z 1102,50 zt, czyli o0 55,13 zt.

Zauwazmy, ze w kazdym roku doliczamy inng kwote odsetek. Wynika to z tego, ze za kazdym razem inna jest podstawa ich naliczania.
Kwoty lokaty po kolejnych latach sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie ¢ = 1,05 i wyrazach:

a; = K, = 1000 zt
ay = K; = 1000 zt e 1,05
a3 = K5 = 1000 zt o (1,05)
ay = K3 = 1000 zt o (1,05)*
Wykorzystujac wzor na n —ty wyraz ciggu geometrycznego, otrzymujemy:
e po czwartym roku
a5 = K, = 1000 zt e (1,05)* = 1215,50625 zt ~ 1215,51 zk.
» po pigtym roku
ag = K5 = 1000zt o (1,05)° ~ 1276,28 z}
Z tego wynika, Ze po 5 latach pani Joanna powinna otrzyma¢ 1276,28 zi.
Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

E-podreczniki z matematyki

Wazne!

» W polskim systemie monetarnym najmniejsza jednostka jest 1 gr, dlatego wszystkie kwoty zaokraglamy z doktadnoscig do 1 gr.
e Od 2002 roku w Polsce obowigzuje podatek od dochod6éw kapitatlowych. Oznacza to, Ze przy kazdej kapitalizacji dopisywane
odsetki zostang pomniejszone o 19 % ich wartosci.

W zadaniach w tym rozdziale kwote podatku od dochodoéw kapitatlowych bedziemy pomijac.
Kwote lokaty po n okresach kapitalizacji mozna obliczy¢, korzystajac ze wzoru:

Ky = Kp(1+ 15)"
gdzie:

* K,— oznacza kapitat poczatkowy,

e K,— oznacza kapital zgromadzony na lokacie po n okresach kapitalizacij,

» n— oznacza liczbe kapitalizaciji,

o p %— oznacza oprocentowanie lokaty w okresie, po ktorym nastepuje kapitalizacja.

Przyktad 2

Pan Jerzy wptacit 10 000 z} na lokate z rocznym oprocentowaniem w wysokosci 6 % oraz z miesieczna kapitalizacja odsetek. Jakg kwote
zgromadzi on na tejlokacie po roku od jej zalozenia?
W tym przykladzie mamy

K, =10 000 zt

Lokata bedzie utrzymywana przez 1 rok, natomiast odsetki bedg dopisywane co miesiagc. Mamy zatem 12 okreséw kapitalizacji (n = 12
)-
Oprocentowanie roczne jest rowne 6 %, zatem w pojedynczym okresie kapitalizacji wyniesie

p% =% =05%

Obliczmy kapital zgromadzony po 12 miesigcach
p 12 05\ 12
Kiz = Kp(1+ 75)"* = 10000(1+ 55 )~ = 10000 (1,005)"* ~ 10 616,78 71

Przedstawiony powyzej sposob obliczania kapitalu koncowego zaklada, Ze obliczamy od razu warto$¢ koncowa po n okresach
kapitalizacji. Pomijamy tym samym wszystkie kwoty posrednie - po pierwszym, drugim i kolejnych kapitalizacjach.

W rzeczywisto$ci jest inaczej - kazdorazowo kwota po dopisaniu odsetek jest zaokraglana do 1 gr i otrzymane przyblizenie jest
podstawg do obliczenia odsetek w nastepnym okresie. Przy wielokrotnej kapitalizacji ostateczne kwoty kapitalu koncowego mogg sie



https://zpe.gov.pl/a/DcV6vN47s

nieznacznie roznic.
Musimy zatem pamieta¢, ze wzér na procent skladany jest tylko matematycznym przyblizeniem rzeczywistoéci bankowe;j.

Cwiczenie 1

Pan Marek zdeponowat w banku kwote 2500 zt na lokacie dwuletniej, oprocentowanej w wysokosci 3 % rocznie z kapitalizacja kwartalna. Jaki
kapitat zgromadzi pan Marek po 2 latach oszczedzania?

Cwiczenie 2

Uzupetnij tabele, obliczajac potrzebne wartosci.

Tabela. Dane
liczba liczba okreséw sposob kapitalizacji oprocentowanie w skali oprocentowanie w okresie
lat kapitalizacji lokaty roku kapitalizacji
4 rocznie 8%
3 kwartalnie 3%
6% 0,5%
10 pétrocznie 3%
6
2 12 1%
Cwiczenie 3

Pani Zofia chce ulokowaé¢ w banku 10 000 z} na rocznej lokacie oprocentowanej w wysokosci 6 %. Oblicz, jaka kwota zostanie zgromadzona na
tej lokacie, jesli kapitalizacja bedzie

1. roczna

2. p6troczna

3. kwartalna

4. miesieczna

Cwiczenie 4

Lokata Wiosenna jest oprocentowana 4,5% rocznie i kapitalizowana co miesigc. Pawet wptacit na lokate 1350 zt. Po ilu miesigcach
oszczedzania wartos¢ lokaty przekroczy 1400 z1?



Przyktad 3

Na realizacje marzen o wycieczce do Afryki Justyna potrzebuje co najmniej 9 500 z}. Postanowita systematycznie, co miesigc, odklada¢
500 zt . Bank zaproponowat lokate z mozliwo$cig doptacania pieniedzy, oprocentowang 6 % rocznie z miesieczng kapitalizacja odsetek.
Czy po 18 miesiacach oszczedzania Justyna zgromadzi odpowiednig kwote?

Przeanalizujmy krok po kroku zmiany na tejlokacie.

Oprocentowanie w okresie kapitalizacji

A

_ 6
p% =5

i —0,5%,n =18

0|

 Stan lokaty po pierwszym miesigcu
K1 =500 2t + 15 @ 500 2 = 500 24 e (1,005) = 502,5 2}
 Stan lokaty po drugim miesigcu
K, = [500 zt e (1,005) + 50024] @ 1,005 = 500 zt e (1,005)2 + 500 2t e (1,005) = 1007,51 z¢
 Stan lokaty po trzecim miesigcu
K3 = (K, + 500 z%) © 1,005 = 500 zt e (1,005)3 + 500 2t e (1,005)2 + 500zt o (1,005) = 1515,05 2
 Stan lokaty po czwartym miesigcu
K4 = (K3 + 500 zt) ¢ 1,005 = 500 zt o (1,005)4 + 500 zt e (1,005)3 + 500 2t e (1,005)2 + 500zt e (1,005) = 2025,132¢

Zauwazmy, ze 500 z} ulokowane w pierwszym miesigcu procentuje najdtuzej, kolejne - 1 miesiac kroceji tak dalej, az do ostatniej
wplaconej kwoty, ktora procentuje tylko miesigc.
Stan lokaty po 18 miesigcach oszczedzania mozemy zapisac¢

5002+ @ (1,005)'® + 5002 @ (1,005)"" + 5002F e (1,005) 4 5002t e (1,005)" + ... + 500zt e (1,005)

Jest to suma osiemnastu kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego, w ktérym a; = 5002+ e 1,005, ¢ = 1,005.
Warto$¢ lokaty po 18 miesigcach bedzie sumg osiemnastu wyrazéw ciaggu geometrycznego
S — a(g®) 500.1,005.(17(1,005)18)

— — ~ 9439,858427 2t ~ 9439,86 zt.

Zatem Justyna jest bliska zgromadzenia potrzebnejkwoty 9 500 zt, ale brakuje jej jeszcze okoto 60 zk.

Cwiczenie 5

Henryk chce podarowa¢ wnukowi prezent na 18 urodziny. W dniu narodzin wnuka wptacit do banku 250 z} na lokate oprocentowana 3,5 %
w skali roku z roczna kapitalizacja odsetek. Postanowit, ze na kazde kolejne urodziny bedzie doptacat do tej lokaty kolejne 250 zt. Jaka kwote
Henryk zgromadzi na tej lokacie do 18 urodzin wnuka?

Wazne!

Musimy pamieta¢, ze przedstawiane zadania i przyklady zastosowania procentu skladanego nie zawsze sa wiernym odwzorowaniem
rzeczywisto$ci bankowej. Oferta lokat bankowych jest bardzo bogata i zréznicowana. Systemy obliczeniowe stosowane w bankach
pozwalaja na zmiane oprocentowania w réznych okresach trwania lokaty, czesta kapitalizacje lub nawet mozliwo$¢ wyptaty czesci
srodkéw z lokaty przed uptywem zadeklarowanego okresu. Ponadto od 2002 roku obowigzuje, wspomniany wczeéniej, podatek od
dochodoéw kapitatowych, ktory kazdorazowo zmniejsza kwote naleznych odsetek o 19% ich wartosci.

Cwiczenie 6
Oblicz kapitat koricowy uzyskany po 5 latach, jesli
1. wptacono do banku 1570 z} na lokate oprocentowana 8 % rocznie i kapitalizowana co pét roku;

2. wptacono 1500 zt na lokate oprocentowana 7 % rocznie i kapitalizowana co miesiac.



Cwiczenie 7

Woykonaj niezbedne obliczenia i uzupetnij tabele.

kapitat poczatkowy
(z doktadnoscia do 1 z1)

oprocentowanie roczne

Tabela. Dane

okres kapitalizacji

kapitat koncowy

t ia lokat
czas trwania fokaty (z doktadnoscia do 1 gr)

2500 zt 4% pétroczna 3 lata
4500 zt 6% kwartalna 5069,22 7zt
3,5% roczna 6 lat 1819,30 zt
3600 zt 4% kwartalna 3,5 roku
7500 zt 6% miesieczna 1 rok
Cwiczenie 8

Filatelista kupit znaczek pocztowy za 150 zl. Jaka bedzie jego warto$¢ po 15 latach, jesli przyja¢, ze w kazdym roku wzrasta ona o0 8 %
w stosunku do wartosci sprzed roku?

Cwiczenie 9

Maciek kupit komputer za 3500 zt . Jaka bedzie jego warto$¢ po 6 latach, jesli przyja¢, ze w kazdym roku traci on 10 % wartosci sprzed roku?

Cwiczenie 10

Iza chce zdac¢ egzamin na prawo jazdy. Koszt kursu, jazd dodatkowych i egzaminéw zewnetrznych to 1800 z. Iza moze odktada¢ w banku co
miesigc 155 zt na lokacie z oprocentowaniem 4,5 % rocznie i kapitalizacja miesieczna. O ile kwota lokaty bedzie wieksza od ceny kursu, jesli Iza
bedzie oszczedzaé na tej lokacie przez 12 miesiecy?

Cwiczenie 11

Rodzice matej Zuzi oszczedzaja na jej studia. Co roku wptacaja 1300 z! na lokate z kapitalizacja roczna, oprocentowang 6 % w skali roku. Po ilu
latach kwota tych oszczednosci przekroczy kwote 30 000 zt?

Cwiczenie 12

Kuba chce wptaci¢ do banku 3600 z} na roczna lokate. Dwa banki maja w swojej ofercie lokate oprocentowana w wysokosci 8 % rocznie. Bank
X kapitalizuje ja co p6t roku, natomiast bank Y - co kwartat. O ile wiecej zyska Kuba dzieki korzystniejszej kapitalizacji?



Cwiczenie 13

Bank proponuje trzy rodzaje lokat.

1. Lokata 3— miesieczna

czas trwania lokaty

minimalna kwota

oprocentowanie roczne

rodzaj kapitalizacji

inne warunki

2. Lokata 6— miesieczna

czas trwania lokaty

minimalna kwota

oprocentowanie roczne

rodzaj kapitalizacji

inne warunki

3. Lokata 9— miesieczna

czas trwania lokaty

Tabela. Dane

3 miesiagce

500 zt

4%

po zakonczeniu trwania lokaty, odsetki dopisane do lokaty

lokata moze by¢ odnawiana na nastepne okresy

Tabela. Dane

6 miesiecy

1000 zt

45%

po zakonczeniu trwania lokaty, odsetki dopisane do lokaty

lokata moze by¢ odnawiana na nastepne okresy

Tabela. Dane

9 miesiecy



minimalna kwota 2000 zt

oprocentowanie roczne 5%
rodzaj kapitalizacji kwartalnie, odsetki dopisane do lokaty
inne warunki lokata moze by¢ odnawiana na nastepne okresy

Ktdra z nich jest najbardziej korzystna, jesli chcemy ulokowaé 1750 zt na okres 2 lat?

Cwiczenie 14

Wyobraz sobie, ze codziennie odktadasz 1 z} na lokate oprocentowang 0,0001 % dziennie i kapitalizowang codziennie. Jaka kwote zbierzesz po
roku, a jaka po dwoch latach takiego oszczedzania?
Do obliczen mozesz wykorzystac kalkulator lub komputer.



Ciag arytmetyczny i geometryczny zastosowanie

Ciag arytmetyczny i geometryczny - zastosowanie
Przyktad 1

W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,,) dane sg wyrazy as = —71i ag = 13.Ile
wyrazow tego ciggu to dodatnie liczby catkowite dwucyfrowe?

Liczby catkowite dwucyfrowe sg mniejsze od 100 i wicksze od 9. Z tego wynika, ze
musimy rozwigza¢ nieréwnosc¢ a, < 100ia, > 9.

Wyznaczymy wzor ogolny tego ciagu.

Rozwigzaniem uktadu réwnan

-7 =aq + 4r
13 = a; + 8r
otrzymanego po wstawieniu pigtego i dziewigtego wyrazu do wzoru na n —ty wyraz
ciggusga; = —27ir = 5. Z tego wynika, ze wzor ogolny tego ciggu ma postac
a, = 5n — 32

Mamy zatem nierownosc
9 <5n—32 <100

czyli 8% <n< 26%. Oznacza, ze warunki zadania speinia 18 wyrazow ciggu. Sg to
wyrazy ag, aig, ..., a26-
Przyktad 2

Ciag (4 T, 16 ) jest malejacym ciaggiem geometrycznym, natomiast cigg ( 9, + %, y)
jest arytmetyczny. Wyznacz wyrazy obu ciggow.

Z wlasno$ci ciggu geometrycznego (4 x, 16) wynika rownanie 22 = 4 o 16 , czyli

z? = 4.

Zatem T = % lubz = —%. Rozwigzanie ujemne odrzucamy, poniewaz ciag
geometryczny jest malejacy.

Po podstawieniu otrzymanejwartosci ¢ otrzymamy cigg arytmetyczny (—5, % + % , y),
czyli (—5, 5, y). Réznica w tym ciagu jest rowna r = 10 . Z tego wynika, ze y = 15.

Zatem liczby (4, 3 , =) tworza ciag geometryczny, a liczby (—5, 5, 15) tworzg ciag
arytmetyczny.




Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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E-podreczniki z matematyki

Cwiczenie 1

Ciag (z,9, x + 4) jest rosnacym ciagiem arytmetycznym, a ciag (z + 1, 12, y — 7) jest
ciggiem geometrycznym. Oblicz z i y.

Przyktad 3

Miary katéw trojkata tworzg ciag arytmetyczny o réznicy 34°. Oblicz miare najwiekszego
kata w tym trojkacie.

Wprowadzmy oznaczenia wykorzystujace fakt, ze miary katow trojkata tworzg cigg
arytmetyczny o réznicy 34° .

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Suma miar katow trojkata jestrownaa + a + 34" + o + 2 e 34" = 180°. Z tego wynika,
ze x= 26".

Najwiekszy kat w tym trojkacie ma miare 26° + 68° = 94°.

Cwiczenie 2

1. Dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 5. Oblicz pole
tego prostokata.

2. Obwad trojkata prostokatnego jest rowny 48 cm, a jego pole 96 cm?. Dtugosci bokow
trojkata sa trzema kolejnymi wyrazami rosngcego ciggu arytmetycznego. Wyznacz
dtugosci bokow troéjkata.


https://zpe.gov.pl/a/D12dXI5bO

Cwiczenie 3

Boki tréjkatéw réwnobocznych tworzg ciag arytmetyczny, w ktérym » > 0.

1. Czy obwody tych trojkatow tworza cigg arytmetyczny?

2. Czy pola tych tréjkatéw tworzg cigg arytmetyczny?

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 4

Punkty S1, Ss2, S3, Sy s3 Srodkami potokregoéw. Promien najwigkszego z potokregow jest
rowny 8. Oblicz dtugos¢ spirali przestawionej na rysunku.

N

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z faktu, ze kazdy kolejny potokrag tworzacy spirale przechodzi przez srodek
poprzedniego potokregu, wynika, ze kazdy kolejny promien jest potowg promienia
poprzedniego potokregu.

Zatem kolejne promienie potokregoéw tworza malejacy ciag geometryczny, ktorego iloraz



1
q= 5.

Dtugosci kolejnych potokregow sa rowne

Ly =8m, Ly = % e 87 =4m, L3y = % e 4w = 2.,

I rowniez tworza cigg geometryczny o ilorazie ¢ = %

Dtugosc¢ spirali jest suma pigciu pierwszych wyrazow tego ciggu. Zatem

L=S55= 877—17(%)5 —8re 3 = 3lg
5 1— 16 2

o] =

Przyktad 5

W pierwszym miesigcu pracy w pizzerii Kamil zarobit 650 zt. W kazdym nastepnym
miesigcu zarabiat o 20 z wigcejniz w miesigcu poprzednim. Jaka kwote zarobit Kamil,
pracujac w ten sposob przez pot roku?

Zauwazmy, ze zarobione przez Kamila kwoty s3 kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego, w ktorym a; = 650 ztir = 20 zt.

Zarobiona przez pot roku kwota bedzie sumg szeSciu pierwszych wyrazow tego ciagu.
Wstawiajac wartosci do wzoru na sume ciggu arytmetycznego, otrzymujemy

Sﬁ — 20650;—5020 e 6 = 4200 z}

Cwiczenie 4

Ciag (3, 2z, y — 3) jest ciagiem arytmetycznym, a ciag (64, y, z) jest ciagiem geometrycznym.
Wyznacz z i y.

Cwiczenie 5

Liczby 30 , z, y w podanej kolejnosci tworza malejacy ciag arytmetyczny. Oblicz i y, wiedzac,
ze ciag (z, y, 2) jest geometryczny.

Cwiczenie 6

Wyrazami nieskonczonego ciggu arytmetycznego (an) sg kolejne dodatnie liczby catkowite,
ktore przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1: a; = 1, as = 5. Wyrazami nieskoriczonego ciaggu
arytmetycznego (bn) sg kolejne dodatnie liczby catkowite, ktore przy dzieleniu przez 5 daja
reszte 2: by = 2, by = 7. Wypisz wszystkie liczby dwucyfrowe, ktére wystepuja w obu tych
ciggach.



Cwiczenie 7

Oblicz sume

1. wszystkich dodatnich liczb catkowitych, ktére sg dwucyfrowe i dzielg sie przez 3

2. parzystych liczb dwucyfrowych

3. wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych przez 8

4. wszystkich liczb dwucyfrowych, ktére przy dzieleniu przez 5 daja reszte 2

Cwiczenie 8

Miary katow troéjkata prostokatnego tworzg cigg arytmetyczny. Oblicz réznice tego ciggu.

Cwiczenie 9

Miary katéw tréjkata tworzg ciag arytmetyczny, przy czym najmniejszy kat ma miare 51°.
Oblicz miare najwiekszego kata tego trojkata.

Cwiczenie 10

Pierwszy odcinek tamanej ma dtugos¢ 4 cm, a kazdy kolejny jest dtuzszy od poprzedniego o
2 cm. Z ilu odcinkéw sktada sie tatamana, jesli jej catkowita dtugos¢ jest réwna 270 cm?



Cwiczenie 11

Prostokat o polu powierzchni réwnym 128 c¢m? podzielono na dwa takie prostokaty, ze pole
wiekszego jest trzy razy wieksze od pola mniejszego. Dtugosci odcinkéw a, b s dtugosciami
bokéw mniejszego prostokata, b, ¢ sg dtugosciami bokéw wiekszego z prostokatow, ktére
powstaty z podziatu. Wiedzac, ze a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny, wyznacz dtugosci bokéw
tego prostokata.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 12

Dany jest kwadrat o boku a i prostokat o bokach x i y. Ciag (:c, a, y) jest geometryczny.
Ktéra z tych figur ma wieksze pole?

a Yy

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 13

Dtugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych z tego samego wierzchotka
tworza cigg geometryczny, a suma dtugosci tych krawedzi jest réwna 12. Objetos¢ tego
prostopadtoscianu jest réwna 64. Oblicz dtugosci krawedzi tego prostopadtoscianu.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D12dXI5bO

Animacja

Cwiczenie 14

Na kolejnych rysunkach zaznaczono sposob tworzenia tzw. dywanu Sierpinskiego.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Za kazdym razem z kwadratu jest usuwana pewna liczba kwadratéw.

1. lletacznie kwadratéw zostanie usunietych po 4 kroku?

2. lletacznie kwadratéw zostanie usunietych po n krokach?

Cwiczenie 15

Pole trojkata prostokatnego ABC jest réwne 24, a dtugosci bokdw tworza ciag arytmetyczny.
Oblicz obwéd tego troéjkata.




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12dXI5bO
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/D12dXI5bO

Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci.
Przeksztatcanie wykresu funkcji wyktadniczej

ZdefiniowaliSmy wczes$niej potegi o wyktadnikach naturalnych, catkowitych i wymiernych,
przyjmujac odpowiednie zatozenia o podstawach tych poteg.

Powyzsza wiedz¢ uzupetnimy krotka informacja o potedze o wyktadniku niewymiernym.
Zakladamy, ze podstawa a jest liczbg rzeczywistg, dodatnig, wyktadnik z jest dowolng liczba
niewymierng, na przyktad 3‘/5, 27

Potega a” jest liczbg, ktorej przyblizenie mozemy znalez¢, przyjmujac przyblizenie
wymierne wykladnika z i ewentualnie podstawy a. Oczywiste jest, ze im lepsze
przyblizenie wykladnika i podstawy, tym dokladniejszg warto$¢ wymierng potegi
otrzymamy. Na przyktad:

3V2 ~ 314 = 31 = V/31 ~ 4,656
3V2 o 3141 — 31w — W3 ~ 4,707
3V2 ~ 3l414 — 3oy = /31414 s 4 728
Korzystajgc z kalkulatora, otrzymamy:
3V2 ~ 4,728804388

Mozemy teraz przyjac, ze wyrazenie a® jest dobrze okreslone dla kazdejliczby rzeczywistej
x i kazdejpodstawy a > 0.
Definicja: Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadniczg nazywamy funkcje okreslong dla kazdejliczby rzeczywistej x
wzorem f(z) = a®, gdzie a jest ustalong liczbg dodatnig i r6zna od 1.

Warunek wystepujacy w tej definicji, dotyczacy podstawy a wynika z tego, ze jedynie dla

a > 0 mozemy jednoznacznie okresli¢ funkcje f(z) = a® dla kazdejliczby rzeczywistej z.
Zauwazmy, ze dlaa < 0 funkcja nie bytaby okreslona dla kazdejliczby rzeczywistej, np. nie
daloby sie obliczy¢ f (%) , gdyz oznaczatoby to konieczno$¢ obliczenia pierwiastka
kwadratowego z liczby ujemnej, a taki nie istnieje. Dla @ = 0 nie mozna okresli¢ funkciji dla
zadnejliczby x niedodatniej. Z innego powodu zakladamy, ze a # 1 . Dla a = 1 funkcja jest,
co prawda, okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x, ale wowczas jest to funkcja stata

flz)=1"=1



Funkcji f(z) = 1 = 1 nie bedziemy uznawac¢ za funkcje wykladniczg, gdyz ma ona inne
wiasnosci niz kazda z funkcji wyktadniczych.
Przyktad 1

Naszkicujmy wykres funkciji okreslonej dla kazdejliczby rzeczywistej x wzorem
flz) =2°
W tym celu uzupelnijmy tabele wartosciami funkciji dla kilku wybranych argumentow.

Tabela. Dane

x —2 —1 —5 0 5 1 2 3
flz) =2°
f(=2)=2"=% =1
f-)=2"=3
ly_9-3_ 1 _ 1L _ 2
) =2t=d =L =y
f0)=20=1
f(§) =2t = V2
fy=2t=2
f2)=22=4
f3) =2 =38
Uzupelniamy tabele, wpisujac obliczenia warto$ci funkciji f.
Tabela. Dane
x —2 -1 -5 0 5 1 2 3
f(z) =2* 1 1 V2 1 V2 2 4 | 8

Zastanowmy sie, jak funkcja f bedzie si¢ zachowywa¢ dla bardzo malych argumentéw. Na
przyktad

f(—100) = 2710 =

Jest to liczba dodatnia, ale na tyle mala, Ze nie uda nam si¢ dokladnie zaznaczy¢

w uktadzie wspotrzednych punktu (—100, ﬁ), ktory lezy na wykresie tej funkcji. Dla
jeszcze mniejszych argumentow wartosci funkcji bedq nadal dodatnie, ale jeszcze blizsze
zeru. Kazda, bardzo, bardzo bliska zeru liczba dodatnia jest wartoscig tej funkciji
wykladniczej dla pewnego ujemnego argumentu. Geometrycznie oznacza to, ze lewa
czes¢ wykresu funkcji f zbliza sie do osi Ox, czyli do prostejo rownaniu y = 0. Te prosta
nazywamy asymptotg wykresu funkciji.

Krzywa przechodzgca przez wyznaczone punkty (te ktore znalezliSmy i dowolne inne,




ktore moglibyémy w ten sposob znalez¢) jest wykresem funkciji wyktadniczej f(x) = 2°.
Krzywa taka nazywamy krzywa wyktadniczg albo ekspotencjalna.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 2

Przypatrzmy si¢ teraz wykresom innych funkcji wyktadniczych
f(z) = a®

w przypadku, gdy a > 1.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOgeKol21
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121

Zauwazmy, ze wszystkie te funkcje sa rosngce, a ich wykresy w catosci lezg nad osig Ox.
Zatem zadna z tych funkcji nie ma miejsca zerowego. Wszystkie wykresy majg jeden
wspolny punkt. Jest to punkt o wspotrzednych (0, 1), w ktorym wykres kazdej z tych
funkcji przecina o$ Oy. Jest tak, poniewaz dla dowolnejliczby a > 1 mamy a® = 1.
Przyktad 3

Rozwazmy teraz funkcje okreslong dla kazdejliczby rzeczywistej x wzorem g(x) = (%)x
Korzystajac z wiasnosci poteg, wzor funkcji g mozemy zapisa¢ w postaci

o(e) = (3)7 = (27) =2

To oznacza, ze wykres tej funkcji otrzymamy, znajdujac obraz wykresu funkcji f(z) = 2*
w symetrii osiowej wzgledem osi Oy.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze w ten sposob mozemy narysowa¢ wykres kazdej funkcji f(z) = a%, gdzie
a € (0,1). Wykres kazdej takiej funkcji w catosci lezy nad osig Ox, wiec funkcja nie ma
miejsc zerowych. Rowniez kazdy z wykreséw funkcji przecina 0§ Oy w punkcie (0, 1).

Jednak kazda z takich funkciji jest malejgca.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje wykres funkcji wyktadniczejf(x) = 2 do potegi x i funkcji wykladniczej
f(x) = (jedna druga) do potegi x. Dla roznych argumentow zaznaczone s3 odpowiadajgce im
wartosci funkcji. Zbiorem wartosci funkcji wyktadniczej f(x) =a do potegi x, gdzie a jest
ustalong liczba dodatnia i r6zng od 1, jest przedzial obustronnie otwarty od zera do plus
nieskonczonosci.



https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje wykres funkcji wyktadniczej f(x) = 2 do potegi x i funkcji wykladniczej
g(x) = (jedna druga) do potegi x. Dla przeciwnych argumentoéw zaznaczone s3 te same
wartosci funkcji. Opisane funkcje wyktadnicze sg symetryczne wzgledem osi OY.

Podsumujmy teraz wiasno$ci funkcji wyktadniczych, wykorzystujac ich wykresy.

Wlasnosci funkcji wykladniczej
Kazda funkcja wykladnicza f(x) = a” ma nastepujace wlasnosci:

 dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych,

« zbiorem warto$ci jest przedziat (0, +00),

« asymptotg wykresu funkcji jest prosta o rownaniu y = 0,

e nie ma miejsc zerowych,

 jest monotoniczna, przy czym gdy a > 1, to funkcja f jest rosngca,a gdy 0 < a < 1, to
funkcja jest malejgca,

 jest roznowartosciowa, czyli kazdg wartos¢ przyjmuje tylko dla jednego argumentu,

« wykres funkcji przecina o$ Oy w punkcie (0,1).

Omowimy teraz przesuniecia wykresow funkeji wyktadniczych wzdtuz osi uktadu
wspotrzednych. Jezeli przesuniemy wykres funkcji wyktadniczej f(z) = a” o p wzdtuz osi
Ox, to otrzymamy wykres funkcji o wzorze g(x) = a” P. Przypomnijmy, Ze przesuniecie
onp.p = —2, oznacza przesuni¢cie wykresu w lewo o 2 jednostki.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =2 do potegi x wzdtuz
osi OX uktadu wspotrzednych. W wyniku przesunig¢cia f(x) o trzy jednostki w prawo
otrzymujemy funkcje g(x) =2 do potegi (x -3). W wyniku przesuniecia f(x) o dwie jednostki

w lewo otrzymujemy funkcje h(x) = 2 do potegi (x +2).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =jedna druga do
potegi x wzdluz osi OX uktadu wspotrzednych. W wyniku przesuniecia f(x) o trzy jednostki
w prawo otrzymujemy funkcje g(x) =jedna druga do potegi (x -3). W wyniku przesuniecia
f(x) o dwie jednostki w lewo otrzymujemy funkcje h(x) = jedna druga do potegi (x +2).



https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121
https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121
https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121

Jezeli przesuniemy wykres funkciji wyktadniczej f(z) = a” o g wzdtuz osi Oy, to otrzymamy
wykres funkcji o wzorze g(z) = a” + ¢. W tym przypadku przesuniecie onp. ¢ = —3
oznacza przesuniecie wykresu w dot o 3 jednostki. Asymptota wykresu funkcji g jest teraz
prosta o rownaniu y = gq.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =2 do potegi x wzdtuz
osi OY uktadu wspotrzednych. W wyniku przesunigcia f(x) o trzy jednostki w dot
otrzymujemy funkcje g(x) =(2 do potegi x) -3. W wyniku przesuniecia f(x) o dwie jednostki

w gore otrzymujemy funkcje h(x) =( 2 do potegi x) +2.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =jedna druga do
potegi x wzdluz osi OY uktadu wspotrzednych. W wyniku przesuniecia f(x) o trzy jednostki
w dot otrzymujemy funkcje g(x) =(jedna druga do potegi x) -3. W wyniku przesunigcia f(x)
o dwie jednostki w gore otrzymujemy funkcje h(x) =(jedna druga do potegi x) +2.

Przyktad 4

Przesuniemy wykres funkcji f(z) = 3 o m wzdtuz podanej osi uktadu wspotrzednych.
jezeli m > 0, to wykres przesuwamy o m jednostek w gore.
jezeli m < 0, to wykres przesuwamy o |m| jednostek w dot.

by

54

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Narysujemy otrzymany w ten sposob wykres funkcji g oraz zapiszemy jej wzor.

1. Przesuwajac wykres funkcji f(x) = 3% o 2 wzdtuz osi Ox, otrzymujemy wykres
funkciji g(x) = 3% 2.

Y

5-
4 4
_ Qxr—2
g(z) =3
34
24
2
fle)y =3
4 ‘
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
2. Po przesunieciu wykresu funkcji f(z) = 3% o m = —3 wzdluz osi Ox otrzymujemy
wykres funkcji o wzorze g(z) = 327 (73 = 37+3,
Y
54
4 x
flz) =3

3-

2 4

0 : -

0 1 2 3 4 5 6

-1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Po przesunieciu wykresu funkcji wyktadniczej f(z) = 3® om = 1 wzdluz osi Oy
otrzymamy wykres funkcji g(x) = 3* 4 1. Poniewaz zbiorem warto$ci funkcji g jest



przedziat (1, +00), wiec mozna narysowac takze prosta o rownaniu y = 1, ktora jest
asymptotg wykresu funkcji g. Rysujemy ja zazwyczaj przerywang linia.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. Przesunigcie o m = —4 wzdluz osi Oy oznacza przesuniecie wykresu w dot o 4
jednostki. Wzor funkciji, ktorej wykres otrzymamy po tym przeksztalceniu, ma postac
f(z) = 3% + (—4) = 3% — 4, a asymptotg jej wykresu jest prosta y = —4.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 5



Narysuj wykres funkcji f. Podaj wzor funkcji wykladniczej g, ktérej wykres przesuneliSmy
tak, aby otrzymac¢ wykres funkgcji f. O ile jednostek i wzdtuz ktorej osi uktadu
wspoltrzednych wykonaliSmy to przesuniecie? W jakich punktach wykres funkcji f

przetnie osie Oy i Ox?

L f(@) = (3)""
2. f(z) = 2°"3

3. f(x) =4"+1

4. f(z) = (%)m -3

5. Wykres funkcji f(z) = (%)m_4to wykres funkcji g(z)

= (%)wprzesuni(;ty 04 wzdtuz

osi Ox.

Ay
5.
T 4
g(z) = (%) N
2.

1
. —0 :
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6

1

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Obliczajgc warto$¢ funkcji f dla argumentu = 0, znajdujemy wspolrzedne punktu

przeciecia wykresu funkcji f z osia Oy. Mamy

F0)= ()" =2t=16

Zatem szukanym punktem jest (0,16). Caly wykres lezy nad osig Ox, wiec nie ma

punktow wspolnych z t3 osig.

6. Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci f(z) = 2°+% = 22=(=3)_Jejwykres
powstaje zatem przez przesuniecie wykresu funkcji g(z) = 2* o —3 wzdluz osi Ox,

czyli o 3 jednostki w lewo.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zeby znalez¢ punkt przeciecia wykresu z
argumentu 0, czyli

£(0) =

Zatem wykres przecina te 0§ w punkcie (
sie, poniewaz caly lezy nad tg osig.

osig Oy, obliczamy warto$¢ funkciji dla

20+3 — 8

0,8). Z osig Ox wykres funkcji nie przecina

7. Wykres funkcji f(z) = 4” + 1 jest wykresem funkcji g(z) = 4 przesunietym o 1

wzdluz osi Oy.

5
4-
g(x) = 4*
3.
_yE 1 ZA
fey=4+1 4
__________ iy /20 R R N R N A
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



f(0) = 4° + 1 = 2, zatem punktem przeciecia wykresu funkcji f z osig Oy jest
punkt (0,2). Caty wykres lezy nad osia Ox, zatem nie istnieje punkt przeciecia
wykresu z tg osia.

8. Wykres funkciji f(z) = (%)x — 3 powstaje przez przesuniecie wykresu funkciji
9(z) = (§)° 0o —3 wzdtuz osi Oy.

w
N
(¢}
(o2}

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Poniewaz wykres funkcji g przecina o$ Oy w punkcie (0,1), wiec punktem
przeciecia funkciji f z osig Oy jest punkt (0, —2). Zeby wyznaczy¢ punkt przeciecia
tego wykresu z osia Ox, obliczymy argument, dla ktérego funkcja przyjmuje warto$¢
0,czyli0 = ()" — 3. Stad (5)" = 3, czyli

()=

Zatem x = —1. Punkt przeciecia z osig Ox to punkt (—1,0).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

"Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =2 do potegi
x o wektor [p, q] w ukladzie wspotrzednych. Rozpatrzono przypadki: Dla p>0 oraz q>0
przesuniecie o wektor [3,2] - otrzymano funkcje g(x) =[2 do potegi (x -3)] +2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

"Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) =jedna druga do
potegi x o wektor [p, q] w uktadzie wspolrzednych. Rozpatrzono przypadki: Dla p>0 oraz
g>0 przesuniecie o wektor [3,2] - otrzymano funkcje g(x) =[ jedna druga do potegi (x -3)] +2


https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121
https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121

Przyktad 6

Narysujemy wykres funkcji

L f(z) = —4°

2. f(z)=—(3)" +2

3. Wykres funkcji f(z) = —47 jest symetryczny wzgledem osi Ox do wykresu funkcji
g(z) = 4",

N
N
w
N
(¢
(o2}

fla) = —4°

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

4. Zeby sporzadzi¢ wykres funkcji f(z) = — (%)x + 2, narysujemy najpierw wykres
funkcji g(z) = (%)x Nastepnie znajdziemy wykres do niego symetryczny wzgledem
osi Ox. Jest to wykres funkcji h(z) = —( %)m, ktory z kolei przesuniemy o 2 wzdtuz
osi Oy. W ten sposob otrzymamy wykres funkciji f.



Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przyktad 7

Narysujmy wykres funkcii

1L f(z)=9-/3-3°

2. f(2) = (3)"+ ()

3. Przeksztal¢my wzor funkcii f, korzystajac z wlasnosci poteg
f(z)=9-43-32=32. 37 .30 = 32rte = gai2y Zatem, zeby narysowac wykres
funkcji f, przesuwamy wykres funkcji g(z) = 3 0 —24 wzdtuz osi Ox.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



4. Zapiszmy wzor funkcji w nastepujacy sposob

f@=(3)"+(E) =2-(3)"=(3) - (3)"=(§)" - zatemrysujemy
wykres funkcji g(z) = (4)”, a nastepnie przesuwamy go o 1 wzdtuz osi Ox.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Przyktad 8

Wyznaczymy wzor funkcji wyktadniczej f(z) = a”, majac dany punkt (—2, 4—19) lezacy na
jej wykresie.

Skoro punkt (—2, 4—19) lezy na wykresie funkcji f, wiec dla argumentu z = —2 funkcja
przyjmuje warto$¢ f(—2) = 4-. Mamy wiec

Po przeksztalceniu réwnanie to przyjmuje posta¢ 7-2 = a2, stad a = 7. Zatem wzor

funkcji f ma posta¢ f(z) = 7°.

Przyktad 9

Sprawdzimy, czy punkt A = (4,4) lezy na wykresie funkcji f(z) = (\/i)z

Wystarczy sprawdzi¢, czy dla argumentu z = 4 funkcja f przyjmie warto$¢ 4. Poniewaz
4

f(4) = (\/5) = 22 = 4, wiec punkt A lezy na wykresie funkcji f.

Przyktad 10

Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza warto$c¢ funkcji wyktadniczej f(z) = <\/5) ’
w przedziale (—2,0)?
Funkcja f(x) = (\/5) jest rosngca, poniewaz V5 >1adaa>1 funkcja wykltadnicza



g(x) = a” jest rosngca. Zatem najmniejszg warto$¢ funkcja osiaga dla najmniejszego
argumentu z przedziatu (—2,0), czyli dla z = —2, a najwiekszg dla najwiekszego
argumentu z tego przedziaty, czyli dla x = 0. Mamy wigc warto$¢ najmniejszg

—2 0
f(=2) = (\/5> = (\/1_)2 = + oraz warto$¢ najwieksza f(0) = (\/5) =1

5

w przedziale (—2,0).
Przyktad 11

Okres$l monotoniczno$¢ funkeji f(x) = (@)ml na tej podstawie poroéwnajliczby

=\ 10 = 20

(+5) orar ()"

Poniewaz a = @ € (0,1), wiec funkcja f(x) = (@)xjest malejaca. Zatem dla

mniejszego argumentu przyjmuje wartoS¢ wieksza. Poniewaz 10 < 20, wiec
vi\" o (v3)”

() > (%)

Przyktad 12
Wyznaczymy wszystkie argumenty funkcji f(z) = (%)m, dla ktérych wartosé¢ funkcji jest

1. réwna 81
2. wigksza od 81
3. co najmniejrowna 81

Narysujmy wykres funkeji f(z) = (+)".

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1. Funkcja wyktadnicza jest roznowarto$ciowa, czyli kazda warto$¢ y € (0, +00) jest
przyjmowana tylko dla jednego argumentu. Szukamy takiego argumentu z, dla



ktorego f(z) = 81, czyli (3)* = 81. Mamy ()" = (%)_4, stad ¢ = —4.

kv

Zrodto: Zespot autorski Politechniki kodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Funkcja f(x) = (%)x jest malejgca, czyli wartosci wieksze od 81 funkcja f przyjmuje

dla argumentéw mniejszych od ¢ = —4. Zatem f(z) > 81 dlax € (—o0, —4).

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

3. Warto$ci co najmniej rowne 81 funkcja f(z) = (%)m przyjmuje dla argumentow

mniejszych lub rownych —4. Zatem f(z) > 81 dlaz € (—o0, —4).



Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci.
Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej.
Zadania



Cwiczenie 1

Potacz wykres z odpowiednim wzorem.

by

L i) =2

-1_ Vl 2
/{ flx)=2"+2
4&/
/ flz) = —2°
_,_é_,_ﬁ

gﬁ
-z -1

-3 -

~%

0 1 3 4

- f(:l?) — 97+2

B fl@) =27 —2

“~¥



Cwiczenie 2

Dana jest funkcja wyktadnicza y = (%)m

Przeciagnij i upusc.

z=-—1

- E,__:_-_-_-_-_-_-_-_-.- ----
o _2 ........................
.
r=—1{

1 1 1 1 V2
3 &) 4[4 [5] &][2
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3

L
16

Rozwazmy funkcje wyktadnicza f(zc) = 2772, Przeciagnij i upusc.

p

4.




Cwiczenie 4

Dopasuj wzér funkcji wyktadniczej do wykresu.

-4 -3 -2 -1 0

=
| 3

-3 -2 -1 o 1 2

2:c+2 92— 2T _ 9 _9x 2:c72 9 + 2
Cwiczenie 5

Na wykresie funkcji f(x) = (%)x lezy punkt o wspotrzednych



Cwiczenie 6
Przeciagnij i upusc.

______________

______________

,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,

(o) (2] [2] (5]

) (3)[#7] (27

Zrodto: Zespo6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7
Przeciagnij i upusc.

..............

2-5 || 27 || 23

3—1

15|

rai

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 8
Punkt A = (—1,3) lezy na wykresie funkgji
O f@) =)
O flx) =97
O flx) =37
O f@)=(V3)
Cwiczenie 9

Wskaz wzor funkcji rosnacej.

O flz)=(3)"
O flz)=(%)"
O flz)=-3°

O fla)=3~



Cwiczenie 10

Zbiorem wartosci funkcji f(z) = (0,5)" okreélonej dla kazdego = € (—1,2) jest przedziat

O (34

Cwiczenie 11

Wytacznie dodatnie wartosci przyjmuje funkcja

O flz)=3"
O flz)=-5"+7
O fle)=-27

O fle)=2"-3



Cwiczenie 12

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(x) = a” lezy punkt (—2,3). Wéwczas

O a=3
O a=v3
O a=4
O a=3

Cwiczenie 13

Po przesunieciu wykresu funkcji f(z) = (%)mo —3 wzdtuz osi Ox otrzymamy wykres funkgji
okreslonej wzorem

O y=(35)"+3
O y=3""
O y=(3)""
O y=(3)"-3



Cwiczenie 14

N

T
Wzor funkcji g, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu funkcji f(z) = (%) wzgledem

osi Oy, ma postac

O o) = (%)
Cwiczenie 15

Funkcja wykfadnicza f(x) = 10% nie przyjmuje wartosci

O 50

O —100

() 10000



Cwiczenie 16

Wykres funkcji f(x) = 3% — 3 przecina o$ Oy w punkcie

O (0,-3)

O (07 - 2)

O (3,0)

O (0,1)

Cwiczenie 17

Znajdz punkt przeciecia wykresu funkcji f z osig Oy. Narysuj wykres tej funkcji.

3. f(xz) =4 -3
Cwiczenie 18

Narysuj wykres funkcji

L f(x) = -3



Cwiczenie 19

Narysuj wykres funkcji

2. f(x) =3"+3"+ 3%
3. f(x) = 2°T4 4 2776 _48. 27
Cwiczenie 20

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(x) = a” lezy punkt A = (—3, %5) . Wyznacz wzor tej
funkcji. Okresl jej monotonicznosc.

Cwiczenie 21

Na wykresie funkcji wyktadniczej f(x) = a® lezy punkt A = (—2,9). Czy na wykresie tej

funkcji lezy réwniez punkt B = (%, @)7



Cwiczenie 22

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wyktadniczej f(x) = a” oraz zaznaczony jest
jeden z punktéw lezacych na tym wykresie . Wyznacz wzér funkgji f.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23

Wyznacz zbiér wartosci funkcji

Lfz)= ()" +7



Cwiczenie 24
Potacz wykresy funkcji z ich wzorami
L f(z) = (1,5)°
2. f(z) = (0,7)°
3. f(z) = —(0,8)"
4. f(x) = —2°
5. f(z) = (0,5)° — 2

6. f(z) = (1,6)" + 2

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Lodzkiej, licencja: CC BY 3.0.



b

4+
24
14
0

-3 -2 -1 0

-24

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

10.



24

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

11. Ay

-1

-3

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

12.




\

-3

Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eodzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25

Jaka jest najwieksza, a jaka najmniejsza warto$¢ funkcji f(z) = (%)w w przedziale <—%, %>7

Cwiczenie 26

Wykres ktorej funkcji: f(z) = — (\/E)x +/2, g(x) = (\/E)ac — 2 czy

h(z) = (%)m + v/6 przetnie 0§ Oy w punkcie najdalej lezacym od poczatku uktadu
wspotrzednych?

Cwiczenie 27

Dana jest funkcja f(z) = (%)". Oblicz warto$¢ wyrazenia
Cwiczenie 28

Uporzadkuj rosnaco liczby (0,9)%, (0,9)'°,(0,9)™, (0,9)"".



Cwiczenie 29
v 1
Dla jakiego argumentu funkcja f(z) = (\/5) przyjmie wartos¢ ?

Cwiczenie 30

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktérych funkcja f(z) = (%)x przyjmuje wartosci mniejsze

niz funkcja g(z) = (%)z

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOgeKol21
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DOgeKo121

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DOgeKol21
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY NC 3.0.
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Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu

Pojecie logarytmu

Rozpatrzmy funkcje wyktadniczg f(z) = a”, gdzie a jest ustalong dodatnig liczba
rzeczywistg, rozna od 1.

Jak wiemy, funkcja f jest okreslona dla kazdejliczby rzeczywistej z, a zbiorem wartosci tej
funkciji jest przedziat (0, + o). Ponadto dla ustalonej dodatniejwarto$ci y istnieje

dokladnie jeden argument z, taki ze a® = y.

12

f(x) = a*

10

————— a>0a*1,y>0

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

"Animacja przedstawia wykres funkcji rosnace;j f(x) =2 po potegi x lezacej w pierwszej
i drugiej ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Zaznaczono zaleznosci: 2 do potegi x =4 gdy x =2

Przyktad 1

Korzystajgc z wlasnosci funkcji wykladniczej, wyznaczymy, o ile istniejg, wszystkie

argumenty, dla ktorych

1. funkcja wyktadnicza f
2. funkcja wykladnicza f

(z) =2

(z) =3 J
3. funkcja wyktadnicza f(z) = 4® przyjmuje warto$¢ —16

(z) = (

(z) = (

x) = 3” przyjmuje warto$¢ &

4. funkcja wyktadnicza f )a7 przyjmuje warto$¢ 5

5. funkcja wyktadnicza f )‘T przyjmuje wartosc 1



https://zpe.gov.pl/a/DaVXIAIkm

Rozwigzanie.

1. Poniewaz 2° = 32, wiec 2° = 32 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 5.

2. Poniewaz 372 = %, wigc 3% = % wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = —2.

3. Funkcja wykladnicza f(x) = 4% przyjmuje wytacznie wartosci dodatnie, zatem nie
istnieje taki argument x, dla ktérego 4 = —16.

4. Poniewaz (%)71 = 5, wiec (1)° = 5 wtedy i tylko wtedy, gdy z = —1.

5. Poniewaz (1)0 = 1, wiec (%)m = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0.

4
Przyktad 2

Argument z, dla ktorego funkcja wyktadnicza f(z) = 2* przyjmuje warto$¢ 9, jest
rozwigzaniem réwnania 2% = 9. Z wykresu funkcji f odczytujemy, Ze x jest liczba
z przedziatu (3, 4).

Argument ten oznaczamy symbolicznie

z = log,9

a zapis lo g»9 czytamy ,logarytm przy podstawie dwa liczby dziewie¢” lub krocej
»logarytm przy podstawie dwa z dziewieciu”
Zauwazmy, ze z przyjetej umowy wynika rownos¢

210g29 = 9

Uwaga. Liczba log,9 nie jest wymierna. GdybySmy zatozyli przeciwnie, ze istniejg takie
dodatnie liczby catkowite pi g, dla ktérych prawdziwa jest rowno$¢ log,9 = %, to
prawda byloby rowniez, ze 27 = 9, stad 2P = 97. Otrzymana rowno$¢ jest sprzeczna, bo
jejlewa strona jest liczbg parzystg (jako iloczyn p dwojek), a prawa strona jest liczba
nieparzystg (jako iloczyn g dziewiatek).

Wezmy dodatnig liczbe rzeczywistg a, r6zng od 1. Przyjmujemy, ze argument b, dla
ktorego funkcja wyktadnicza f(x) = a® przyjmuje wartos¢ ¢, to

b = log,c

Poniewaz funkcja wykladnicza f przyjmuje wylgcznie wartosci dodatnie, to logarytm
okreslamy tylko dla dodatniejliczby c.
Definicja: Logarytm

Logarytmem lo g,c dodatniejliczby ¢ przy dodatnieji r6znejod 1 podstawie a nazywamy
wykladnik b potegi, do ktorejnalezy podnies¢ a, aby otrzymac c.

lo goc = b wtedy i tylko wtedy, gdy a® = c.

Zapamietaj!

Z definicji wynika
lo g,a¢ = coraz al®%¢ = ¢



Liczbe ¢ w zapisie log,c nazywamy liczbg logarytmowana.
Logarytm lo g;px mozna tez zapisac jako logx lub lgx.Taki logarytm nazywamy
logarytmem dziesietnym.

Funkcja wyktadnicza f(x)=a* gdzie a>0 oraz a1

Y
3 11A przyjmuje ustalona dodatnig wartoscy
10+ dla argumentu x=log.y.
% 94 f( ) %
™ X)=a
8+ DEFINICJA LOGARYTMU
74
6 Logarytmem dodatniej liczby «
= przy dodatniej i roznej od 1 podstawie a
- \ i nazywamy wyktadnik b potegi,
4 do ktorej nalezy podniesc a,
2 : aby otrzymac c:
24
|
| X logac=b wtedyi tylko wtedy, gdy a’=c,
0
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1_1_ 01 2 3 456 7 Réwnowaznie mozemy zapisac:
2% x=logay o
34 at9:C=c,

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

"Animacja przedstawia funkcje wyktadniczg f(x) =2 do potegi x. Korzystajgc z wykresu tej
funkcji mozemy wyznaczy¢ argumenty, dla ktorych wartos¢ funkciji jest rowna: 2 do potegi
x =2 gdy x =1

Przyktad 3
Kazdg z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.

1. logy4

2. log381

3. log 1000000
4.log;931

5. log;,17

Bezpos$rednio z definicji logarytmu wynika, Ze lo g,a® = c. Korzystajac z tego
spostrzezenia, mamy:

1. logy4 = log,2% = 2
2.1log;81 = log;3* = 4
3.1og 1000000 = log 10° = 6
4.1og1931 = log;53123° = 0
5.1og;;17 = log;,17' = 1



https://zpe.gov.pl/a/DaVXIAIkm

Zauwazmy, ze dla kazdejdodatnieji roznej od 1 liczby rzeczywistej a
log,1 = log,a® = 0
oraz

log,a = log,a! =1
Przyktad 4

Uzasadnimy, ze kazda z podanych liczb jest ujemng liczbg catkowitg.

L. logﬁ%

2. log2%

3. log3%
4.logs0,2

5. log 0,00001

6. Poniewaz + = 671, wiec logg¢ = logg6~1 = —1.

7. Poniewaz % = % =273 wiec log2§ = log,273 = —3.
L

8. Poniewaz % = =372 wiec log3% = log33_2 = 2.

32
9. Poniewaz 0,2 = + = 571, wiec 10g50 2 = log.571 =—1.
10. Poniewaz 0,00001 = —oor = 15 = 1072, wiec log 0,00001 = log 10> = —5.

100 000
Przyktad 5
Zapiszemy liczby bez uzycia logarytmu.

L. 109%4—19

2. log%%

3. log%%

4, logsO 16

5. Poniewaz —& 49 = (%){Wi@c log%4—19 = log%
6. Poniewaz 287 = (%)3 wiec log2 2% = log%

7. Poniewaz, (%)

4
5

w1@c log: 2 =1

=2

8. Poniewaz 0,16 = 100 = 25 = (

Przyktad 6
Kazdg z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.

1. logzx/i
2.log ¥/10
3.10 993
4.10 gg2

5. Poniewaz v/2 = 27, wiec log,v/2 = lo 9227 = 3



6. Poniewaz /10 = 103, wiec log v/ 10 = log 103 = 3
7. Poniewaz 9 = 32, wiec 3 = 9%, €O oznacza, ze 1o gg3 = lo 999%

8. Poniewaz 23 = 8, wiec 2 = 87, co oznacza, ze lo gg2 = lo gg87

|
W[ po|—

WHtasnosci logarytmu
Przyktad 7

Rozwigzemy roOwnanie

1.3*=5
2.2 = 2
3.7" = ¢
4.10% = 2

Korzystamy z definicji logarytmu.

1. Argument, dla ktérego funkcja wyktadnicza f(x) = 3" przyjmuje warto$c¢ 5, to
x = logs5.

2. Argument, dla ktorego funkcja wyktadnicza f(z) = 2° przyjmuje warto$¢ -1, to

= log,->
M 0go 11 °

3. Argument, dla ktérego funkcja wyktadnicza f(z) = 7" przyjmuje warto$¢ %, to
T = 10g7%.

4. Argument, dla ktérego funkcja wykladnicza f(x) = 10* przyjmuje wartosc¢ 2, to
x = log 2.

Przyktad 8

Kazda z podanych liczb zapiszemy bez uzycia logarytmu.
1. 210g23

2. 7log711

3. 1000182

i (3)

W definicji logarytmu zapisaliSmy, ze dla dodatniejliczby ¢ przy dodatnieji roznejod 1
podstawie a prawdziwa jest rownoéé a'°%¢ = ¢. Wobec tego

1. 2083 = 3
2.7t =11

3. 100010g2 = (103)log2 — 103log2 _ (1010g2)3 _ 93 _ ]
4. (%)log56 _ (5—1)10g56 _ 5—10g56 _ (510g56)_1 6l

6



Przyktad 9
Wyznaczymy wszystkie liczby x, dla ktorych okreslone jest wyrazenie

1. logz(xz — 5)
2.logy(2z + 7)
3. log (3:1: — zr:z)
4.log £ +2

Logarytm, ktorego podstawa jest liczba dodatnig i r6zng od 1, jest okreslony wylgcznie dla
argumentoéw dodatnich. Wobec tego

1. wyrazenie lo g3(z — 5) jest okreslone tylko dla tych z, ktére spetniaja nieréwnosc¢
x—5>0,czylidlaz > 5.

2. wyrazenie log,(2x + 7) jest okreslone tylko dla tych z, ktére spetniajg nierownosé
204+ 7> 0,czylidlaz > —5

3. wyrazenie log 1 (3:1: — :1:2) jest okreslone tylko dla tych z, ktore speiniaja nierownos¢
3z — 22 > 0.
Zatem
z? — 3z < 0z(x — 3) < OPo rozwigzaniu otrzymanej nieréownos$ci kwadratowe;
stwierdzamy, ze z € (0, 3).

4. wyrazenie log 2= +2 5 jest okreslone tylko dla tych z, ktore spe}maja nierownos¢

242 5, Ponlewaz dla kazdejliczby rzeczywistej wyrazenie z? + 2 jest dodatnie,

=2
wigc nieré6wnos$¢ £ +2 > ( jest rownowazna nieréwnosci x — 2 > 0. Zatem

ac+2

wyrazenie log <= Jest okreslone wytgcznie dla z > 2.

Przyktad 10

Wyznaczymy wszystkie liczby z, dla ktérych wyrazenie log,9 ma warto$¢ 2.

Podstawa z logarytmu zapisanego po lewej stronie rownania log,9 = 2 musi by¢ liczba
dodatnig i ro6zng od 1.

Korzystajac z definicji logarytmu, stwierdzamy, ze log,9 = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
r? =9,

Wobec tegox = 3lubz = —3.

Tylko pierwsza z tych liczb speinia warunki okreslone dla podstawy logarytmu, co
oznacza, ze jedyna liczbg, dla ktorej wyrazenie log,9 ma wartos¢ 2, jest z = 3.



Cwiczenie 1

Dane sa liczby a = log,8, b = log39, ¢ = log 10. Wéwczas

(] a+b+c>10

(] a<b

Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.
(] Liczbalog1 000 000 jest 3 razy wieksza od liczby log 100.
(] Liczby log, 1—16 ilo g1 16 sa rowne.
[ ] Liczbalogs125 jest o 100 wieksza od liczby logs 25.

() Suma liczb logz9 ilogs 5 jest réwna 0.



Cwiczenie 3

Ktére z podanych wyrazen jest okreslone dla kazdej dodatniej liczby catkowitej x?

() log(z?—z)
(] logy(3z —1)
] logs (100 — )
[] logi(z+2)
Cwiczenie 4

Funkcja wyktadnicza okreslona jest wzorem f(x) = 5%. Wowczas

O f(z) = 3dlaz = logs5°
O f(z) =7dlaz =log,7
O f(z) = 10dlaz = log;2°

O f(z) =2dlaz = logyb

Cwiczenie 5

Ktére z podanych liczb sg catkowite?

logs20

910g32

1010g 1—10

O o o o

log,0,125



Cwiczenie 6

Funkcja wyktadnicza okreslona wzorem f(x) = 4% przyjmuje warto$¢ 12 dla argumentu

(O z =logy3
(O x =log,4
() z=3

O z=log,12

Cwiczenie 7

Suma log 1 000 + log;1 jest réwna

O 3

O 4

O 101

O 7

Cwiczenie 8

Liczba t jest rowna log,6. Wtedy

() t=26
() t=62
O 2t=6

O t=3



Cwiczenie 9

Réznica log% 25 — logs 8—11 jest réwna

O 6
O -6
O -2

O 2

Cwiczenie 10

Wyrazenie log% (3 — :c) jest okreslone dla wszystkich x, ktore spetniajg warunek

r < —3
x> —3
T <3

Tz >3

o O O O



Cwiczenie 11

1

Dane s liczby a = log%—, b= log%4, c= log%l

g d= log% 16. Najwieksza z nich jest

O ¢
O d
(O b

O a

Cwiczenie 12

O liczbie z wiadomo, ze loggx = % Wtedy

() =45
O z=s1
O o=1

Cwiczenie 13

Liczba logs. 3% jest réwna

O 3
O 3
O 6

O 4



Cwiczenie 14

Zapisz kazda z podanych liczb, nie uzywajac logarytmu.

1. logs 36

2. log;343

3. 10g121

4, ].Og2727

Cwiczenie 15

Rozwiagz rownanie.

1.2 =5
2.3 =10
3.7 =2
4.10* =99

Cwiczenie 16

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu.

1. 310g35

2 210g2 11

3. 5log54

4,107



Cwiczenie 17

Uzasadnij, ze podana liczba jest catkowita.
1. logg0,125
2. log46—14
3. log3Ti3
4, log21—%8

Cwiczenie 18

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu.
1. 1o 9%5

2. 109%81

3.109%le4

2

4.1o g:3

Cwiczenie 19

Oblicz i zapisz wynik bez uzycia logarytmu.

1. log,256 — log 1000

2. 1710g171i7 — 3210g23—12



Cwiczenie 20
Oblicz i zapisz wynik bez uzycia logarytmu.
1. 9loes®
2.100% 81!
Cwiczenie 21
Wyznacz wszystkie liczby x, dla ktérych okreslone jest wyrazenie.

1. log(7 — 4x)

1

2. 10g2m—+3

3. log; (x2 — 4)
4.1log,(2 — z)
Cwiczenie 22
Wyznacz wszystkie liczby z, dla ktérych wyrazenie log,, ””1—_03 ma wartos$¢ — 1.
Cwiczenie 23
Wykaz, ze 5log;s4 + Tlogysb = 6.
Cwiczenie 24
Wykaz, 7e 4! 1°€:5 = 100.

Cwiczenie 25

Wykaz, ze log V5 + logﬁ% + log7\4/? =1 1—12



Cwiczenie 26

Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniajag warunek lo gsa = lo g5b = lo g;c = 4. Wykaz, ze

vabc = 11 025.

Cwiczenie 27

Dane sa liczby a = log,3 oraz b = log,9. Wykaz, ze liczby a i b s réwne.
Cwiczenie 28

Dane sg liczby a = logs7, b = log 7 oraz ¢ = log 5. Wykaz, zec-a = b.
Cwiczenie 29

Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite p i g, dla ktérych zachodzi réwnos¢
lo g3b = %.



Dziatania na logarytmach. Przyktady

Logarytm iloczynu
Przyktad 1
Wykazemy, ze
logg2 + logg32 = 2

Oznaczmy ¢ = logg2 oraz d = logg32. Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy 8° = 2
oraz 8¢ = 32. Zatem

logg (8° - 8%) = logg(2 - 32) = logg64 = logg8? = 2
Rownoczesnie
logg (8¢ - 89) =logg8*d =c+d
Zachodzi wiec rownos¢
c+d=2
czyli stosujgc przyjete oznaczenia
logg2 + logg32 = 2
W ten sposob dowod zostat zakonczony.
Twierdzenie: Logarytm iloczynu
Jezeli liczba a jest dodatnia i r6zna od 1, to dla dowolnych liczb dodatnich x iy
log,(z - y) = log,z + log,y
Dowod

Oznaczmy ¢ = log,x oraz d = log,y. Korzystajgc z definicji logarytmu, otrzymujemy a“ = z

oraz a’ = Y. Zatem

log,(z - y) = log, (a - a?) =log,a*"? = c +d
Stosujac przyjete oznaczenia, mamy

log,(z - y) = log,z + log,y

To konczy dowod.



Przy dodatniej i r6znej
] Znej od 1 pod & -
X>0iy>0 zachodzi wzéf stawie a, dla dowolnych liczp

€ =log.x oraz d = log.y

log,(x - y) = log,(ac- a%) = log.a°*9= ¢ 4 ¢4
log,(x - y) = log.x + log y

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Przyktad 2
Wykazemy, ze

1.1o gg3 + lo g9243 = 3

2.1o g125% + lo g125625 =1
3.10g129 +10g1216 = 2

4.log2 + log 25 4 10g 0,002 = —1

Rozwigzanie

1. Korzystamy z twierdzenia o logarytmie iloczynu.

2.10 993 +10 99243 = 1o go(3 - 243) = 10 g9729 = 10 999> = 3
3.1o 9125% + lo g125625 = lo g125(% . 625) =log125125 =1
4.10 G129 + 1091216 = 10 g13(9 - 16) = lo g13144 = lo g;512* = 2
5. Poniewaz log 2 + log 25 = log(2 - 25) = log 50, wiec

Logarytm ilorazu

log 2 + log 25 + 1og 0,002 = log 50 + log =557 = log(50 - =57) = log 55 =log10~! = —1


https://zpe.gov.pl/a/D1HkdfKUz

Przyktad 3

Wykazemy, ze lo g3135 — lo g35 = 3.
Oznaczmy ¢ = lo g3135 oraz d = lo g35. Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy

3¢ =135
31=5
Zatem
logs(3°:3%) =logs(135: 5) =10 g327 =log33* =3
Réwnocze$nie

logs(3¢:3%) =logs3c?=c—d
Zachodzi wiec rownos¢
c—d=
czyli stosujgc przyjete oznaczenia
log3135 —logsd =3
W ten sposob dowod zostat zakonczony.
Twierdzenie: Logarytm ilorazu

Przy dodatnieji roznejod 1 podstawie a dla dowolnych liczb x > 0iy > 0 prawdziwa jest
rownosc

logay =logsz —logay

Dowod
Oznaczmy ¢ = lo g, oraz d = lo g,y. Korzystajgc z definicji logarytmu, otrzymujemy a® = x
oraz a® = y. Zatem

log,y = log, % =log,a®?=c—d
czyli stosujac przyjete oznaczenia
lo ga% =log,z — lo 9aY

To konczy dowod.



Przy dodatniej i réznei
i Znej od 1 pod i
X>0iy>0 zachodz wzéf stawie a, dla dow

X _
logav — 'Ogax - 'ogay

6Inych liczb

C=log,x oraz d = log.y
C a
4" = X oraz a"=y
logx..l c

Ny = o -—a.__-— -

ay 9. ad—-logaac d_-:c-d

log X —
gay - |Ogax - logay

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
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Przyktad 4
Wykazemy, ze

1.10g162 —lo 1632 = —1
2.10 949343 — lo g49% =2
3.1094192 —logs3 =3
4.10g 1750 — log - = 4

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia o logarytmie ilorazu.

1.1lo 9162 —lo 91632 =lo 9163% =lo 916% =lo 9161671 =—-1

2.10 949343 — 10 ga9+ =10 gug 2P =10 g49(343 - 7) = 10 492401 = lo g4949> = 2
7

3.1094192 —log43 = 1o g413ﬂ =1logs64 =log,4® =3

4.10g 1750 — log 47 = log 2% = log(1750 - ) = log 10 000 = log 10* = 4
40

Logarytm potegi

| Przyktad 5


https://zpe.gov.pl/a/D1HkdfKUz

Wykazemy, Ze lo g58 = 310 g52.
Oznaczmy ¢ = lo g52. Korzystajgc z definicji logarytmu, otrzymujemy 5° = 2. Zatem

10 g58 = 10 g52% = lo g5(5°)° =10 g55%¢ = 3 - ¢ = 310 g52
W ten sposdb dowod zostat zakonczony.
Twierdzenie: Logarytm potegi
Przy dodatnieji roznejod 1 podstawie a dla dowolnejliczby z > 0 prawdziwa jest rownos¢
log,x" =7-log.x

Dowod
Oznaczmy ¢ = lo g,z. Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy a¢ = z. Zatem

log,z" =log,(a®)” =log,a™ =r-c
Stosujgc przyjete oznaczenia mamy

log,x" =7-log,x

To konczy dowod.
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Przy dodatniej j rosne:

E odatniej i réznej od 1 Podstawie a, dla doWblnych liczb

oq ' =
ogax = loga(ac)l‘ = 'ogaar.c= r- .
|Ogax" == lOgaX
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Przyktad 6


https://zpe.gov.pl/a/D1HkdfKUz

Wykazemy, ze

1.1og516 = 410 g52
2.log81 =4log3

3. log;;% = —logs7
4.10 960,04 = —210 g65

Rozwigzanie
Korzystamy z twierdzenia o logarytmie potegi.

1.10g516 = lo g52* = 410 g52

2.1og 81 = log 3* = 4log3

3. 1093% =logs7 1 =—-1.logs7 = —logs7

4. 10960,04 = 1096% = ].Og@% = 10965_2 = —210965



Zadania

Cwiczenie 1

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2

Przeciagnij i upusc.
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______________

______________

______________
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Cwiczenie 3

Przeciagnij i upusc.

______________
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______________

______________

______________

______________
______________
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Zrddto: Zespot autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 4

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Dane sa liczby a = 1o gg2, b = lo gg32, ¢ = lo gg4. Rozstrzygnij, czy rownos¢ jest prawdziwa,
czy fatszywa.

(] a+b+c=3
(] a+b=2
(] a+c=1
(] b—c=1

Cwiczenie 7

Ktéra z podanych nizej liczb jest catkowita?
(] C =1o0g(0,25) + log(0,008) + log(0,5)
(] A=logy3 —1logy243
(] Dzlog%4—(log%5—log%45)

C] B=1o g122 + lo g123 + lo 91224

Cwiczenie 8

Funkcja wyktadnicza okreslona jest wzorem f(z) = 3*. Wéwczas

(] f(z)=Z dlaz =3 —5logs2
(] f(z)=6dlaz=1+1ogs2

(] f(z) =625dlaz =4logsb

() f(z) =L daz=1log310 — 2



Cwiczenie 9

Ktoére z podanych nizej stwierdzen sg prawdziwe?
[ ] Liczbalo g520 jest o 2 wieksza od liczby lo g55.
(] Liczbalo g32 jest o 27 mniejsza od liczby lo g354.

(] Sumalog213 + 1og217 jest rowna 1.

(] Réznicalo g520 — lo g5100 jest rowna —1.

Cwiczenie 10

Przyjmijmy log,3 = ailog,5 = b. Woéwczas
(] logs(16,2) =4a —b
(] logsl5=a+b

(] logs2 =a—b

(] log2675 = 3a+ 2b



Cwiczenie 11

Wskaz liczbe, ktora spetnia réwnanie 5% = 23.

(O z=3logsb
() x=2logsd
() z=2logs3
(O z=3logs2

Cwiczenie 12

Suma lo g48 + 1o g48 jest rowna

o O O

O 2

Cwiczenie 13

Suma lo g1525 + lo g159 jest rowna

O 1

() logi534

O logsp34

O 2



Cwiczenie 14

2

Wartos$¢ wyrazenia lo g354 — lo g3 5 to

O 4
O logss33
() loge27

O 2

Cwiczenie 15

Wskaz liczbe, ktéra jest rowna 7.

() Tlogrl +logr7
() 5logs2+9logosh
Q 210993 + 5109322

() logl+log2+log4

Cwiczenie 16

Liczba log 21 jest réwna

() log20+logl
() log25 —log4
() log3-log7

() log7+1log3



Cwiczenie 17

Liczba log 25 jest réwna
() log100 — log 75
() 2logh
O $log50

() log10 +log15

Cwiczenie 18

Liczba 6 1o gg16 jest réwna

O 16
O 8
O 48

O 12

Cwiczenie 19

Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu.
1. log2 + log 5
2.10 9919 + 10 92149
3.10 g1545 + 10 g1575

4.10 g¢3 + lo ggd + 1o g¢18



Cwiczenie 20
Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu.
1.10 g240 — lo g95
2.109390 — log310
3.10 g560 — lo g512
4.10 9721 — (log724 — lo g;8)
Cwiczenie 21
Zapisz podang liczbe bez uzycia logarytmu.
1.1010 g42
2.91o g973

3.121o 925\/5

4.810 g1 (2\/5)

Cwiczenie 22
Wykaz, ze
1. funkcja wyktfadnicza g(z) = 3* dla argumentu = lo g32 + lo g35 przyjmuje wartos¢ 10.

2. funkcja wyktadnicza h(x) = 4% dla argumentu = = lo g455 — lo g45 przyjmuje wartosé
11.

3. funkcja wyktadnicza f(x) = 7% dla argumentu = = 6 1o g72 przyjmuje wartosc¢ 64.



Cwiczenie 23

Wykaz, ze podana liczba jest catkowita.
1.10 g56 — lo g530
2.10g27 — 1o g256
3.1og37 —lo g363

4.1og 143 — (log 26 + log 55)

Cwiczenie 24

Wykaz, ze log 15 + log 1250 — log % = 9.

Cwiczenie 25

Wykaz, ze 31o g54 + 210 g57 = lo g53136.

Cwiczenie 26

Wykaz, ze lo 2405 — 410 go3 = lo g25.

Cwiczenie 27

Wykaz, ze liczby log 9, log 21, log 49 tworza w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny.

Cwiczenie 28

Przyjmijmy lo g53 = a. Wykaz, ze lo g5 (27\/3) = %.



Cwiczenie 29

Przyjmijmy log 125 = a ilog4 = b. Wykaz, ze 2a + 3b = 6.
Cwiczenie 30

Wykaz, ze (1o g62)* + 10 g¢3 - 10 gg12 = 1.

Cwiczenie 31

Funkcja f kazdej dodatniej liczbie x przyporzadkowuje wyktadnik potegi, do ktérej nalezy
podnies¢ liczbe 2, aby otrzymaé . Wykaz, ze 2 - f(5) + f(0,1) + 1 = £(40) + f()-

Cwiczenie 32

Dane sa takie liczby dodatnie z i y, ze lo goz + 1o g3y? = 3 ilo gaz* + lo g3y® = +. Wykaz,
ze2logg(xz-y) = 1.



Zastosowanie funkcji wyktadniczej

Za pomocy funkciji wyktadniczej mozna opisa¢ wiele zjawisk z zycia codziennego. Funkcje
te stosujemy do opisu wielkoSci, ktore w statym tempie si¢ zmieniaja, czyli w kolejnych
odcinkach czasu tyle samo razy lub o ten sam procent si¢ zwi¢kszaja lub zmniejszaja.
Wielkosci takie maja te wiasnosc, ze ich przyrost od pewnego momentu jest duzo szybszy
niz wzrost liniowy. Za to spadek w tempie wyktadniczym jest wolniejszy niz spadek

w tempie liniowym. Z wzrostem i spadkiem wyktadniczym mamy do czynienia w biologii,
chemii, demografii, gospodarce. Podamy ponizej kilka zastosowan funkcji wyktadnicze;j.

Przyktad 1

Zeby okresli¢ liczebnos¢ pewnej populacji osobnikoéw, mozna skorzystac¢ ze wzoru

gdzie

L(0) jest poczatkowq liczbg osobnikoéw w populacii,

a pewna statg wiekszg od zera, charakterystyczna dla tej populacii.

Populacja osobnikow w tempie wyktadniczym rozmnaza si¢ najczesciej przez pewien
czas, po ktorym nastepuje czas wzglednej rownowagi pomiedzy iloscig osobnikow
tworzgacych sie i obumierajgcych.

Przyrost populacji, przebieg epidemii czy zasieg sieci spotecznosciowych w internecie
nie moga wzrasta¢ w nieskonczonos¢, gdyz istniejg ograniczenia Srodowiska czy
przestrzeni, w ktorej dane zjawiska wystepuja.

Pewna kolonia bakterii liczy na poczatku obserwacji 500 osobnikow. Co godzina ich
liczba wzrasta o 10 %. Oblicz, ile bakterii bedzie w tej kolonii po 3 godzinach, ile po 5
godzinach, aile po 10 godzinach.

Liczbe osobnikéw tej kolonii obliczymy ze wzoru L(t) = 500 - 1,17

Zatem
L(3) = 500-1,1° = 665,5
L(5) =500 - 1,1° = 805,255
L(10) = 500 - 1,1° = 1296,87
Przyktad 2

W pewnym miesScie odnotowano w kolejnych latach podana w tabeli liczbe mieszkancow.
Tabela. Dane

rok Liczba ludnosci (w tysigcach) Przyrost ludnosci (w tysigcach)




2009 30,30

2010 31,00 0,7
2011 31,71 0,71
2012 32,44 0,73
2013 33,19 0,75
2014 33,95 0,76

Zauwazmy, ze liczba mieszkancow nie przyrasta w sposob liniowy, poniewaz w kolejnych
latach przyrost jest coraz wigkszy. Obliczmy stosunek liczby mieszkancoéw w danym roku
do liczby mieszkancow w poprzednim roku.

liczba mieszkancow w 2014 33,95 1.023
liczba mieszkancow w 2013 33,19 —

liczba mieszkancow w 2013 33,19 1.023
liczba mieszkancow w 2012 3244

liczba mieszkancow w 2012 32,44 1.023
liczba mieszkancow w 2011 31,711

liczba mieszkancéw w 2011 31,71 1.023
— b

liczba mieszkancow w 2010 ~— 31
liczba mieszkancéw w2010 31 1.023
liczba mieszkanicow w 2009 — 30,3 — ?

Poniewaz otrzymane ilorazy sa rowne, wynika stad, ze liczba mieszkancow rosnie
kazdego roku o okoto 2,3 %. Liczbe ludnosci w tym miescie po ¢ latach od 2009 roku
mozemy opisa¢ wzorem

X(t) = 30,3 - (1,023)°

Zatem przyrost ludnosci w tym mieScie ma charakter wyktadniczy. Jezeli w kolejnych
latach przyrost ludnos$ci zachowa ten charakter, ile osob bedzie mieszkalo w tym mieScie
w latach 2016, 20207

W roku 2016 bedzie 33,95 - (1,023)2 = 35,53, czyli 35,53.

Liczba mieszkancow w 2020 roku to

X(11) = 30,3 - (1,023)"" = 38,91,



czyli 38,91 tysiecy.
Przyktad 3

Pierwiastki promieniotwoércze samoistnie rozpadaja si¢. Czasem potowicznego rozpadu
nazywamy czas, po ktorym masa probki takiego pierwiastka zmniejszy si¢ o polowe. Mase
probki po uptywie czasu ¢ mozemy obliczy¢ ze wzoru

m(t) =m(0) - (%)T

gdzie

m(0)— jest masa probki na poczatku,

T to okres potowicznego rozpadu.

Izotop jodu ma czas potowicznego rozpadu 8 dni. lle miligramow jodu zostanie z 20 mg
probki po uptywie 32 dni? Jaki procent izotopu ulegnie rozpadowi w tym czasie?

32 dni to 4 okresy potowicznego rozpadu izotopu jodu, bo % = % = 4. Mamy wigc

m(32) =20- (1) =2 -3 _125

Zatem z probki zlozonej z 20 mg pozostanie po 32 dniach 1,25 mg. Rozpadowi ulegnie
wiec 18,75 mg z 20 mg. Ukladamy proporcije

100% — 20mg
x — 18,75 mg
Stad
z = 87J0% _ 93 75%
Przyktad 4

W naturze wystepuja trzy izotopy wegla C' — 12, C — 13 i C — 14, réznigce si¢ miedzy
sobg liczbg protondéw i neutronéw w jadrze. Wegiel C — 14 jest radioaktywny i jego czas
potowicznego rozpadu jest rowny 5730 lat. Powstaje on w gornych warstwach atmosfery
w wyniku bombardowania atomow azotu neutronami o wysokiej energii

z promieniowania kosmicznego. Izotopu C — 14 jest bardzo mato w zawartym

w powietrzu dwutlenku wegla, jeden atom przypada na okoto 10'?atomoéw wegla C — 12.
Wszystkie rosliny pobieraja z atmosfery oba rodzaje wegla. Takze zwierzeta, jedzac
roSliny, pobierajg oba rodzaje wegla. Okazuje sig, ze zawarto$¢ wegla C' — 14

w organizmach jest podobna do jego zawartosci w atmosferze. Po Smierci konczy sie
doplyw wegla z zewnatrz i wtedy wegiel C' — 12 pozostaje w komorkach, a wegiel C — 14
ulega rozpadowi.

Liczbe atomow wegla C' — 14 w probce po czasie t obliczymy ze wzoru

t

N(t) = N(O)- (§) 7



1. Ile lat temu zginat cztowiek, jezeli w jego szczatkach znajduje sie tylko 6,25 % ilosci
wegla, jaka jest w zywym organizmie?
Zbadajmy, jaka ilos¢ wegla C' — 14 pozostanie po kolejnych okresach.
Tabela. Dane

Okres, jaki uptynat llos¢ wegla C' — 14, jaka pozostanie
5730 50%
11 460 25%
17190 12,56%
22920 6,25%

Zatem czilowiek ten zyt okoto 22 920 lat temu.
2. Znaleziono ko$¢ pewnego zwierzecia, w ktorej 1 atom wegla C' — 14 przypada na
4 - 10*2atomoéw zwyklego wegla. Jaki czas uptynat od $mierci tego zwierzecia?

Poniewaz w atmosferze na 1 atom wegla C' — 14 przypada 10*2atoméw zwyktego wegla,
wiec iloS¢ wegla zmniejszyla sie czterokrotnie. Po pierwszym okresie, czyli tacznie po
5730 latach, iloS¢ wegla zmniejszyta si¢ o potowe i po kolejnym okresie, czyli po 11 460
latach, ilo$¢ wegla zmniejszyla sie czterokrotnie. Zatem zwierze zyto okoto 11 500 lat
temu.

Przyktad 5

Po podaniu pewnego leku do organizmu substancja czynna tego leku przenika do
krwiobiegu. Nastepnie z kazdg godzing ilo$¢ tej substancji maleje o okoto 40 %. Jezeli
podana dawka leku zawierata 250 mg substancji, to po ilu godzinach zostanie

w krwiobiegu pacjenta mniejniz 32,4 mg substanciji?

e Sposob I
Jezeli z kazda nastepng godzing ilos¢ substanciji w krwiobiegu maleje 0 40 %, to
znaczy, ze po kazdej godzinie pozostanie 0,6 iloSci substancji obecnejw poprzedniej
godzinie. Zatem X (¢) = 250 - (0,6)", gdzie t oznacza iloé¢ czasu w godzinach, jaki
uptynat od podania leku, a X (%) to iloé¢ leku w organizmie po t godzinach.
Mamy wiec 250 - (0,6)" < 32,4. Stad (0,6)" < 0,1296. Poniewaz 0,1296 = (0,6)*,
wiec nierownosé ma posta¢ (0,6)" < (0,6)*. Funkcjay = (0,6)” jest funkcja malejaca,
wiec dla wigkszych argumentow przyjmuje mniejsze wartosci. Stad wynika, ze t > 4.



e sSposob II
W kolejnych godzinach mamy:

X(1) = 250-0,6 = 150
X(2) =150-0,6 = 90
X(3) =90-0,6 =54

X(4) =54-0,6 = 32,4

Funkcja opisujaca ilo$¢ leku we krwi jest funkcja malejgca oraz dla argumentu 4 przyjmuje
dokladnie wartos¢ 32,4, zatem dla argumentow wigkszych przyjmuje warto$ci mniejsze.

Y

2507
2001
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100-

501

4 3 2 -1 Jlo 1 2 3 4 5 6

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

10 11

Po czasie dtuzszym niz 4 godziny w organizmie pacjenta pozostanie mniejniz 32,4 g

leku.

Przyktad 6

Jezeli umieScimy przedmiot w stalej temperaturze otoczenia, nizszej od jego

temperatury, to przedmiot ten bedzie stygt az do osiggniecia temperatury otoczenia.

Temperature po okreslonym czasie obliczymy za pomoca wzoru

T(t)=To+ (Tp — To)a™*

T to temperatura otoczenia, T’p to temperatura poczgtkowa przedmiotu, a jest stala

charakterystyczng dla danego przedmiotu.



AT

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zagotowalismy wode do temperatury 100° C| a nastepnie umies$ciliSmy w pomieszczeniu
o temperaturze 25°C. Po 10 minutach zmierzyliSmy temperature wody i okazalo sie, ze
wynosi ona 70° C. Jaka temperature bedzie miata woda po nastepnych 10 minutach?
Temperature wody po 10 minutach opisuje wzor

T(10) = 25° + (100" —25°) - a 1" = 70°
stad
75° a0 = 45°

Otrzymujemy wiec a”'* = 0,6. Stad a'® = = = 1,67, awiec a = {/1,67 ~ 1,053.
Po nastepnych 10 minutach, czyli po 20 minutach od zagotowania wody jej temperatura

bedzie rowna
T(20) = 25" + 75" - 1,063 2" = 25° + 75° - 0,356 = 25° + 27" = 52°
Przyktad 7

Przykladem zastosowania funkcji wyktadniczejw medycynie jest zanik
monochromatycznejwigzki promieniowania rentgenowskiego przy przechodzeniu
przez materie. W tym przypadku natezenie promieniowania I przy przejSciu przez ciato
grubos$ci x dane jest wzorem:

I(m) = [pe ¥

gdzie
Iy - natezenie wychodzace z lampy rentgenowskiej,



k - liniowy wspotczynnik pochtaniania promieniowania w materii,

x - grubos$¢ warstwy pochlaniajgce;.

e - liczba niewymierna, e ~ 2,718

Jednostka liniowego wspotczynnika pochtaniania (absorpcii) jest [1/m].

Cwiczenie 1

Kolonia bakterii sktadata sie z 500 organizmdéw. Po kazdej godzinie liczba bakterii roénie o 20 %
. lle bakterii bedzie po 3 godzinach?

Cwiczenie 2

Na poczatku obserwacji kolonia liczyta 500, a na konicu 845 bakterii. O ile procent przyrastata
liczba bakterii w ciggu godziny, jezeli liczba bakterii przyrasta w tempie wyktadniczym, czyli
wedtug wzoru L(t) = L(0) - a’, a eksperyment trwat 2 godziny?

Cwiczenie 3

Na poczatku obserwacji kolonia liczyta 1000 bakterii. Po 5 godzinach liczba ta wzrosta do
1800. lle osobnikéw bedzie liczyta kolonia po 20 godzinach?

Cwiczenie 4

W pewnej kolonii liczba bakterii zwieksza sie co godzine o 25 %. Po ilu godzinach liczba ta
ulegta podwojeniu?

Cwiczenie 5

W pewnej miejscowosci mieszkato 1400 oséb. Miejscowosc¢ rozwija sie preznie, tak ze
kazdego roku liczba ta zwieksza sie 0 10 %. Po ilu latach liczba mieszkaficéw przekroczy 20007



Cwiczenie 6

W pewnej kolonii bakterii po 4 godzinach od rozpoczecia doswiadczenia liczba organizméw
byta réwna 7500, a po 6 godzinach byta juz réwna 37 500. Wiedzac, ze liczba bakterii
przyrastata w sposéb wyktadniczy oblicz, ile bakterii byto na poczatku doswiadczenia oraz ile
po 12 godzinach.

Cwiczenie 7

Dla uranu 235 czas potowicznego rozpadu wynosi 713 milionéw lat. lle lat potrzeba, zebyz1 g
pierwiastka pozostato nie wiecej niz 0,125 g?

Cwiczenie 8

Po uptywie 15 dni z poczatkowej préobki o masie 2 g pozostanie 0,25 g bizmutu 210. Jaki jest
czas potowicznego rozpadu tego pierwiastka?

Cwiczenie 9

W prébce znajduje sie 0,05 g izotopu wapnia. Jaka masa izotopu byta 3 lata wczesniej, jezeli
okres potowicznego rozpadu dla wapnia wynosi 6 miesiecy?

Cwiczenie 10

lle wynosi okres potowicznego rozpadu kobaltu, jezeli wiadomo, ze podczas doswiadczenia,
ktére trwato 20 lat, z probki wazacej 40 g pozostato 2,5 g tego pierwiastka?

Cwiczenie 11

W pewnej kosci zawarto$¢ wegla C' — 14 jest mniejsza o 75 % od zawartosci w atmosferze.
Oblicz wiek znaleziska.

Cwiczenie 12

Okresl wiek znaleziska archeologicznego, wiedzac, ze jeden atom wegla C' — 14 przypada na
16 - 10'2 atoméw wegla C — 12.



Cwiczenie 13

Jaki procent wegla C' — 14 pozostat w znalezisku archeologicznym, ktore ma 15 000 lat?

Cwiczenie 14

Pewien ptyn podgrzano do temperatury 80°C , a nastepnie odstawiono, zeby wystygt. Po 15
minutach temperatura ptynu wynosita 60° C'. Jaka temperature miat ptyn po godzinie od
podgrzania?



Wykresy funkcji specjalnych i ich wtasnosci

Wykresy funkcji specjalnych

Wykresy funkcji specjalnych

Zbiorem wartosci funkcji logarytmicznej f(x)=logax,
gdzie a jest ustalong liczba dodatnig,
jest przedziat (-o0,+ ).

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja



https://zpe.gov.pl/a/DOnaHrx1v
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Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia wykresy funkcji logarytmicznej f(x) = log przy podstawie 2 z liczby
x oraz g(x) = log przy podstawie jedna druga z liczby x. Funkcja g(x) jest symetryczna do
funkcii f(x) wzgledem osi OX.

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=log.x wzdtuz osi Ox
2

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Animacja przedstawia przesuni¢cie wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log przy
podstawie 2 z liczby x wzdtuz osi OX. Rozpatrzono dwa przypadki przesuniecia: o 3
jednostki w prawo - otrzymano funkcje g(x) = log przy podstawie 2 z liczby (x -3) oraz o 2
jednostki w lewo - otrzymano funkcje h(x) = log przy podstawie 2 z liczby ( x +2).

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=logx wzdtuz osi Oy

—

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log przy
podstawie 2 z liczby x wzdtuz osi OY. Rozpatrzono dwa przypadki przesuni¢cia: o 2
jednostki w gore - otrzymano funkcje g(x) =(log przy podstawie 2 z liczby x) +2 oraz o0 3
jednostki w dot -otrzymano funkcje h(x) = (log przy podstawie 2 z liczby x) -3.



https://zpe.gov.pl/a/DOnaHrx1v

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=log2x o wektor

€ ¢ -

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=|og%x wzdtuz osi Ox
=

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log przy
podstawie jedna druga z x wzdtuz osi OX uktadu wspotrzednych. W wyniku przesuni¢cia
o trzy jednostki w prawo otrzymujemy funkcje g(x) = log przy podstawie jedna druga z (x -3).
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W wyniku przesuniecia o dwie jednostki w lewo otrzymujemy funkcje h(x) = log przy
podstawie jedna druga z (x +2).

Przesuniecie wykresu funkcji f(x)=|og%x wzdtuz osi Oy

™ ]

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji logarytmicznej f(x) = log przy
podstawie jedna druga z x wzdtuz osi OY ukladu wspotrzednych. W wyniku przesuniecia
o dwie jednostki w gore otrzymujemy funkcje g(x) = (log przy podstawie jedna druga z x) +2.
W wyniku przesunig¢cia o trzy jednostki w dot otrzymujemy funkcje h(x) = (log przy
podstawie jedna druga z x) -3.
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: Pl"ZESI..II:I.ﬁéCie wykresu funkcji f(x)=|o§&x o wpktor

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia przesuniecie wykresu funkcji wyktadniczej f(x) = log przy podstawie
jedna druga z x o wektor [p, q] w ukladzie wspolrzednych. Rozpatrzono przypadki: Dla p>0
oraz q>0 przesuniecie o wektor [3,2] - otrzymano funkcje g(x) =[ log przy podstawie jedna
druga z (x -3)] +2. Dla pO przesuniecie o wektor [-3, 1] - otrzymano funkcje h(x) =[ log przy
podstawie jedna druga z (x +3)] +1. Dla p0O oraz
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Stowniczek

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciag (a,) nazywamy arytmetycznym, jezeli ma co najmniej 3 wyrazy i kazdy jego wyraz,
poczawszy od drugiego, jest suma wyrazu poprzedniego i pewnej ustalonejliczby. Liczbe
te nazywamy roznicg ciagu i oznaczamy jg 7.

Jesli wiec ciag jest skonnczony i ma k > 3 wyrazoéow, to a,, 1 = a,, + r dla dowolnejliczby
catkowitej1 < n < k — 1. Jesli natomiast ciag jest nieskonczony, to a,, 1 = a,, + r dla
dowolnejliczby catkowitejn > 1.

Definicja: Cigg geometryczny

Ciagg (a,) nazywamy ciaggiem geometrycznym, jezeli ma przynajmniej 3 wyrazy, jego
pierwszy wyraz jest rozny od 0, a kazdy nastepny wyraz jest iloczynem poprzedniego
wyrazu i pewnej ustalonejliczby. Liczbe te nazywamy ilorazem ciggu geometrycznego
i oznaczamy przez q.

Definicja: Ciggi monotoniczne

» Cigg nazywamy rosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nierownosc

Qpy1 > Ap

» Ciag nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieréwnosc¢

Ap+1 < Qp

» Ciag nazywamy stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sg sobie rowne, a wiec
jezeli dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn zachodzi rownosc

ap+1 = Qp

» Ciag nazywamy niemalejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie mniejszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolne;j
dodatniejliczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$c¢

Apt1 Z an




» Ciag nazywamy nierosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest
nie wiekszy od wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dla dowolnej
dodatniej liczby catkowitejn zachodzi nieré6wno$c¢

Apt1 S an

Jezeli ciag jest rosnacy, malejacy, nierosngcy, niemalejacy lub staly, to méwimy, ze ten cigg
jest monotoniczny. O innych ciggach méwimy, ze nie s3 monotoniczne.

Definicja: Definicja ciagu

» Ciaggiem nazywamy funkcje, okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich.
Wartosci tej funkciji dla kolejnych liczb naturalnych nazywamy wyrazami ciagu.

» Jezeli cigg jest nieskonczony, to jego dziedzing jest zbior dodatnich liczb
catkowitych. Dziedzing ciggu skoniczonego jest zbior {1,2 ,...,n}, gdzie n jest
ustalong dodatnig liczbg catkowita.

» Ciag dwuwyrazowy jest parg uporzadkowang, z ktora spotkalisSmy sie¢, np. podajac
wspolrzedne punktu w prostokatnym uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie.
Zwro¢my uwage, ze pary uporzadkowane (1, 3)i (3, 1) sgrozne.

» Ciag opisany w przyktadzie powyzej jest skoniczony, poniewaz w kolejce stoi 5 0sob,
czyli skonczona liczba oséb. Dziedzing tego ciagu jest zbior {1, 2, 3,4, 5}.

» Jezeli elementy jakiego$ zbioru ponumerujemy, a wiec ustalimy kolejnos¢ tych
elementow, to w ten sposob otrzymamy ciag.

W praktyce bedziemy zajmowac si¢ najczesciej ciggami liczbowymi, czyli takimi, ktorych
wyrazy sg liczbami. Cigg oznaczamy zazwyczaj (a, ) , (b, ), (¢, ), itd. Natomiast a,,
oznacza n-ty wyraz ciagu (a, ), na przyktad drugi wyraz ciagu (a,) to as.

Jezeli ciag z podanego wyzej przykladu 1 oznaczymy (a,,), to a; =Tomek, a; =Malgosia,
as =Julka, a4y =Franek, a; =Jurek.

Twierdzenie: Funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej i ogélnej

Kazda funkcje kwadratowg mozna zapisaé w postaci ogolnej f(z) = az® + bx + club

w rownowaznej postaci kanonicznej f(a:) — a(z — p)® + q, gdzie p = Sig= 2.

Symbolem A (delta) oznaczyliémy liczbe A = b? — 4 ac, ktorg nazywamy wyroznikiem
funkcji kwadratowe;j f.

Dowadd

Zauwazmy, ze po rozwinieciu wyrazenia (z — p)?, posta¢ kanoniczng funkcji f mozemy
zapisac jako

f(z) = a(2? — 2px + p?) + ¢,

stad



f(z) = ax® — 2apx + ap® + q.
Aby dla kazdego x zachodzita rownosc
ax® — 2apx + ap® + ¢ = az® + bx + ¢
potrzeba i wystarcza, zeby rowne byly wspotczynniki przy tych samych potegach

zmiennej x. Zatem

-b . b2 b2 b2 dac—b2
—2ap =borazap’ +q=c,stadp= 5, ig=c—a(5,) =c— 4w =c— 47 = 5

. Przyjmujgc oznaczenie A = b? — 4 ac, otrzymujemy q = T

Nalezy zauwazy¢, ze do przeksztalcenia wzoru funkcji kwadratowej z postaci ogolnej do
kanonicznej mozna tez zastosowac wzor skroconego mnozenia (t¢ metode stosowaliSmy

w kilku poprzednich przyktadach). Przeksztatcamy wtedy wedlug ponizszego schematu
f(z) = az® + bx + c = a(z? + Lz) +c:a((w+2—2)2 — 4b—;2) +c=

2 2 _ 2
=a(e+4) — g te=alet ) - SRS =a(e+ ) - 4

Definicja: Funkcja kwadratowa zmiennej x
Funkcja kwadratowg zmiennej x nazywamy funkcje okreslong wzorem
f(z) = az?® + bx + ¢,

gdzie a, b oraz c to liczby rzeczywiste, przy czym liczba a jest r6zna od zera.
Powyzszy wzor funkcji kwadratowej nazywamy jej postacia ogolna.

o Wzor funkcji kwadratowej mozemy tez zapisa¢ w postaci kanonicznej
f(z) = a(z —p)* +4q,
gdzie a, p oraz q to liczby rzeczywiste i a # 0.
Definicja: Funkcja wyktadnicza

Funkcja wyktadniczg nazywamy funkcje okreslong dla kazdejliczby rzeczywistej x
wzorem f(z) = a*, gdzie a jest ustalong liczba dodatnia i r6zng od 1.

Twierdzenie: Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej
Funkcja kwadratowa f okres$lona wzorem f(z) = ax? + bx + ¢, (a # 0)

» ma dwa rozne miejsca zerowe rzeczywiste z; i o wtedy i tylko wtedy, gdy jej
wyréznik A jest dodatni.
Wowczas wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j



fz) = a(z — 21)(z - wz),

gdZie T, = b-l—\/A b—\/Z )

oraz Ty = — 5=
» ma dokladnie Jedno miejsce zerowe x wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0. W tym

przypadku wzor funkciji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej f(z) = a(z — 330)2,

: _ b
gdme To = —55-

« nie ma pierwiastkow rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0. Wtedy wzoru
funkcji f nie mozna zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.

Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania kwadratowego
Réwnanie kwadratowe
ax? + bx + ¢ =0

e nie ma rozwigzan rzeczywistych wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0,

» ma dokladnie jedno rozwiazanie rzeczywiste zop = — % wtedy i tylko wtedy, gdy
A =0,
o ma dwa (rozne) rozwigzania rzeczywiste 1 = _bgf 4 oraz zg = b“/_ wtedy

i tylko wtedy, gdy A > 0.
Definicja: Logarytm

Logarytmem lo g,c dodatniejliczby ¢ przy dodatnieji r6znejod 1 podstawie a nazywamy
wykladnik b potegi, do ktorejnalezy podniesc¢ a, aby otrzymac c.
lo g,c = bwtedy i tylko wtedy, gdy a® = c.

Twierdzenie: Logarytm iloczynu
Jezeli liczba a jest dodatnia i rozna od 1, to dla dowolnych liczb dodatnich z i y
log,(x - y) = log,z + log,y

Dowod
Oznaczmy c = log,x oraz d = log,y. Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy
a¢ = z oraz a® = y. Zatem

log,(z - y) = log, (a¢ - a?) =log,a"® =c+d
Stosujac przyjete oznaczenia, mamy
log,(z - y) = log,z + log,y
To konczy dowdd.

Twierdzenie: Logarytm ilorazu



Przy dodatnieji roznejod 1 podstawie a dla dowolnych liczb z > 01y > 0 prawdziwa
jest rownosc

logey =log.z —logay
Dowod

Oznaczmy ¢ = lo g, oraz d = lo g,y. Korzystajgc z definicji logarytmu, otrzymujemy

a = x oraz a®

= y. Zatem
loga% = logaZ—Z =logwa“4=c—d
czyli stosujac przyjete oznaczenia
logey =log.z —loguy
To konczy dowdd.

Twierdzenie: Logarytm potegi

Przy dodatnieji roznejod 1 podstawie a dla dowolnejliczby £ > 0 prawdziwa jest
rownos¢

log,x" =7r-log,x

Dowod
Oznaczmy ¢ = lo g,z. Korzystajac z definicji logarytmu, otrzymujemy a® = z. Zatem

log,z" =log,(a)" =log,a™*=r-c
Stosujac przyjete oznaczenia mamy
log,z" =r-log,x
To konczy dowdd.
Twierdzenie: Monotonicznos$¢ ciggu arytmetycznego

Jezeli roznica ciggu arytmetycznego jest dodatnia, to cigg ten jest rosnacy. Jezeli roznica
ciggu arytmetycznego jest ujemna, to ciag ten jest malejacy. Jezeli roznica ciggu
arytmetycznego jest rowna zero, to ciagg jest staty i jego wszystkie wyrazy sa réwne a;.

Twierdzenie: O sumie wyrazéw ciagu arytmetycznego

Suma S,, poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego (an) jest rowna

Sn=w0n=%°n-

Twierdzenie: Os symetrii funkcji kwadratowej



Jezeli funkcja kwadratowa
f(z) = ax® +bx +c
ma dwa miejsca zerowe x; i x2, to o§ symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji f ma

rownanie

_ ZT1+%

Dowod

Jak zauwazyli$my, 0§ symetrii paraboli, ktéra jest wykresem funkcji f, to jednoczesnie
symetralna odcinka o koncach w punktach (z;,0) i (z2, 0). Korzystajac ze wzoru na
wspolrzedne $rodka odcinka, stwierdzamy, Ze ta symetralna przechodzi przez punkt
o wspolrzednych (% , O). Dla dowodu wystarczy wiec pokazac, ze

T1+T2

2 — D
Poniewaz
—b—\/Z+(—b+\/Z) b
T+ X9 = % =
wiec
e = =p

Definicja: Proporcjonalnos¢ odwrotna

Funkcja f opisujaca zalezno$¢ miedzy dodatnimi wielkosciami odwrotnie
proporcjonalnymi x i y nazywana jest proporcjonalnoscia odwrotng, ailoczyn x e y = a
nazywany jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;j.

Z faktu, ze liczby x i y s3 dodatnie, wynika, ze wspotczynnik a takze jest dodatni.
Zalezno$¢ miedzy wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi z i y mozemy zapisac
rowniez w postaciy = 4 .

Twierdzenie: Proste prostopadte

Proste o rownaniach m : y = a;z + by oraz k : y = asx + by sg prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek

aieay = —1
Twierdzenie: Proste rownolegte
Proste o rownaniach

e m:y=a1x+b
e k:y=asx+ by



sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe sg rowne.
a; = a2
Twierdzenie: Rozwigzanie réwnania " = a

Dla liczby naturalnej dodatniejn, wigekszejod 1, oraz liczby rzeczywisteja # 0 réwnanie
z" =ama

o jedno rozwigzanie rowne z = {/a, gdy n jest liczbg nieparzysta,

o dwarozwigzaniaréwne x = {/a oraz = —</a, gdy n jest liczbg parzystg oraz a jest
liczbg dodatnig,

e zerorozwigzan, gdy n jest liczbg parzysta oraz a jest liczbg ujemna.

Definicja: Rdwnanie ogdlne prostej

Réwnanie Ax + By 4+ C = 0, gdzie A, Bi C s3liczbami rzeczywistymi oraz A i B nie s3
jednoczesnie rowne zero, nazywamy rownaniem ogolnym proste;j.

Twierdzenie: Twierdzenie o sumie n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Jezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢, to suma S, jego n poczatkowych
wyrazow jest rowna
Sp = a1L dlag # lalbo S, = na; dlag = 1.

Wiasnosc¢: Uogdlnienie wtasnos$ci wyrazéw ciggu arytmetycznego

Dla dowolnego wyrazu ciggu arytmetycznego n > 1 oraz dowolnej dodatniejliczby
catkowitej k < m mamy

_ Qpgtanik
ap, = =5

Zauwazmy, Ze WYyrazy @, , an, A,k S3 trzema kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego o roznicy kr. Zatem twierdzenie to wynika takze z twierdzenia
o zaleznosSci pomiedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Definicja: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Mowimy, ze dwie dodatnie wielkosci x i y s3 odwrotnie proporcjonalne wtedy i tylko
wtedy, gdy ich iloczyn jest staty i r6zny od zera.

Definicja: Wielomian

Wielomianem zmiennej  stopnian(n — liczba naturalna dodatnia) nazywamy funkcje
okreslong wzorem

W(z) = apz™ + ap_12" 1 + ... + ayx + ag



gdziex € R, a, # 0oraza, 1, a, o,...,a1,aq sa liczbami rzeczywistymi. Liczby
QnyQp_1y Ap_2, - - - , 01, @pnazywamy wspotczynnikami wielomianu.

 Przyjmujemy ponadto, ze funkcja liniowa stata W (z) = ag , gdzie ag # 0, jest
wielomianem stopnia zerowego, natomiast funkcje liniowg W (z) = 0 nazywamy
wielomianem zerowym i nie okreslamy stopnia tego wielomianu.

 Zgodnie z tg definicjg funkcja liniowa f(z) = ax + b jest wielomianem stopnia
pierwszego, gdy a # 0, a funkcja kwadratowa

g(z) = ax® + bx + ¢

jest wielomianem stopnia drugiego. Oczywiscie a # 0, gdyz inaczej nie bylaby to funkcja
kwadratowa.

Wiasnos¢: Wiasnosci wyrazéw ciggu arytmetycznego

Ciag (a,) jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz tego ciggu (poza
pierwszym i ostatnim, jesli cigg jest skonczony) jest srednig arytmetyczng wyrazow
sasiednich

a, = W dlan >1

Niekiedy tatwiej korzystac z tej rownosci zapisanej w postaci

2a, = apy1 +an
Wiasnosc: Wiasnosc ciagu geometrycznego

Ciag (a,) o wyrazach roznych od 0 jest ciggiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnejliczby catkowitejn > 1 (1 < n < k, ciag (a,) jest k—wyrazowy) prawdziwa
jest rownosc

2 _
ap, = 0api1®0ap_1

Jezeli wyrazy ciggu (a,) sg liczbami dodatnimi, to rowno$¢ a,? = Qn i1 ® Qy_1 MOZEMy

zapisaC w postaci a, = /G, .1 ® a, 1.

Oznacza to, ze wyraz a,, jest Srednig geometryczng wyrazow sasiednich.
Twierdzenie: Wzor ogélny ciggu arytmetycznego

Kazdy wyraz ciggu arytmetycznego (a,,) o roznicy r jest rowny a,, = a; + (n — 1)r.
Zalezno$¢ miedzy dwoma kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a wiec rownosc
an+1 = Qp + T mozemy tez zapisaC w postaci rownowazneja,.i — a, = 7.

Twierdzenie: Wzoér ogdlny ciggu geometrycznego

Jezeli a; jest pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego (a,,) i q jest ilorazem tego ciagu,
to dla dowolnejliczby catkowitejn > 1 mamy a,, = a;q"'.



