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rekurencyjnego i iteracyjnego



W tym e-materiale powtarzamy wiadomosci ze szkoty podstawowe;j.

Wiesz juz, czym charakteryzuje sie podejScie rekurencyjne, a czym iteracyjne. Czy potrafisz
- na podstawie analizowanego problemu - wskazac¢, ktore z nich nalezy zastosowac?

Wiecejinformacji o iteracji i rekurencji znajdziesz w e-materiatach:

Algorytmy iteracyjne,
Rekurencja,

Rekurencija a iteracja,
Algorytmy iteracyjne i liczbowe — potegowanie liczb.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

 Cigg okreslony rekurencyjnie,

» Cigg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

» Wz06r ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

» Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Analize algorytmoéw iteracyjnych i rekurencyjnych w wybranych jezykach programowania
znajdziesz w e-materiatach:
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» Analiza podejScia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku C++,
» Analiza podejScia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku Java,
e Analiza podejScia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku Python.

Wiecejzadan? Przejdz do e-materiatu Analiza podejscia rekurencyjnego i iteracyjnego -
zadania maturalne.
Twoje cele

o Porownasz dwie techniki programowania - rekurencyjng i iteracyjna.

e Przeanalizujesz algorytmy obliczajace wartoS¢ potegi technika rekurencyjng
i iteracyjna.

» Zaimplementujesz algorytmy obliczajace wartos¢ silni dwiema technikami:
rekurencyjng i iteracyjna.
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Przeczytaj

Rekurencja a iteracja
Przypomnijmy sobie najwazniejsze wiadomosci na temat rekurencii i iteraciji.

Iteracja to technika programowania polegajaca na wielokrotnym wykonywaniu danego
ciggu instrukcji. W programie iteracje realizujemy za pomocg instrukcji iteracyjnych - czyli
petli. Instrukcje w petli wykonywane sg do momentu, gdy zostanie speiniony warunek
wykonywania petli.

W przypadku rekurencji funkcja wywotuje samg siebie ze zmienionym parametrem.
Parametr ten okresla poziomy wywotan rekurencyjnych funkciji, to znaczy stopien
zaglebienia si¢ wywotan. Gdy zostaje spetniony warunek poczatkowy rekurenciji, zwracana
jest konkretna wartos¢. Dzieki temu cigg wywotan rekurencyjnych ma swoj koniec. Gdy
funkcija sie zakonczy lub zwroci wartos¢, nastepuje powrot do poprzedniego poziomu (w
miejsce po wywotaniu funkcji) i wykonywane sg kolejne zapisane instrukcje.

Jakie sg zatem wady i zalety tych dwoch metod - rekurencyjneji iteracyjnej? Sprawdzmy,
ktorg z nich zastosowac w jakiej sytuaciji.

Ktora technike wybrac?

Mimo ze uzycie rekurencji przy rozwigzywaniu niektorych problemoéow zapewnia krotki
i czytelny kod, to algorytmy iteracyjne czesto sa bardziej wydajne pod wzgledem czasu
1 pamieci.

Stosowanie rekurencji w wielu przypadkach jest nieefektywne, czesto powtarzane sa wiele
razy te same obliczenia. Na przyktad rekurencyjny algorytm obliczania elementu ciggu
Fibonacciego (przedstawiony w e-materiale Cigg Fibonacciego) ma ztozono$¢ O(2"),
podczas gdy ztozonos¢ algorytmu iteracyjnego to O (n). Wynika to z faktu, ze w celu
wyznaczenia wybranego elementu ciagu metodg rekurencyjng wielokrotnie sa obliczane te
same, poprzedzajgce go wartosci:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Ponadto uzycie rekurencji wymaga zajecia duzejilosci pamieci. Jest to spowodowane
koniecznoscig rezerwacji miejsca na zmienne, argumenty wywotlania i wartosci zwracane
z kazdym wywolywaniem funkcji. To sprawia, ze program w wersji rekurencyjnej moze by¢
znacznie wolniejszy od tego napisanego metoda iteracyjna.

Aby porownac te dwie techniki programowania, napiszmy funkcje obliczajace potege danej
liczby, korzystajac z metody iteracyjnej, a nastepnie rekurencyjnej. Zacznijmy od podejscia
iteracyjnego.

Obliczanie potegi podstawawyk}“dmk metod3 iteracyjna
Specyfikacja:
Dane:

o wyktadnik - wykladnik potegi, liczba naturalna
e podstawa - podstawa potegi, liczba catkowita

Wynik:

« wynik - wynik potegowania podstawa®¥®* liczba catkowita
Oto funkcja zapisana za pomoca pseudokodu w wersji iteracyjne;j:

1 funkcja iteracyjnie(podstawa, wykztadnik)

2 wynik < 1
3 dopdéki wyktadnik > 0 wykonuj



4 wynik < wynik * podstawa
5 wyktadnik < wykladnik - 1
6 zZwroc¢ wynik

Parametrami przyjmowanymi przez funkcje sa podstawa, czyli element potegowany, oraz
jejwyktadnik.

Wynik potegowania przechowywany jest w zmiennejwynik. Inicjujemy jg wartoscia 1,
dzieki czemu bezposrednio otrzymamy wynik dla wyktadnika rownego 0.

Dopoki wyktadnik jest wigkszy od 0, dopoty wynik mnozymy przez podstawe. W ten
sposob otrzymamy iloczyn tylu czynnikow podstawa, ile wynosi wyktadnik.

Na koniec zwracany jest wynik, w ktorym zapisany bedzie wynik potegowania.

Zaprezentowany schemat przedstawia podejscie iteracyjne obliczania potegi danejliczby
dla podstawy rownej 3 i wyktadnika rownego 4. Przedstawione tu zostaly kolejne iteracje

petli.

iteracyjnie(3, 4)
wynik =1

wyktadnik > 0

wynik=1-3=3
wyktadnik=4-1=3

wyktadnik > 0

wynik=3-3=9
wyktadnik =3-1=2

wyktadnik > 0

wynik =9 -3 =27
wyktadnik=2-1=1

wyktadnik > 0

wynik = 27 - 3 =81
wyktadnik=1-1=0

wyktadnik nie jest > 0

zwroc 81
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Wazne!

Przedstawiony iteracyjny algorytm obliczania potegi wedtug definicji jest algorytmem

o relatywnie niskiej ztozonosci czasowej. Istnieje jednak efektywniejsze rozwigzanie
iteracyjne wykorzystujace schemat Hornera - szybkie potegowanie liczb. Omowienie
tego algorytmu znajdziesz w e-materiale Algorytmy iteracyjne i liczbowe - potegowanie
liczb.

Obliczanie potegi podstawawyk}admk metod3 rekurencyjna
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Specyfikacja:
Dane:

o wyktadnik - wykladnik potegi, liczba naturalna
e podstawa - podstawa potegi, liczba catkowita

Wynik:
« wynik - wynik potegowania podstawa®¥¥e@m* liczba catkowita
Oto zapisana za pomocg pseudokodu funkcja realizujaca potegowanie technikg

rekurencyjng:

1 funkcja rekurencyjnie(podstawa, wykladnik)

2 jezeli wyktadnik = 0
3 zZwroc 1
4 zwroc¢ podstawa * rekurencyjnie(podstawa, wykitadnik - 1)

Funkcja rekurencyjnie() przyjmuje dwa parametry - podstawa oraz wyktadnik. Jezeli
wyktadnik jest rowny 0, od razu zwracana jest wartoSc 1. Dzieje si¢ tak dlatego, ze
niezaleznie od podstawy liczba podniesiona do potegi 0 daje wynik rowny 1.

W przeciwnym wypadku mnozymy podstawe przez wynik potegowania, ktorego wyktadnik
zmniejszony jest o 1. Oto matematyczny przyktad dla 3%




Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Funkcja wywotuje rekurencyjnie sama siebie z drugim parametrem zmniejszonym o 1. Jezeli
parametr ten wynosi 0, spelniony zostaje warunek poczatkowy rekurencji. Funkcja nie
wywotuje wtedy rekurencyjnie kolejnej funkciji, a zwraca konkretng warto$¢, w tym
przypadku 1. Zwrocona warto$¢ (pobrana ze stosu) zostaje przypisana jako wartos¢ funkcii
w miejscu jej wywotania i wykonywane sg obliczenia, a przeznaczony na nig obszar pamieci
na stosie zostaje zwolniony.

Szybkie potegowanie liczb - definicja rekurencyjna

Istnieje szybszy sposob potegowania liczb od potegowania wedtug definicji. Jest on oparty
na schemacie Hornera.

Zwréémy uwage, ze potegowanie 2% wedtug definiciji:

Stosujac te metode, zamiast pieciu mnozen wykonalibySmy trzy. Oszczednos¢ liczby
mnozen wydaje sie niewielka, jednak dla wiekszych wykladnikow znaczaco skracamy czas
przeprowadzania tego dziatania. Zatézmy, ze znamy wartoéé potegi 22°. Wtedy chcac

250

wykona¢ dzialanie 2°°, dokonujemy tylko jednego mnozenia!

950 _ (225) 2

Obliczajac te potege zgodnie z powszechnie znang definicja, znajac wartoéé 22°,
musielibySmy wykonac jeszcze 25 dodatkowych mnozen.

290 =2%.2.2.2.2.2.2.2.2.... .2
Opierajac sie na powyzszej analizie, mozemy ustali¢ definicje rekurencyjng szybkiego

potegowania liczb (a # 0):

1 dlan=0
a-a™! dlanmod2=1
(a™/?)? dlan mod 2 =0



Na podstawie definicji konstruujemy algorytm rekurencyjny:
Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - wykladnik potegi, liczba naturalna
e a - podstawa potegi, liczba catkowita r6zna od zera

Wynik:

e wynik - wynik potegowania a”, liczba catkowita

funkcja potegowanie(a, n)
jezeli n = 0
zwroc 1
jezeli n mod 2 = 1
Zzwro¢ a * potegowanie(a, n-1)
W przeciwnym razie
potega < potegowanie(a, n/2)
zwroc¢ potega * potega

Wazne!
Zaprezentowana metoda ma swojg wersje iteracyjna. Jej omowienie znajdziesz

w e-materiale Algorytmy iteracyjne i liczbowe - potegowanie liczb

Analiza ztozonosci czasowej

Ztozono$c¢ czasowa algorytmu potegowania liczb wedlug nastepujacej definiciji:

wyrazona jako liczba wykonanych mnozen wynosi O (n) - zarbwno w wersji iteracyjnej jak
i rekurencyjne;j.

W przypadku algorytmu szybkiego potegowania mozemy zauwazyc¢, ze kazde pojedyncze
lub kazde dwa kolejne wywotania rekurencyjne funkcji zmniejszajg wyktadnik dwukrotnie.
Zatem zostanie wykonanych maksymalnie 2 log, n mnozen. Ztozonos¢ algorytmu szybkiego
potegowania liczb wynosi wiec O(logy n).
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Stownik
iteracja

technika programowania polegajaca na wielokrotnym powtarzaniu zapisanego ciggu
instrukcji az do spetnienia okreslonego warunku
rekurencja

technika programowania, w ktorej funkcja wywotuje samg siebie az do napotkania
przypadku podstawowego, czyli takiego, ktorego nie da si¢ roztozy¢ na mniejsze
problemy; przykiad przypadku podstawowego dla obliczania pigtego wyrazu ciagu
Fibonacciego:

fib(4) = fib(3) + fib(2) = (fib(2) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0)) =
= ((fib(1) + fib(0)) + fib(1)) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0)) =

=((1+0+1)+@1+0) =3
warunek poczatkowy rekurencji

podana wprost wartos¢ definiowanej wielkosci, niezbedna, aby rekurencija si¢ zakonczyta



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Za pomocg schematu interaktywnego przygotuj algorytm obliczajacy silnie z liczby n technika
rekurencyjna. Program przetestuj dla n réwnego 6.

Specyfikacja:

Dane:

e N - liczba naturalna

Wynik:

e wynik - wartos¢ silni zadanej liczby n, liczba naturalna

Polecenie 2

Za pomocg schematu interaktywnego przygotuj algorytm obliczajacy silnie z liczby n technika
iteracyjna. Program przetestuj dla n réwnego 7.

Specyfikacja:

Dane:

e N - liczba naturalna

Wynik:

e wynik - wartos¢ silni zadanej liczby n, liczba naturalna



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @



Cwiczenie 1 ®
Przeanalizuj specyfikacje i algorytm zapisany w pseudokodzie, a nastepnie wykonaj polecenie.
Specyfikacja:
Dane:

o wyktadnik - wyktadnik potegi; liczba naturalna

e podstawa - podstawa potegi; liczba catkowita
Wynik:

e wynik - wynik potegowania podstawawyk}“dmk; liczba catkowita

funkcja iteracyjnie(podstawa, wykztadnik)
wynik < 1
dopoki wyktadnik > 0 wykonuj
wynik < wynik * podstawa
wyktadnik < wykiadnik - 1
Zwroc¢ wynik

Wskaz, ile iteracji petli zostanie wykonanych przy wywotaniu funkcji iteracyjnie(5, 8).



Cwiczenie 2 ®
Przeanalizuj specyfikacje i algorytm zapisany w pseudokodzie, a nastepnie wykonaj polecenie.
Specyfikacja:
Dane:

e podstawa - podstawa potegi; liczba catkowita

e wyktadnik - wyktadnik potegi; liczba naturalna
Wynik:

e wynik - wynik potegowania podstawawyk}“dmk; liczba catkowita

funkcja rekurencyjnie(podstawa, wykztadnik)
jezeli wyktadnik = 0
zwroc 1
W przeciwnym razie
zwro¢ podstawa * rekurencyjnie(podstawa, wyktadnik - 1)
rekurencyjnie(11, 12)

Wskaz, ile razy zostanie wywotana funkcja rekurencyjnie().

O 12
O 11
O 10

O 13



Cwiczenie 3 »

Zapisz za pomocg pseudokodu algorytm wyznaczajacy sume n kolejnych liczb naturalnych
dodatnich metoda rekurencyjna.

Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia
Wynik:

e suma - suma n kolejnych liczb naturalnych dodatnich; liczba naturalna







Cwiczenie 4 »

Zapisz za pomocg pseudokodu algorytm wyznaczajacy iloczyn n kolejnych dodatnich liczb
naturalnych metods iteracyjna.

Specyfikacja:
Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia
Wynik:

e wynik -iloczyn n kolejnych dodatnich liczb naturalnych; liczba naturalna dodatnia




Cwiczenie 5

Przyporzadkuj odpowiednie cechy do podejscia rekurencyjnego i iteracyjnego.

podejscie rekurencyjne

wiekszy rozmiar kodu programu

podejscie iteracyjne

jeden podproblem moze by¢
niepotrzebnie wielokrotnie
rozwigzywany

wymaga zapamietania wielu
informacji niezbednych do
odtworzenia stanu sprzed
wywotania

w tresci funkcji wywotywana
jest ta sama funkcja ze
zmienionym parametrem

uzywana jest zmienna sterujaca ’

mniejszy rozmiar kodu programu ’

polega na powtarzaniu w petli
tych samych instrukcji

zakonczenie nastepuje po
spetnieniu warunku
poczatkowego




Cwiczenie 6
Wskaz zdania prawdziwe. Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

[ ] Rekurencje zrealizujemy jedynie za pomoca instrukgji petli.

0 Gdy funkcja rekurencyjna zwrdéci wartos¢ pobrang ze stosu, przeznaczony na nig
obszar pamieci na stosie zostaje zwolniony.

0 Parametr funkcji rekurencyjnej okresla poziomy wywotan rekurencyjnych funkcji,
czyli stopien zagtebienia sie wywotan.

Stosowanie iteracji wymaga zazwyczaj wiekszej iloSci pamieci w poréwnaniu do
podejscia rekurencyjnego.



Cwiczenie 7 @

Zdefiniowany jest nastepujacy ciag:

( 2 gdy n<3
an =14 apn-2-ap—1 gdy n mod2=0
an-1 mod4 gdy n mod2=1

Zapoznaj sie ze specyfikacjg oraz zapisang w pseudokodzie funkcjg rekurencyjng realizujgca

algorytm obliczania wartosci n-tego elementu zdefiniowanego ciggu, a nastepnie wykonaj
polecenie.

Specyfikacja:
Dane:

e n - indeks elementu ciggu; liczba naturalna dodatnia

Wynik:
e a, - wartos$c n-tego elementu zdefiniowanego ciggu; liczba naturalna dodatnia

funkcja rekurencyjna(n)
jezeli n < 3
ZWroc 2
W przeciwnym razie
jezeli n mod 2 = 0
zwroc¢ rekurencyjna(n - 2) * rekurencyjna(n - 1)
W przeciwnym razie
zwroc¢ rekurencyjna(n - 1) mod 4

Na podstawie przedstawionej funkcji napisz wtasna realizujgcag ten sam algorytm, uzywajac
podejscia iteracyjnego.






Cwiczenie 8

Przeanalizuj algorytm zapisany w pseudokodzie, a nastepnie wykonaj polecenie.

funkcja rekurencyjna(n)
jezeli n < 2
ZWroc 2
W przeciwnym razie
jezeli n mod 2 = 0
zwro¢ rekurencyjna(n - 2) * rekurencyjna(n - 1)
W przeciwnym razie
zwroc¢ rekurencyjna(n - 1) mod 4

Wskaz, ile razy zostanie wywotana funkcja rekurencyjna() dla n rownego 7.

17
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Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Analiza podej$cia rekurencyjnego i iteracyjnego
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

8) dyskutuje na temat roli myslenia komputacyjnego i jego metod, takich jak:
abstrakcja, reprezentacja danych, dekompozycja problemu, redukcja, myslenie
rekurencyjne, podejScie heurystyczne w rozwigzywaniu problemow z réznych
dziedzin.



I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Porownasz dwie techniki programowania - rekurencyjng i iteracyjna.

» Przeanalizujesz algorytmy obliczajgce wartoS¢ potegi technika rekurencyjng
iiteracyjna.

» Zaimplementujesz algorytmy obliczajagce wartos¢ silni dwiema technikami:
rekurencyjng i iteracyjna.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;



 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie przypominajg sobie charakterystyke rekurenciji oraz iteracji.

2. Przygotowanie do zajec¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»~Analiza podej$cia rekurencyjnego i iteracyjnego”. Uczniowie maja zapoznac si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Prosi
uczniow, by na podstawie wiadomosci zdobytych przed lekcja zaproponowali kryteria
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce, prosi wybrang osobe
o przedstawienie najwazniejszych informaciji z sekcji ,Przeczytaj”. Nastepnie uczniowie
analizujg przyklady z sekcji ,Przeczytaj”. Probuja na swoich komputerach przetozyc je
na jezyki, w ktorych programuja.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Schemat interaktywny”,
czyta tres¢ polecenia nr 1: ,Za pomoca schematu interaktywnego przygotuj algorytm
obliczajacy silnie¢ z liczby n technika rekurencyjng. Program przetestuj dla n rownego
6” i omawia kolejne kroki rozwigzania.

3. Nauczyciel dzieli uczniéw na grupy czteroosobowe. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr
1-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie porownuja swoje odpowiedzi z inng grupa.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje pytania podsumowujace, np.:
o co oznacza pojecie rekurencja?
o czym jest iteracja?
o czym jest przypadek podstawowy?
2. Nauczyciel wySwietla na tablicy temat lekciji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja polecenie nr 2 z sekcji ,Schemat interaktywny”.



Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



