Wykorzystanie wartosci funkcji trygonometrycznych
katow 30, 45, 60 stopni w zadaniach
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Wykorzystanie wartosci funkcji trygonometrycznych
katow 30, 45, 60 stopni w zadaniach geometrycznych
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Zrédto: dostepny w internecie: Obraz emememy z Pixabay.

Patac Pokoju i Pojednania, Nur-Suttan, Kazachstan

Zrédto: Ninaras, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 4.0.

Trojkat rownoboczny jest nam pomocny przy wyprowadzaniu warto$ci funkcji
trygonometrycznych katéw 30° i 60°. Jednym z ciekawszych budynkéw, w ktorym


https://pixabay.com/pl/users/emememy-9418686/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771

wykorzystano ten trojkat jest Patac Pokoju i Pojednania w stolicy Kazachstanu. Ma on ksztatt
piramidy skladajgcej sie z pieciu kondygnaciji trojkatow réwnobocznych. Kazdy bok takiego
trojkata jest rowny 12 m.

W tym materiale wykorzystamy wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 30°, 45" i 60°
w zadaniach geometrycznych.

Twoje cele

» Wykorzystasz wartosci funkcji trygonometrycznych katow 30°,45° i 60° do
rozwiazywania trojkgtow.

» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow
w figurach ptaskich oraz obliczania pol figur.




Przeczytaj

Trojkat prostokatny o katach 30° i 60° jest potowa trojkata rownobocznego.
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Zauwazmy, ze przyprostokatna lezgca przy kacie 60° jest potowa przeciwprostokatne;j.

Trojkat prostokatny o kacie 45° jest potowa kwadratu.
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Zauwazmy, ze jest to trojkat prostokatny rownoramienny, czyli przyprostokatne sg sobie
rowne.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45°, 60° przedstawia tabela:

a 30° 45° 60°
sin « % @ @
Ccos & @ 4 %
tga % 1 \/§
Przyktad 1

Przekatna prostokata ma dlugo$¢ 4 cm i tworzy z dtuzszym bokiem kat o mierze 30°.
Obliczymy obwod prostokata.

4 cm b

Aby obliczy¢ obwod prostokata, nalezy wyznaczy¢ dtugosci jego bokow. Przekatna
»dzieli” prostokat na dwa trojkaty prostokatne. Mozemy zastosowac wiec funkcje
trygonometryczne.

Bok a wyznaczymy z funkcji cosinus:

%,czyli @ = 7,zatem2-a = \/3-4,wie;ca = 2\/3 cm.

cos30” = T icos30° =
Bok b wyznaczymy z funkcji sinus:

. o_i . o_l . l_i _
sin30" = +,sin30° = 5,wiec 5 = 7,b=2 cm.




Moglismy wyznaczy¢ bwykorzystujac fakt, ze dtugos$¢ przyprostokatnej trojkata
prostokatnego lezacejnaprzeciw kata 30° jest polowa dtugosci przeciwprostokatnej,
czylib=4:2 =2 cm.

Obwdd prostokata zapisujemy za pomoca wzoru: L = 2a + 2b.
Podstawiajac a = 2¢/3 cmib =2 cm, otrzymujemy
L=2-23+2-2=4V3+4=4(V3+1) em.

Odp. Obwod prostokagta wynosi 4 (\/ﬁ + 1) cm.

Przyktad 2

Obwdd rownolegtoboku wynosi 60 cm. Jeden bok jest 2 razy krotszy od drugiego.
Obliczymy pole tego réwnolegloboku, jezeli kat ostry ma miare 60 °.

60° \

Oznaczmy:

h - wysokos¢ rownolegloboku,
a, b - boki rownolegtoboku,
L - obwdd rownolegtoboku.

Z tresci zadania wynika, ze: L = 60 cmia = 2b.

Ze wzoru na obwod réownolegtoboku mamy L = 2a 4 2b = 2 - 2b + 2b = 4b + 2b = 6,
a poniewaz L = 60, to 6b = 60, stad b = 10 cm, a poniewaz a = 2b,toa = 20 cm.

Aby wyliczy¢ pole réwnolegloboku, musimy wyznaczy¢ jego wysoko$¢ h. Wysoko$¢ jest
prostopadla do boku a, mozemy wiec skorzystac¢ z funkciji sinus.
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% =sin60"isin60° = @,wi@c % = @ stadh=1b- 3 podstawiajgc b = 10,

2
otrzymujemy h = 10'2‘/§ = 5v/3 cm.

Obliczamy pole réwnolegtoboku: P = ah = 20 - 5v/3 = 100v/3 cm?.
Odp. Pole rownolegtoboku wynosi 100v/3 cm?.

Przyktad 3

Obliczymy obwod prostokata, ktorego przekatne przecinajg sie pod katem 60°, a jeden
z bokow jest rowny 12 cm. Rozwazymy dwa przypadki.

Przypadek 1(b = 12 cm):

Z rysunku wynika, ze: <AOB = 180" — 60° = 120", <EOB = 120" : 2 = 60", wiec
<EBO = 30°".

O
b=12 {@

A E B

kat AOB = 180° — 60°=120°
kat FOB = 120°: 2 = 60°
wiec kat EBO = 30°

Zauwazmy, ze: |AE| = |EB| = +a,|OE| = +b =6 cmikat EBO ma miare 30°. Trojkat
OEB jest prostokatny, wiec korzystajac z funkcji tangens wyliczmy dtugo$¢ boku a:

tg 30" = V3 stad

_ 12 _ 123 _ 36 _ 36V3 _ 1o
a—é—\/g—ﬁ—\/g‘\/g—m V3 cm.

Ze wzoru na obwod prostokata: L = 2a + 2b otrzymujemy



L=2-12V3+2-12 =24V3+24 = 24(V3+1) em
Odp. Obwod prostokata wynosi 24 (\/5 + 1) cm.

Przypadek 2 (a = 12 cm):

D g=12 C

30°
A E Fe:

kat AOB = 180° — 60°=120°
kat FOB = 120°: 2 = 60°
wiec kat EBO = 30°

Z rysunku wynika, ze: <TAOB = 180" — 60" = 120", <EOB = 120" : 2 = 60", wiec
<EBO = 30°.

Zauwazmy, ze: |AE| = |[EB| = 5a = 6 cm, |OE| = +bikat EBO ma miare 30°. Trojkat
OE B jest prostokatny, wiec korzystajac z funkcji tangens wyliczymy dtugos¢ boku b:

|OE|

b
zp =8 307, |OE| = 1bi|EB| = 6, wiec + =tg 30°, & = 6- tg 30", a poniewaz

tg 30° = é, to otrzymujemy b = HT\/E = 4v/3 cm.

Ze wzoru na obwod prostokata L = 2a + 2b obliczamy
L=2-12+2-4/3=24+8V3=8(3+v3) em.
Odp. Obwodd prostokata wynosi 8 (3 + \/g) cm.

Przyktad 4

Obliczmy pole trapezu rownoramiennego, ktorego dtuzsza podstawa ma dtugo$c 16 cm,
aramie o dlugosci 6 cm tworzy z podstawg kat 45°.
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Przyjmujgc oznaczenia jak na rysunku, mozemy zapisa¢ a = 2z + b, a poniewaz a = 16,
to2x + b = 16.

: (D atb
Do wyznaczenia pola trapezu wykorzystamy wzor P = 432 - h.
Wyznaczmy wysokosc¢ trapezu h, korzystajgc z funkcji sinus: sin45° = % isin45” = @,

czyli%:%,2-h:\/§-6,wi@ch:3\/§ cm.

Aby wyznaczy¢ dlugosc¢ krotszej podstawy, musimy obliczy¢ dlugo$¢ odcinka . W tym

celu, zapisujac cos 45° = & i podstawiajgc cos 45" = 4, otrzymujemy @ = &

2-x:\/§-6,wi¢cx:3\/§ cm.

Moglismy x wyznaczy¢, wykorzystujgc fakt, ze przyprostokatne w trojkgcie prostokatnym
rownoramiennym s3 rowne, wiec £ = h = 3v/2 cm.

Przejdzmy teraz do wyliczenia krotszej podstawy b trapezu.

Z réwnania 2z + b = 16 wyznaczamy b = 16 — 2z i podstawiajac ¢ = 3v/2, otrzymujemy

b:16—2-3\/§:16—6\/§:2(8—3\/§> em.

Wyliczone wartos$ci h i b podstawiamy do wzoru na pole trapezu P = “TH’ - h.
atb 16+16-6v2 32-6v/2
p:%.h:%.gﬂ:T.gﬁ:
2(16-3v2)

:T-%ﬁz<16—3\/§)-3\/5:48\/5—18:18(\/5—1> cm?

Odp. Pole trapezu wynosi 18 (\/5 — 1) cm?.
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Przyktad 5

Dtuzsza podstawa trapezu ma dtugo$c 12 a ramig jest 2 razy krotsze od tej podstawy.
Przekatne tego trapezu przecinajg si¢ pod katem 60°. Obliczymy dlugo$¢ drugie;
podstawy tego trapezu.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

D E a C
0

12 6—a

Skoroa = 60°,to 28 = 120", zatem 3 = 60°.

W trojkacie FBO: tg 8 = %, wiec: tg60° = %, stad: ¢ = tg% = % = 2V/3.
W tréjkacie EOC: tg = % stad:a = y - tg60° = yV/3.
Skorzystamy z tw. Pitagorasa w trojkacie CGB:
h? 4 (6 —a)’ = 6
2
(z +y)° + (6—y\/§) — 36
2 \2
(2\/§+ y) n (6 _ y\/3> — 36
12 + 43y + 17 + 36 — 12yv/3 + 3° = 36
42 — 8yv/3+12 =0
N\ 2
(29 -2v3) =0
y =3,

Zatem: a = 3.



Przyktad 6

Dtuzsze ramie trapezu ma dlugosc 8v/2i jest nachylone do dluzszej podstawy pod katem
45°. Wyznaczymy miar¢ kata nachylenia drugiego ramienia do dluzszej podstawy, jesli
pole trapezu wynosi 96, a dtugosci podstaw sg w stosunku 1 : 3.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

«
Ay F

Obliczymy dtugos¢ boku EB. W trojkacie CEB: cos 45° = 8\% ,stad: z = 8v/2- @ = 8.

Podobnie:

nA5° — _h_ B = LV2
sin45° = 8\/§,zatem.h—8\/§ 5 = 8.

Z tredci zadania |AB| = 3a.
Zauwazmy, ze: |AB| = y+ |FE| + z, stad: 3a = y + a + 8, czyli: y = 2a — 8.

Skorzystamy z pola trapezu:

a+3a
96 = 4422 . 8
4a = 24
a==6

Zatem:y=2-6 — 8 = 4.

W trojkacie AFD:tga = %, stad: tgav = % = 2iw konsekwencji o ~ 64°.

Stownik
réownolegtobok

czworokat, w ktorym przynajmniejjedna para bokow jest do siebie rownolegta



trapez

czworokat, w ktorym przynajmniejjedna para bokow jest do siebie rownolegta; boki
rownolegle nazywamy podstawami trapezu

wysokos¢ trapezu

odlegto$¢ miedzy podstawami trapezu



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg wykorzystania wartosci funkcji trygonometrycznych katéow
30°,45°, 60°. Nastepnie rozwiaz zadania i porownaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Do2Bjuz96

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wykorzystania wartosci funkcji
trygonometrycznych katoéw 30, 60, 45 stopni w zadaniach geometrycznych.

Polecenie 2

Ramiona trapezu s3g nachylone do jego dtuzszej podstawy pod katem 30° i 45°. Krotsza
podstawa ma dtugos¢ 8 cm i jest rowna wysokosci h trapezu. Oblicz pole i obwéd tego

trapezu.

Polecenie 3

W tréjkacie rownoramiennym suma dtugosci ramienia i wysokos$ci wynosi 6, a kat przy

podstawie réwny jest 30°. Oblicz pole tego tréjkata.


https://zpe.gov.pl/a/Do2Bjuz96

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6




Cwiczenie 7 @
Na rysunku przedstawiono tréjkat AC D, w ktérym dtugosc odcinka AB wynosi 6, kat
ABD mamiare 45°, akat AC'D ma miare 30°. Uzupetnij pola odpowiednimi

wartosciami.
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Cwiczenie 8 @
Na rysunku przedstawiono tréjkat ACD, w ktérym dtugos¢ odcinka BC' wynosi 6, kat
ABD mamiare 45°, akat AC'D ma miare 30°.

S
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Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie warto$ci funkcji trygonometrycznych katéw 30, 60, 45 stopni
w zadaniach geometrycznych

Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

6) oblicza katy trojkata i dtugosci jego bokdw przy odpowiednich danych (rozwigzuje tréjkaty).
VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

4) korzysta z wtasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach, rombach

i trapezach;

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach ptaskich
oraz obliczania pdl figur;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« wykorzystuje wartosci funkcji trygonometrycznych katéow 30°,45° i 60° do
wyznaczania dlugosci odcinkow w figurach ptaskich,

« wykorzystuje wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 30°,45° i 60° do obliczenia
pol figur;

« analizuje zadania z zastosowaniem funkcji trygonometrycznych katéow 30°,45° i 60°
oraz wybiera najefektywniejsza metode prowadzaca do ich rozwigzania.



 rozwigzuje zadania z z zastosowaniem funkcji trygonometrycznych katow 30°, 45° i
60°.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wyktad informacyjny
e burza moézgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
» praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu,

projektor multimedialny,

e-podrecznik,

arkusze papieru, pisaki
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» uczniowie podaja definicje funkcji trygonometrycznych (zapisujg je na tablicy);
e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

e nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy;

» kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materiatu zawartego w sekciji
Przeczytaj;

e uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj;

» nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazowek;

e uczniowie ogladajg animacje i omawiajg go wraz z nauczycielem;

e uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela;

Faza podsumowujaca:



e wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych przez
nauczyciela; uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate
a nauczyciel udziela wyjasnien;

e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:

e Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych, ktére nie zostaty
rozwigzane na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
o Przykiady - funkcje trygonometryczne w zadaniach

Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w multimedium uczniowie mogg wykorzysta¢ w przygotowaniu si¢ do
lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI
https://epodreczniki.pl/a/przyklady/DbbS0G5oP

