Silnia w zastosowaniach
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Ten materiatl poSwiecimy na prezentacje zastosowan pojecia silni.

Pokazemy na przyktadach, jak operowac¢ wyrazeniami arytmetycznymi oraz algebraicznymi
zapisanymi z uzyciem symbolu silni.

Opiszemy rowniez sposob, dzieki ktéremu mozna ustali¢ rozklad liczby n! na czynniki
pierwsze.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetno$¢ postugiwania sie symbolem silni.

» Nauczysz sie, jak przeksztalca¢ wyrazenia arytmetyczne, w ktorych wystepuja liczby
zapisane za pomoc3 silni.

e Znajomo$¢ pojecia silni pozwoli Ci przeksztalca¢ wyrazenia algebraiczne zapisane
z uzyciem silni, rowniez w zadaniach na dowodzenie.

» Drziegki prezentowanym metodom dowiesz sig¢, jak przedstawia¢ n! w rozkladzie na
czynniki pierwsze.




Przeczytaj

Operowanie symbolem silni w zadaniach sprowadza si¢ zazwyczaj do wyrdzniania pewnych
jej czynnikow, a nastepnie do przeksztalcania otrzymanych wyrazen do postaci, ktora
sugeruje polecenie.

Np. w zadaniach, w ktorych istotne jest analizowanie zapisu dziesietnego rozpatrywane;j
liczby warto mie¢ na uwadze jej czynniki podzielne przez 2 oraz podzielne przez 5.

Natomiast w zadaniach, w ktorych chcemy wykaza¢, ze rozpatrywana liczba jest kwadratem
liczby catkowitej przydatne bedzie grupowanie czynnikow w pary takich samych liczb oraz
zapis danejliczby w postaci iloczynu poteg liczb catkowitych o parzystych wyktadnikach.

Przyktad 1

Wyznaczymy wszystkie dodatnie liczby catkowite n, ktore spetniajg nieréownos¢
4!-6!- (n+3)! <n!-10!

Rozwigzanie

Przeksztalcajgc nierownos¢ rownowaznie otrzymujemy kolejno
1-2-3-4-6!"n!-(n+1)-(n+2)-(n+3)<n!-6'-7-8-9-10,
1-2:3-4-(n+1)-(n+2)-(n+3)<7-8-9-10,
m+1)-(n+2)-(n+3)<210=5-6-T7.

Poniewaz ciagga, = (n+ 1) - (n + 2) - (n + 3), gdzie n > 1, jest rosngcy oraz
ay =5-6-7 =210, wiec nier6wnos¢ a,, < 210 jest spetnionadlan € {1,2, 3}.

Przyktad 2

Wykazemy, ze w zapisie dziesietnym liczby
S=1-1'+2-214+3-3!+4-4'4+...+23-23! 424 . 24!
wystepuje co najmniej 6 dziewiatek.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy liczbe

w=1+214+3'+ 4!+ ...+ 23! 4 24!
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Zauwazmy, ze
S+w=(14+1)-1!'+2+1)-214+(3+1)-3'+...+(24+1) 24!,

awiec

S+w=21+3+4!+ ...+ 25!

Wobec tego
S=214+3"+4'+... +25! — (11 42!+ 3!+ ... +24!) = 25! — 1! = 25! — 1.

Poniewaz wérod czynnikéw liczby 25! sg miedzy innymi 2, 4, 5, 10, 15, 20 oraz 25, wiec ta
liczba dzieli si¢ przez iloczyn

2-4-5-10-15-20- 25 = 3000000.

Wynika stad, ze kazda z szeSciu ostatnich cyfr zapisu dziesietnego liczby 25! jest zerem,
a to oznacza, ze szes¢ ostatnich cyir liczby

S=25!-1

to dziewiatki.

To spostrzezenie konczy dowod.
Uwaga!

Uogolniajac spostrzezenia poczynione w powyzszym przykladzie zauwazamy, ze dla
dowolnejdodatniejliczby catkowitej k zachodzi rownos¢

k-Bl=((k+1)—-1)-kKl=(k+1)-K'—K =(kE+1) -k,
skad wniosek, ze dla kazdej dodatniejliczby catkowitej k

L-U42-204 ... +k-Kl=2-1!'-1)+@B-21 =2 +...+ ((k+1)- Kl — k) =
=2 -1 +@'-2)+...+((k+ D) —E)=(k+1)!—-1U=(k+1) -1

Dla k = 24 otrzymujemy w szczegélnosci
1-1'+2-21+...4+24-24! = 25! — 1.

Przyktad 3

Ustalimy, ile jest rowna suma trzech ostatnich cyfr liczby

z = 10! 4 11! 412! 4- 13! 4- 14! 4 15! 4 16! + 17! 4 18! + 19! + 20!.

Rozwigzanie



Zauwazmy, ze kazdy ze skladnikow liczby x dzieli si¢ przez 10!, a wiec dzieli si¢ przez
iloczyn 2 - 5 - 10 = 100. Oznacza to, ze dwie ostatnie cyfry liczby x sg zerami.

Poniewaz wsrod czynnikéw liczby 15! sg miedzy innymi 4, 5, 10, 15, wiec 15! dzieli sie
przez4-5-10-15 = 3000.

Wynika stad, ze trzy ostatnie cyfry sumy
15! + 16! 4 17! + 18! 4- 19! + 20!

Sq zerami.

Obliczamy, ze

0 =3-4-6-7-8-9=36288.

Wobec tego trzecia od konca cyfra liczby « to iloczyn liczby 8 przez cyfre jednosci liczby
10141114121 +13!414!
10! :

Taliczbajestrownal +11 +11-12+411-12-13 +11-12-13 - 14, a jej ostatnig cyirg
jest 4 (aby ja wyznaczy¢ wystarczy sprawdzic, ze ostatnig cyfra sktadnikow tej sumy sa
kolejno: 1, 1, 2, 6 oraz 4).

Poniewaz 4 - 8 = 32, wigc ostatecznie stwierdzamy, ze trzecia od konca cyfra liczby z to
2. Oznacza to, ze suma trzech ostatnich cyfr liczby z jest rowna 2.

Uwaga!

Korzystajgc z wlasnosci przystawania liczb catkowitych modulo 1000 , a takze
z twierdzen o dziataniach arytmetycznych na otrzymanych kongruencjach, kolejne
whnioski sformulowane powyzej mozemy zapisa¢ nastepujaco

10! = (2-5-10)- (3-4-6-7-8-9) = 100 - 36288 = 800 (mod 1000),
10! + 111 4+ 12! + 13! + 14! =

—800-(1+11+11-12+11-12-13 +11-12-13-14) =
800-1+800-1+800-2+ 800 -6+ 800 -4 = 200 (mod 1000)

15! = 10! - (11-12 - 13- 14) - 15 = 0 (mod 1000),

skad

z = 200 (mod 1000).

Przyktad 4
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Wykazemy, ze liczba
a=235-11-2!.3!.41.5!.6!.70.8!.9!.10!-11!.12!-13!-14!-15!.16!-17! - 18!
jest kwadratem liczby naturalne;j.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniejliczby catkowitej k prawdziwa jest rownosc
(26 —1)!- (2k)! = (2k—1)!- (2k — 1)! - (2k) = ((2k — 1)!)2 - (2k).

Wynika stad, ze dla dowolnej dodatniejliczby catkowitejn prawdziwe sa ponizsze
rownosci

11-20-31-41- .. (20— 1)! - (2n)! =
= (1.2 (31-4)! ... (2n—1)!- (2n))) =

=(1N%-2-3)*-4-...-((2n—1))%. (2n) =

=(1-(B)...-2n—-1N)*-2-4....-(2n) =
=(1-3)-...-2n—1NH%-(1-3-...-n) 2" =
=13 -...-(2n— 1. n!. 27,

Korzystajac z powyzszej tozsamosci mozemy zapisac
a=35-1!-2!.3!.4!.5!.6!-71.8.9!.10!-11!-12!-13!-14!- 15! - 16! - 17! - 18! =
=35-29.9!.(1!.3!.....17)%

Poniewaz

35-29.91=5.7.29.2.3.22.5.(2-3)-7-2%.32=216.34.52.72

wiec

a=216.31.52.72. (11.31.....17)% = (28.32.5. 7 (1. 3!.....17))%.

Oznacza to, ze liczba a jest kwadratem liczby catkowite;.

Stownik
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funkcja, ktorej dziedzing jest zbior wszystkich dodatnich liczb catkowitych lub pewien
jego podzbior, a wartoSciami sg liczby rzeczywiste

kongruencja modulo n

jesli liczby catkowite a i b daja te¢ sama reszte z dzielenia przez dodatnig liczbe catkowita
n, to n jest dzielnikiem a — b; te relacje zapisujemy symbolicznie a = b(mod n)
i czytamy: ,a przystaje do b modulo n”

twierdzenie o dziataniach arytmetycznych na kongruencjach
rozpatrzmy dodatnig liczbe catkowitg n oraz liczby catkowite a, b, ¢ oraz d; woéwczas

* jezelia = b(mod n) to dla dowolnejliczby ¢ prawdziwe sg kongruencje
a+c=b+c(mod n)oraz ac = be (mod n),

« jezelia = b(mod n) oraz ¢ = d(mod n) to prawdziwe sa kongruencje
a+c=b+d(mod n)oraz ac = bd (mod n)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej animacja. Przeanalizuj zaprezentowane w niej
rozwigzanie zadania, w ktérym pokazane jest, jak ustali¢ dziesie¢ ostatnich cyfr rozwiniecia

dziesietnego liczby 41!.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D14pouKC3

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej silni w zastosowaniach.

Polecenie 2

Korzystajac z przyktadu oméwionego w animacji rozwigz samodzielnie nastepujace zadanie.

Liczbe 52! mozna zapisa¢ w postaci

521 =32 .76.117.13% . k,

gdzie k jest liczba, ktora nie ma wspdlnych dzielnikow z liczbg 3003.

Oblicza - B -~ - 6.


https://zpe.gov.pl/a/D14pouKC3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dobierz w pary wielkos$ci odpowiadajgce réwnym odcinkom czasowym.

11! sekund 66 tygodni
7! dni 2160 tygodni
10! minut 720 tygodni
9! godzin 360 tygodni
Cwiczenie 2 ©)

Oblicz, nie uzywajac kalkulatora:

(15!+141)-(141413!)-(1314+12!)-(12!4+111)-(11!4-10!)
(151—141)-(141—131)-(131—121)-(12!—111)-(11'—101)

W kratkach ponizej wpisz kolejno cyfry: jednosci i dwie pierwsze po przecinku rozwiniecia
dziesietnego otrzymanego wyniku.

Cwiczenie 3 ®
Dodatnia liczba catkowita n spetnia warunek
(3!-5!)-n! = ((3HNH!

Obliczn.
W kratkach ponizej wpisz kolejno cyfry: setek, dziesiagtek i jednos$ci otrzymanego wyniku.




Cwiczenie 4
Liczba 50! nie jest podzielna przez:

93

o1

o O O

54

O 52

Cwiczenie 5
Dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a, 3, 7, n, gdzie n jest liczbg wzglednie pierwsza
z liczba 30, zachodzi réownos¢

120! =22.36.57.p

Potacz podane nizej liczby tak, aby w kazdej w ten sposéb dobranej parze otrzymac liczby
rowne.

a—p 23 — 28
o — 7y 3y — 26
a — 82 B+

a— 30 38 — 5y



Cwiczenie 6
Rozpatrujemy zbiér 100 kolejnych liczb naturalnych
{101! + 2,101! + 3,101! +4,...,101! + 101}

Oblicz, ile jest w tym zbiorze liczb ztozonych.

O 51

O 99

O 100

O 50

Cwiczenie 7
Oblicz sume wszystkich dodatnich liczb catkowitych n, ktére spetniajg nieréwnosé
2l-(n+2)! < 6!-n!

Zakoduj w kratkach ponizej kolejne cyfry rozwiniecia dziesietnego otrzymanej sumy.

Cwiczenie 8
Dodatnia liczba catkowita n spetnia warunek

1+ (1-1) +(2-2) + (3-3) +...+234- 234! = n!

Woynika stad, ze

n > 235

n < 240

n < 237

o o o g

n > 236



Cwiczenie 9
Dodatnia liczba catkowita n spetnia warunek

n=27" (g +a+5+.. .+ =)
Wynika stad, ze

(] n>(4)!

() n < 26!+ 25!
(] n>271-5!
(] n<27 -4l



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Silnia w zastosowaniach

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1. oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacii,
kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajacych rozwazenia ztozonego
modelu zliczania elementow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig¢;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» postuguje sie symbolem silni,

» przeksztalca wyrazenia arytmetyczne, w ktorych wystepuja liczby zapisane za pomoca
silni,

» przeksztalca wyrazenia algebraiczne zapisane z uzyciem silni, rowniez w zadaniach na
dowodzenie,

« przedstawia n! w rozkladzie na czynniki pierwsze.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego;
e uiz;
» dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat zaje¢: ,,Silnia w zastosowaniach” oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie, metodg tekstu przewodniego zapoznajg si¢ z trescig w sekcji
»Przeczytaj” i zapisuja w zeszycie minimum dwa pytania.

2. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniow na dwie grupy. Grupy na przemian zadajg
przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora udziela odpowiedzi.
Nauczyciel uzupetnia wyjasnienia. Wygrywa grupa, ktorej cztonkowie udzielali
najbardziej wyczerpujacych odpowiedzi.

3. Uczniowie zapoznajg si¢ z Animacjq i rozwigzuja polecenia z nig zwigzane.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne nr 3-9 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel podsumowuje przebieg zajec. Wskazuje mocne i stabe strony pracy
uczniow.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Pojecie silni
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jej
treScia i przygotowujg do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie
pracowac na lekgcij.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DlqlV456u

