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lloczyn wektorowy

Czy to nie ciekawe?

Wektor to uporzadkowana para punktow. Wielkosci wektorowe w fizyce stanowig
szczegoblng grupe. Do ich opisu nie wystarczy podac ich wartosci, ale nalezy tez
uwzglednic¢ kierunek i zwrot. Jak wiec mnozy¢ takie wielkosci? Czy jest to w ogole
mozliwe? Jaki moze by¢ wynik takiego mnozenia? Czy bedzie to wielkoS¢ wektorowa czy
skalarna?

Twoje cele
W tym e-materiale:

e zrozumiesz, czym sg wektory,

» dowiesz si¢, ze znane s3 rozne mnozenia z udziatlem wektorow,
» poznasz definicje iloczynu wektorowego oraz jego wtasciwosci,
» przeanalizujesz przyktad wyznaczania iloczynu wektorowego.




Przeczytaj

Warto przeczytac

Istnieje pewna szczegolna grupa wielkosci fizycznych - wielkosci wektorowe. Do opisu
takiej wielkoSci nie wystarczy podac jej wartosci; nalezy jeszcze uwzglednic jej kierunek
i zwrot. Powstaje pytanie: jakie dziatania mozemy wykonywac z udziatem wielkosci
wektorowych?

Mozemy wykonywac dziatania mnozenia na wektorach, jednak jest to bardziej
skomplikowane niz na skalarach. Mamy trzy mozliwoSci mnozenia z udziatem wektorow:

« iloczyn wektorowy wektorow - jego wynikiem jest zawsze wektor,
« iloczyn skalarny wektorow - jego wynikiem jest zawsze skalar,
« mnozenie wektora przez skalar - jego wynikiem jest zawsze wektor.

W tym e-materiale omowimy iloczyn wektorowy wektorow.

Wynikiem iloczynu wektorowego dwoch wektorow Zi ? jest zawsze wektor, nazwijmy go

— .. . :
Z izapiszmy te operacje nastepujaco:

Znak X jest symbolem iloczynu wektorowego.

Wektor 2 jest skierowany pod katem 90 stopni do ptaszczyzny utworzonej przez wektory

?, ? Zwrot wektora 2 ustalamy w oparciu o regule Sruby prawoskretne;.

Czym jest reguta Sruby prawoskretnej? Jak tatwo zauwazy¢, jesli wektor Z ma by¢

ustawiony pod katem prostym do plaszczyzny wektorow ?, ? to mamy dwie mozliwosci
takiego ustawienia (Rys. 1.):
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Rys. 1. Dwa mozliwe sposoby ustawienia wektora 7 prostopadtego do ptaszczyzny ? ?: a) zwrot wektora

7 zgodny z regutg sruby prawoskretnej, b) przedstawiono zwrot niezgodny z t3 reguta

Metoda na wybranie wlasciwego zwrotu jest wlasnie regula sSruby prawoskretnej. Polega
ona na tym, ze gdy mnozymy wektor Z przez wektor ¥, to najpierw przesuwamy jeden

z nich rownolegle tak, by ich poczatki byly w jednym punkcie. Nastepnie (w wyobrazni)
obracamy pierwszym czynnikiem iloczynu (tutaj: wektorem Z ) ku drugiemu czynnikowi
(tutaj: ku wektorowi § ). Wybieramy kierunek obrotu wyznaczony przez mniejszy z dwoch
katow, jakie tworzg te wektory. Na koniec okreslamy zwrot przemieszczenia prawoskretne;j



Sruby, ktora obracalaby sie tak samo, jak wektor Z (Rys. 2.). Ten wtasnie zwrot przypisujemy

wektorowi Z .
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Rys. 2. Prawidtowy zwrot wektora Z bedacego wynikiem iloczynu wektorowego: 7 =7 x 7

Zwr6¢ uwage na to, ze iloczyn wektorowy nie jest przemienny, Z x 7 # 7 X T.

Kierunek i wartoS¢ sg takie same, ale zwroty sg przeciwne. Zgodnie z regula Sruby
prawoskretnej



Kolejnym krokiem, po ustaleniu kierunku i zwrotu iloczynu wektorowego, bedzie
wyliczenie jego wartosci.

Warto$¢ wektora bedacego wynikiem iloczynu wektorowego wektora z przez wektor 7

. . . . - N . . .
jest rowna iloczynowi wartosci wektorow x i y oraz sinusa kata miedzy nimi.

Dla iloczynu wektorowego:

2] = |2] - [g]- sin &

gdzie a jest katem miedzy wektorem Z awektorem 7 Jesli kat a jest rozwarty, to

stosujemy tozsamosc:
sina = sin (1800 — a)
Ale po co nam wiasciwie iloczyn wektorowy?

Wielkosci fizyczne sa potrzebne do opisu zjawisk fizycznych. Mozemy wyré6zni¢ wielkosci
wektorowe i wielkosci skalarne. Okazuje sie, ze do zdefiniowania niektorych wielko$ci
wektorowych musimy postuzy si¢ iloczynem wektorowym. Tak jest w przypadku miedzy
innymi: momentu sity, sity elektrodynamiczneji sity Lorentza. Kazda z tych wielkosci jest
dokladnie opisana w e-materiatach. Tu poznasz je jako przyktady zastosowania iloczynu
wektorowego.

Moment sity to iloczyn wektorowy promienia wodzgcego 7o poczatku w punkcie
%
podparcia i koncu w punkcie przylozenia sity, oraz sity F':
— —
M=7xF

(Wiecej szczegotow o momencie sily znajdziesz w e-materialach ,Jak definiuje sie moment
sity?” i ,Jak wyznaczy¢ moment sity”)

Drugim takim przykladem jest sita dziatajaca na tadunek w polu magnetycznym.

Na tadunek dodatni q poruszajacy si¢ z predkoscig v w polu magnetycznym o indukcji B
dziata sita zwana sitg Lorentza:

— —
F =qv x B

Sila ta jest definiowana jako iloczyn tadunku i iloczynu wektorowego wektora predkosci
przez wektor indukcji pola magnetycznego.
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(Wiecej szczegotow o sile Lorentza znajdziesz w e-materialach ,,Czym jest sita Lorentza?”
i, Jakie sily dziataja na petle z przewodnika z pradem w jednorodnym polu
magnetycznym?”.)

Kolejnym przyktadem wielkosci fizycznej definiowanejjako iloczyn wektorowy innych
wielkosci wektorowych jest sila dzialajgca na przewodnik, przez ktory ptynie prad,
umieszczony w polu magnetycznym. Przeptyw pradu to uporzadkowany ruch tadunkow
elektrycznych, a na tadunek poruszajacy si¢ w polu magnetycznym dziata sita Lorentza.
Z tego wniosek, ze na ptynacy prad powinna dziala¢ jakas sita ze strony pola
magnetycznego. Jesli rozpatrzymy prostoliniowy przewodnik o dtugo$ci [ umieszczony
w polu magnetycznym o indukcji B, przez ktory plynie prad elektryczny natezeniu I, to sita
dziatajaca na ten przewodnik wynosi
e S
F =11l xB
Site te nazywamy sitg elektrodynamiczng.

(Wiecej szczegotow o sile elektrodynamicznej znajdziesz w e-materialach ,,Co to jest sila
elektrodynamiczna?” i,,Od jakich parametrow zalezy wartosc¢ sily elektrodynamicznej - na
podstawie doswiadczen’)

Stowniczek

moment sity

wielkos¢ wektorowa niezbedna do sformutowania warunku rownowagi bryly sztywne;j

zdefiniowana jako to iloczyn wektorowy promienia wodzacego 7o poczatku w punkcie
_>
podparcia i koncu w punkcie przytozenia sity, oraz sity F':

— -
M=7xF

sita Lorentza

wielkos¢ wektorowa niezbedna do opisu ruchu czgstki natadowanejw polu
magnetycznym, zdefiniowana jako iloczyn tadunku i iloczynu wektorowego wektora
predkosci czastki przez wektor indukcji pola magnetycznego:

— —
F = qﬁ x B
sita elektrodynamiczna

opisuje oddziatywanie pola magnetycznego na umieszczony w nim przewodnik
z pradem. Site elektrodynamiczng definiujemy jako iloczyn natezenia pradu i iloczynu
wektorowego wektora dlugosci prostoliniowego przewodnika, przez ktory ptynie ten



javascript:void(0);

prad (wektor ten ma kierunek i zwrot przeptywu pradu) przez wektor indukciji pola
magnetycznego.

e T
F =1l xB



Film samouczek

lloczyn wektorowy

Obejrzyj film, w ktorym przedstawione jest zastosowanie iloczynu wektorowego do

analizy rownowagi na hustawce.

Film dostepny na portalu epodreczniki.pl

Wystuchaj alternatywnej Sciezki lektorskie;.

Cwiczenie 1

Opisz cigg zmian wielkosci fizycznych wywotanych niewielkim przemieszczeniem sie
syna na hustawce w kierunku punktu podparcia. Wskaz te sposréod wymienionych

w filmie odlegtosci, wartosci siti momentéw sit, ktdre zmalejg badz wzrosng oraz te,
ktdre pozostang bez zmian. Twdj opis powinien stanowi¢ uzasadnienie tezy, ze wskutek

takiego przemieszczenia réwnowaga hustawki zostanie naruszona, a syn powedruje do

gory.



https://zpe.gov.pl/a/Ds2RLy6KP

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz zdania fatszywe:

(] Woynikiem mnozenia wektora przez skalar jest zawsze wektor
[ ] lloczyn wektorowy jest przemienny
(] Wynikiem iloczynu skalarnego wektoréw jest zawsze wektor

(] Wynikiem iloczynu wektorowego wektordw jest zawsze wektor

Cwiczenie 2 ¢
Zaznacz zdanie prawdziwe:

O Kierunek wektora bedacego wynikiem iloczynu wektorowego wyznaczamy metodg
sruby lewoskretnej

O Zwrot wektora bedacego wynikiem iloczynu wektorowego wyznaczamy metoda
Sruby prawoskretnej

O Zwrot wektora bedacego wynikiem iloczynu wektorowego wyznaczamy metoda
Sruby lewoskretnej

O Kierunek wektora bedgcego wynikiem iloczynu wektorowego wyznaczamy metoda
Sruby prawoskretnej




Cwiczenie 3 ¢
Do konca preta w odlegtosci 2m od osi obrotu przytozono site o wartosci 2N, prostopadle do
preta. Wartos¢ wektora momentu tej sity wynosi (zaznacz poprawng odpowiedz):
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2 Nm
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Cwiczenie 4

Wykonujemy iloczyn wektorowy ? = ? X 7 Ktéry rysunek poprawnie przedstawia zw:ot
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Cwiczenie 5

Ponizej przedstawiono opis kilku wielkosci fizycznych: - ped jest rowny iloczynowi masy

i wektora predkosci, - moment pedu jest rowny iloczynowi wektorowemu wektora
wodzacego oraz wektora pedu, - moment bezwtadnosci punktu materialnego jest iloczynem
masy tego punktu oraz kwadratu jego odlegtosci od osi obrotu, - praca jest réwna iloczynowi
skalarnemu wektora sity oraz wektora przemieszczenia. Pogrupuj powyzsze wielkosci
okreslajac czy sg to wielkosci wektorowe czy skalarne.

Wielkosci wektorowe

‘ moment pedu ’ ‘ praca ’ ‘ ped ’

‘ moment bezwtadnosci ’

Wielkosci skalarne

Cwiczenie 6

Chtopiec siedzi na hustawce-rownowazni. Wazy on 10 kg i dziata na hustawke sitg 98
N skierowang pionowo w dét. Odlegtos¢ od punktu podparcia wynosi 1 m. Wskaz wtasciwg
wartos¢ momentu sity, jakim chtopiec dziata na hustawke.

%
() |M| =10 Nm

%
() |M| = —-98 Nm

%
O |M| =—-10 Nm

%
O ‘M‘ = 98 Nm



Cwiczenie 7 @
Chtopiec siedzi na hustawce-rownowazni, w odlegtosci 1 m od punktu podparcia. Wskaz
wtasciwy kierunek momentu sity, z jakim chtopiec dziata na hustawke.

Moment sity jest skierowany pionowo w doét.
Moment sity jest skierowany poziomo prostopadle do hustawki.

Moment sity jest skierowany poziomo réwnolegle do hustawki.

o O O O

Moment sity jest skierowany pionowo w gére.



Cwiczenie 8 @
Przez fragment przewodnika o dtugosci 3 m przeptywa prad o natezeniu 4 A. Wiedzac, ze
wartos$¢ indukcji pola magnetycznego wynosi 3 mT, a kat pomiedzy kierunkami przeptywu
pradu a wektorem indukcji pola magnetycznego wynosi 30° (patrz rysunek), wskaz poprawng
wartos¢ sity elektrodynamicznej dziatajacej na ten fragment:

= 18 mN

O
=

_>
() |F|=-36 mN




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko autora:
Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa:

Ksztaltowane kompetencje
kluczowe:

Cele operacyjne:

Strategie i metody
nauczania:

Formy zaje¢:

Martyna Jakubowska
Fizyka
Jak postugiwac¢ sie wspolrzednymi wektora?

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres
rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu
zjawisk oraz wskazywanie ich przykladow w otaczajace;j
rzeczywistosci.

Zakres rozszerzony

TreS$ci nauczania - wymagania szczegotowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

5) rozroznia wielkoSci wektorowe i skalarne, wykonuje
graficznie dziatania na wektorach (dodawanie,
odejmowanie, rozkladanie na sktadowe).

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe.

1. Uczen zrozumie czym s3 wektory.

2. Uczen pozna roznice miedzy iloczynem
wektorowym a iloczynem skalarnym.

3. Uczen pozna definicje iloczynu wektorowego.

4. Uczen pozna wlasciwosci iloczynu wektorowego.

5. Uczen przeanalizuje przyklad wyznaczania
iloczynu wektorowego.

- blended-learning,
- nauczanie hybrydowe.

- film samouczek,
- praca w grupach.



- komputer z rzutnikiem,

. - kartka w kratke,
Srodki dydaktyczne: o ¢
- linijka,
- dtugopis.
Zadania podobne do tych z Zestawu ¢wiczen,
Materialy pomocnicze: o zroznicowanym stopniu trudnosci, przygotowane
przez nauczyciela do podyktowania uczniom.
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Rozpoznanie wiedzy ucznia: Czy uczen styszat juz o wektorach, czy wie, czym sg
wektory (moze zetknat sie z tym pojeciem na matematyce?).
Przeczytanie i omowienie ,Wprowadzenia”.

Faza realizacyjna:

Uczniowie samodzielnie czytajg blok tekstowy. Nauczyciel sprawdza, czy uczniowie
majq jakie$ pytania do tekstu. Sprawdza, czy uczniowie potrafig zastosowac regute Sruby
prawoskretnej, proszac kilku ucznioéw o okreslenie zwrotu przyktadowych wektorow
bedacych wynikiem iloczynu wektorowego.

Nastepnie uczniowie ogladaja ,Samouczek”.

Nauczyciel sprawdza, czy uczniowie maja jakie$ pytania zwigzane z samouczkiem.
Uczniowie wspolnie zastanawiajg si¢ nad pytaniami, ktore si¢ pojawity. Nauczyciel
naprowadza uczniéw na wiasciwe odpowiedzi. Jesli zajdzie taka potrzeba uczniowie
wracaja to wybranego fragmentu tekstu lub samouczka.

Nauczyciel udziela dokladniejszych informacji na temat wielkosci fizycznych opisanych
w samouczku.

Na koniec tejfazy, uczniowie rozwiazuja zadania z Zestawu ¢wiczen.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie dzielg si¢ na 4 grupy, w ktorych omawiajg rozwigzania zadan. Wspolnie
zastanawiajg sie nad tymi, ktore sprawity im trudno$c¢. Kazda z grup omawia 2 zadania
»na forum klasy".

Nauczyciel sprawdzi, ktore zadania sprawity uczniom klopot i dlaczego. Poprzez analize
wypowiedzi uczniow nauczyciel okresli, w jakim stopniu osiggniete zostalty wyznaczone
cele.

Praca domowa:

Nauczyciel wybiera trzy zadania sposrod przygotowanych przez siebie, analogiczne do
tych, ktore uczniowie wskazali jako najtrudniejsze. Te poleca do rozwigzania w domu.



Wskazowki metodyczne
.. . y Multimedium moze by¢ wykorzystane jako wstep do
opisujace rozne . , . ,
] lekcji lub w czasie lekciji tak, jak pokazano
zastosowania danego

w konspekcie.
multimedium: p



