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Trojkat Pascala
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Tréjkatna tablica liczb z rekopisu indyjskiego z VII
wieku.

Zrodto: Wikipedia.org, dostepny w internecie:
www.wikipedia.org, domena publiczna.

Zrédto: Speedy McVroom z Pixabay, domena publiczna.

W tym materiale poznasz niezwykla, trojkatna
tablice liczbowg. Uwaza sig, ze poczatki
tworzenia tej tablicy siegaja poczatkow naszej
ery. Na przestrzeni wiekow zajmowali si¢ nig
miedzy innymi uczeni perscy, indyjscy,
chinscy. Dlatego okresla si¢ jg tez trojkatem
Chajjama, trojkatem Yang Hui lub trojkatem
Tartaglii, od nazwisk uczonych, ktorzy badali
wlasnosci tej tablicy.

W XVII w. matematyk francuski Blaise Pascal
zebral wszystkie informacje na temat tych
trojkatnych tablic i zastosowat je do
rozwigzywania problemoéw z rachunku
prawdopodobienstwa. Osiggnat przy tym tak
znaczace wyniki, ze obecnie trojkat, ktory
rozpropagowal, zwany jest trojkatem
Pascala.


https://pixabay.com/pl/users/viscious-speed-1744878/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1545401
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1545401

Trojkat Pascala ma wiele ciekawych
wlasnosci. Niektore z nich poznasz,
a niektore nawet odkryjesz samodzielnie.
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Chinski tréjkat Yang Hui z XIV w.

Zrédto: Wikipedia.org, dostepny w internecie:
www.wikipedia.org, domena publiczna.

Twoje cele

e Zbudujesz trojkat Pascala.
o Odkryjesz niektore z wlasnosci trojkata Pascala.

» Wykorzystasz wtasnosci trojkata Pascala w przeksztatceniach arytmetycznych.



Przeczytaj

Budowa trojkata Pascala

Trojkat Pascala to tréjkatna tablica liczb. W pierwszym wierszu znajduje sie liczba 1,
w nastepnym - dwie jedynki. W kolejnych wierszach jedynki umieszczone sg na poczatku
i koncu kazdego wiersza. Kazda liczba ,,srodkowa” jest sumg dwoch liczb bezposrednio

znajdujacych si¢ nad nig.
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Przyktad 1
Zbudujemy w trojkacie Pascala wiersz nr 8.

Zauwazmy, ze w kazdym kolejnym wierszu trojkata Pascala znajduje sie o jedna liczba
wiecejniz w wierszu go poprzedzajagcym. Zatem wiersz 0smy zbudowany bedzie z 9 liczb.
Poczatkowa i koncowa liczba to 1. Znajdujemy ,,Srodkowe” liczby, jako sumy liczb

z wierszanr 7.
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Wiersz nr 8 sklada si¢ z liczb: 1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1.

Niektore witasnosci trojkata Pascala
Wiasnosc: Wiasnosc 1

Liczby w trojkacie Pascala ulozone sg symetrycznie.
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Wtasnosé: Wiasnosc 2

Na pierwszej ,przekatnej’ trojkata Pascala lezg jedynki, na drugiej ,,przekatnej’ kolejne
liczby naturalne, na trzeciej - kolejne liczby trojkatne.

jedynki

kolejne liczby naturalne

1 4 liczby tréjkatne

Przyktad 2
Znajdziemy siodma liczbe trojkatnag, korzystajgc z trojkata Pascala.

Korzystamy z powyzszego rysunku. Odczytujemy, ze kolejne liczby trojkatne to: 1, 3, 6, 10,
15, 21.

Zauwazamy, ze:
3—1=2
6—-3=3
10-6=4
15—-10=5
21-15=6

Zatem kolejne liczby trojkatne réznig sie o kolejne liczby naturalne. Sibdma liczba
trojkata, bedzie roznita sie od szostejo 7.

214+ 7 =28

Siodma liczba trojkatna to 28.



Wtasnosé: Wiasnoscé 3

Sumy liczb stojacych w kolejnych wierszach trojkata Pascala tworzg kolejne potegi liczby
2.
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Przyktad 3

Obliczymy sume S liczb w wierszu o numerze 10 tréjkata Pascala.

Wiemy, ze suma ta bedzie rowna 10 potedze liczby 2.

S =2 =1024.

Przyktad 4

Poréwnaj kwadrat liczby zaznaczonej na fioletowo z sumag liczb zaznaczonych na zotto.
Poréwnaj kwadrat liczby zaznaczonej na zielono z sumag liczb zaznaczonych na niebiesko.
Zbadaj podobne zaleznosci dlaliczb 41 6.

Co zauwazasz?



Witasnosé: Wtasnoscé 4

Kwadrat liczby zapisanejna drugiej ,,przekatnej’ trojkata Pascala (za wyjatkiem liczby 1)
jest rowny sumie kolejnejliczby stojacej obok w tym samym wierszu i liczby stojacej
ponizej obu tych liczb.

Wtasnosé: Wiasnosc 5

Jesli pierwszym elementem wiersza w trojkgcie Pascala, roznym od 1, jest liczba
pierwsza, to wszystkie pozostate liczby w tym wierszu (za wyjatkiem 1), bedg przez nig
podzielne.

Przyktad 5

Sprawdzmy, czy liczby w wierszu o numerze 7 spetniaja wiasnosc 5.

L6 1612015 6 |1
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Pierwszym elementem tego wiersza, roznym od 1 jest 7. Pozostate liczby rozne od 1 to: 21
,39,35,21, 7.

Oczywiscie kazda z nich dzieli si¢ przez 7. Zatem liczby z tego wiersza spelniajg
wlasnosc¢ 5.



Wtasnos¢: Wtasnos¢ 6 (zwana efektem kija hokejowego)

Suma liczb lezgcych na przekatnej trojkata (przy czym nie musi to by¢ cata przekatna) jest
rowna liczbie, lezgcej ponizej na przeciwnej przekatne;j.

1|7 |21]35[35\(21] 7 | 1

1+3+6=10 1+5+15=21

Stownik

trojkat Pascala

trojkatna tablica liczb; w pierwszym wierszu tej tablicy znajduje si¢ liczba 1, w nastepnym
- dwie jedynki; w kolejnych wierszach jedynki umieszczone sg na poczatku i koncu
kazdego wiersza; kazda liczba ,$rodkowa” jest suma dwoch liczb bezposrednio
znajdujacych si¢ nad nig




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg pokazujaca niektére wtasnosci trojkata Pascala. Jesli zainteresuje
cie ta tematyka, poszukaj w Internecie lub w innych dostepnych Zrédtach informaciji, jeszcze
innych ciekawych zaleznosci liczbowych, wystepujacych w tym tréjkacie.

Polecenie 2

Zapisz liczby znajdujace sie w tréjkacie Clarka w wierszu numer 7.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz zdanie prawdziwe.

O Wiersze w trojkacie Pascala numerujemy kolejnymi liczbami naturalnymi, poczawszy
od liczby 1.

Sumy liczb stojgcych w kolejnych wierszach tréjkata Pascala tworzg kolejne potegi
O liczby 2.

O Kazda liczba ,$rodkowa” w tréjkacie Pascala jest suma dwoch liczb bezposrednio
znajdujacych sie pod nia.

O Na drugiej ,przekatnej” tréjkata Pascala znajduja sie kwadraty kolejnych liczb
naturalnych.

Cwiczenie 2




Cwiczenie 3

Korzystajac z tréjkata Pascala, przeciagnij liczby w odpowiednie pola.

Liczby tréjkatne

Liczby czworoscienne

Inne liczby

Cwiczenie 4

10|84 |3 |56 45| 35
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Potacz w pary numery wierszy trojkata Pascala i sumy liczb stojgcych w tych wierszach.

10

11

32

256

1024

2048

128



Cwiczenie 5 O

Korzystajac z tréjkata Pascala, uzupetnij cigg kolejnych liczb ciggu Fibonacciego. Przeciagnij
poprawne liczby w odpowiednie miejsca.

________________________________________________________________________________
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Cwiczenie 6 P

Rysunek przedstawia ilustracje graficzng 4 liczb czworosciennych.

A
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Na ktorej ,przekatnej” znajduja sie te liczby w tréjkacie Pascala? Zaznacz poprawna
odpowiedz.

o O O O



Cwiczenie 7 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Korzystajac z trojkagta harmonicznego, mozna stwierdzi¢, ze:
1 1 1
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Cwiczenie 8 @
n-tg liczbe tréjkatng mozna wyznaczy¢ ze wzoru 1), = n(n2+1) .
n-ta liczbe czworoscienna mozna wyznaczy¢ ze wzoru C, = —n(nﬂg(nH) .

Wyznacz dwie najmniejsze liczby (rézne od 1), ktére sg zarazem tréjkatne i czworoscienne.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Trojkat Pascala

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres rozszerzony.

Uczen:

2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujgce wlasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): <n> =1, n) =n, ( " 1) =n,

060 (-6

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

« konstruuje trojkat Pascala

e rozpoznaje okreslony rodzajliczb zawartych w trojkacie Pascala

» poszukuje analogii miedzy trojkgtem Pascala, a innymi tréjkgtami podobnego typu
» tworzy wiasne tablice liczbowe

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



o sila tworzenia
» bladzenie losowe

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podajg przyktady znanych im tablic liczbowych (np. kwadratow
magicznych), okreslajg ich wlasnosci i zastosowania.

2. WspOlnie zastanawiajg si¢ nad sensem tworzenia takich tablic. Nauczyciel nawigzuje do
odkry¢ matematycznych prowadzacych do tworzenia réznego typu tablic liczbowych,
wynikajgcych z rozwoju innych dziedzin wiedzy. Przytacza przyktady holistycznego
podejscia do naukowych problemow. Opowiada o pasjach Pascala i historii odkrycia
trojkata Pascala (nie nazywajgc go wprost). Celem tej pogadanki jest zaciekawienie
uczniow tematem.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach wykonujg ¢wiczenia, ktorych produktem finalnym powinno by¢
utworzenie trojkata Pascala.

2. Teraz metodg btadzenia losowego poszukujg wiasnosci trojkata. Prezentujg swoje
dokonania, a nastepnie zapoznaja si¢ z materiatem w sekcji ,Przeczytaj’ i z prezentacja.
Poréwnuja swoje wnioski z prezentowanymi w materiatach.

3. Nastepnie metodg ,sita tworzenia” buduja swoje tablice trojkatne.

4. Grupy wymieniaja sie miedzy sobg wytworami swojej pracy. Ich zadaniem jest
znalezienie co najmniej jednej ciekawej wiasnosci w otrzymanym tréjkacie.

5. Prezentacja prac grup, wyodrebnienie najciekawszych wiasnosci zbudowanych
trojkatow.

Faza podsumowujaca:

1. Dyskusja — w rozwigzywaniu jakich probleméw mozna wykorzysta¢ wlasnosci trojkata
Pascala i ewentualnie trojkatow zbudowanych przez grupy.



Wybrani uczniowie krotko dokonuja rekapitulacji zdobytych wiadomosci
i umiejetnosci, oceniajg swoja prace i prace grup, w ktorych uczestniczyli.
2. Nauczyciel przedstawia swoje spostrzezenia, wyjasnia watpliwosci.

Praca domowa:

Uczniowie maja wykona¢ ¢wiczenia interaktywne zamieszczone w materiatach.
Materialy pomocnicze:

Trojkat Pascala

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych dokonaniom Blaise Pascala lub
pokazujacych ciekawe zalezno$ci w zbiorach liczbowych.


https://epodreczniki.pl/a/trojkat-pascala/DIfYPhlj6

